Sistemas Lineales 1

Primer parcial

1¢" semestre 2018

Recomendaciones generales:

Leer atentamente todos los ejercicios y asegurarse de no olvidar realizar alguna parte.

En caso de no poder avanzar en un problema, cambiar a otro y volver a él mas tarde.
No se demore mucho tiempo en un solo ejercicio.

SEA PROLIJO Y EXPLIQUE Y DETALLE BIEN TODOS SUS PASOS. Exprese sus
resultados exactamente en el formato pedido. Recuerde que a través de esta evaluacién
usted debe demostrar sus conocimientos en la materia. Tenga presente que si algo no es
claro para el evaluador, usted podria perder los puntos correspondientes a la pregunta.

HACER PROBLEMAS DISTINTOS EN HOJAS SEPARADAS.
PONER EL NOMBRE EN TODAS LAS HOJAS.
Se recuerda que la prueba es individual.

Al finalizar, colocar las hojas dentro del sobre amarillo y entregarlo al docente del salén.

Problema 1 (9 puntos)

Sea el circuito de la figura, funcionando en régimen periédico.

Hallar la corriente i(t) y la tensién en bornes de Ry en
régimen, expresadas como funciones del tiempo.

R,
Calcular la potencia instantdnea p(t) en Rj. f\/\j'\f
Mostrar que dicha potencia consta de términos cons- " i(l)l R, )
tantes y términos periédicos, cuya frecuencia se deter- Ecos2mt (j (o Icosmt
minard (recordar que cos(a).cos(b) = ilcos(a + b) + -T %L ﬁ
cos(a — b)]). i

Deducir el valor medio de dicha potencia (potencia ac-
tiva en Ry).
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Problema 2 (11 puntos)

a)

b)

v (t) ¢ L3 v(t)

Obtenga una ecuacién diferencial que vincule v}(t) (derivada de v;(t)) con v,(t) y sus derivadas, donde
vi(t) v vo(t) son los voltajes de entrada y salida en el circuito de la figura.

Suponiendo L y R conocidos, y definiendo 7 = %.%, determinar el valor de C' para que se verifique

270" xv; = (6 + 276" + 720") x v, = DS * v,

Halle S(t) = (D4&)~! tal que S * (§ + 278" + 726") = 6.
A partir del resultado anterior obtenga h(t) tal que v, = h *x v;

A partir de la parte b), muestre que si la entrada es el escalén v;(t) = Y (t) entonces v,(t) = 275(t),
donde S(t) es la obtenida en la parte c).

A partir de lo anterior, obtenga la salida u,(t) = v,(t) cuando la entrada es el pulso v;(t) = p,(t) de
la figura.

pa (” f]_ /{I-

Sugerencia: observar que p,(t) = L[(Y(t) — Y (t — a)].

Determine el limite @(t) = limg—0 u4 (), cuando el ancho a del pulso de entrada p,(t) tiende a cero y
su altura tiende a infinito. Justifique.

Analice la compatibilidad de lo hallado en la partes anteriores con el comportamiento del condensador
y la bobina en régimen de continua.
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Problema 3 (11 puntos)

A la izquierda de la figura se muestra un modelo simplificado de un motor de induccién monofésico (sistema
electromecanico) operando en régimen sinusoidal. La potencia disipada en R representa la potencia mecéanica
entregada a la carga més pérdidas rotacionales de vacio (friccién en rodamientos, histéresis, etc.). El campo
inducido por la inductancia L es el que magnetiza el circuito magnético del motor, y se mantiene constante.

Los datos del modelo son: v;(t) = 311V sin(wt), R =33Q, L=0.4Hy y f = 50Hz.
Se pide:

a) Bosquejar un diagrama fasorial tensién-corriente. Incluir las tensiones y corrientes de todos los ele-
mentos del circuito.

b) Hallar las potencias activa, reactiva y aparente entregadas por la fuente.

c¢) Si se coloca un condensador C' en bornes del motor, calcular el valor del condensador para compensar
la potencia reactiva consumida por el motor a la fuente.

carga mecanica
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Problema 4 (9 puntos)

En la figura 1 se muestra una onda cuadrada asimétrica.

I
fit) A AP
T2 DT
— y*i ' i
w2 T
Figura 1:

a) Hallar la potencia media de la sefial (P, (f)).
b) Hallar el valor eficaz de la senal (Vr(f)).

c¢) Si denotamos por ¢, (f) los coeficientes de Fourier de f(t), indicar, justificando, cudnto vale la suma-
toria (para n no negativo):
+o0
> leal )P
n=0

d) Hallar la derivada como distribucién de f(¢).

e) Hallar los valores del pardmetro v que aseguren que se anula el tercer arménico de la funcién f(t).



Sistemas Lineales 1 Primer parcial 1" semestre 2018

Solucién

Problema 1

a)

Para hallar la solucién en régimen periédico, observamos que hay dos fuentes sinusoidales puras, cu-
yas frecuencias son armonicas, es decir, una es multiplo de la otra. No podemos pasar a un circuito
equivalente en fasores. Podemos aplicar superposicion, una fuente por vez, y ahi si utilizar fasores.

Consideremos en primer término la fuente de tensién de pulsacién 2w (abrimos la fuente de corriente).

El fasor de corriente por Ry vale
E

T Ri+ Re+ Lj2w

siendo F el fasor de la fuente de tension. En el tiempo, el aporte a la corriente por parte de la fuente

IZw

de tension es iz, (t) = re [Iz,e/*]:
E 2Lw
i2w(t) = cos | 2wt — atan | ——— = I, cos (2wt —
2w (1) V/(Ri + R2)? 4 4L%.2 [ <R1 n R2>} 2 €08 ( Vo)

Si consideramos ahora sélo la fuente de corriente (cortocircuimos la fuente de tensién), aplicando
divisor de corriente nos queda

_ Ry I
Ry + Ry + Ljw

siendo [ el fasor de la fuente de corriente. En el tiempo,

w

Lw

R+ Ry

RoI
\/(Rl + R2)2 + L2w?

iw(t) =

cos [wt — atan <

)] = I, cos (wt — @)

La corriente total por R; sera la suma de las anteriores:
Z(t) =l (t) + iw (t)

Calcular la potencia instantédnea p(t) en R;.

El célculo directo da p(t) = Ry%(t):

p(t) = R1[22w cos? (2wt — pay,) + Rllg cos® (wt — @) + 2RI, 1, cos (2wt — pay,) cos (wt — @,,)

Mostrar que dicha potencia consta de términos constantes y términos periédicos, cuya frecuencia se
determinara.

Usando la identidad cos(a)cos(b) = 5 [cos(a + b) + cos(a — )], podemos ver que

D=

_ R,

Ry I?
p(t) 5 [1 4 cos (4wt — 2p9,)] + 1w

[1 4 cos (2wt — 2¢p,,)]

+R11a, 1, [cos (Bwt — @au, — Yu) + cos (Wt — Yo, + Pau)]

De donde R
p(t) = —1(122w + Iz) + términos sinusoidales en w, 2w, 3wy 4w

2
es una senal periédica, de periodo 7 = %”
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d) Deducir el valor medio de dicha potencia (potencia activa en Ry).

Al promediar en un periodo, los términos sinusoidales dan media nula y sélo queda

Ry oo 2
P’f"b - 7(12w + Iw)
Observar que también puede escribirse como la potencia media obtenida si s6lo estuviera la fuente de
tension mas la potencia media obtenida si sélo estuviera la fuente de corriente, ya que debido a que

las fuentes son arménicas, la potencia instantdnea resulta periédica.

Problema 2

parte a) v;(t) — v,(t) = R(ic(t) +ir(t)). Luego v}(t) — vl (t) = RCv, (t) + Bo(t).

parte b) Multipliquese la ecuacién anterior por % para obtener %vl’-(t) = %vg(t) + LC, () + vo(t).
Igualando 27 = L/R y 72 = LC resulta 27v)(t) = 270.(t) + 720, (t) + vo(t), v de ello 278 % v; =
(6 4 276" 4+ 728") * v,.

parte c) S(t) = Y (¢)f(t) = 27 (t) + 72f"(t) + f(t) = 0 con f(0) = 0y f/(0) = 1/72, cuya solucién es
ft) = %e—t/r. Entonces S(t) = Y(t)%e—t/ﬁ

parte d) Convolucionando S de los dos lados de la ecuacién de la parte b) se tiene 270"« S«v; = Sx Dd*v, =
V-

Entonces puede identificarse h(t) = 275 x ' = 2758'(t) = 2Y (t)e */7(1 — /7). Obsérvese que f(0) = 0 por
lo que S(t) no tiene saltos.

parte e) Substituyendo v;(t) = Y'(¢) en la ecuacién de la parte b) se obtiene 27§’ x Y (t) = D0 * v,, de lo
cual resulta 270 = D0 % v,, ¥ vo(t) = 27(t) es solucidn.

parte f) Usando linealidad e invariancia temporal, u,(t) = (27/a)(S(t) — S(t — a)).
parte g) Por continuidad, p,(t) — 9, luego uq(t) — h(t).

parte h) Aqui pueden darse distintas respuestas. Onsérvese que cuando ¢ — oo, h(t) — 0, lo que implica
que la respuesta natural del sistema se extingue.También podria decirse que al depender la salida de la
derivada de la entrada, en régimen de continua la salida serd nula, lo que es consistente con que la bobina
se comporte como un cortocircuito.

Problema 3

La presente resolucién no incluye los calculos numéricos, que se dejan como ejercicio. Los datos del mo-
delo son: v;(t) = 311V sin(wt), R=33Q, L=04Hyy f =50Hz (= w =27 f = 1007 rad/s ).

a) Diagrama fasorial tensién-corriente. Incluir las tensiones y corrientes de todos los elementos del cir-
cuito.
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Sea V; el fasor de tension de la fuente y sean I, Ir e Iy, los fasores de las corrientes por la fuente, la
resistencia y la inductancia, respectivamente. Entonces
Vi Vi
7 I I

I = — —_
R R7 L ij7

Observemos que I es colineal con V;, I}, es ortogonal a V; e I esté retrasado respecto de V;.

I:IR+IL

b) Potencias activa, reactiva y aparente entregadas por la fuente.

Asumimos que trabajamos con fasores eficaces (|V;| = 311V/v/2 &~ 220V). La potencia activa que
entrega la fuente es la consumida por R, en tanto la reactiva la consume L. Al ser un modelo paralelo,
es sencillo plantear S = P + j@Q, con:

_ P
R )

_ i
Lw

P Q

¢) Si se coloca un condensador C' en bornes del motor, calcular el valor del condensador para compensar
la potencia reactiva consumida por el motor a la fuente.

El condensador a colocar debe entregar la potencia reactiva que consume la bobina. Al estar en paralelo
con el motor

Q 1
Qe Vi[*Cw @ Vifw  Lw?
Se puede llegar al mismo valor de C' anulando la parte imaginaria de la admitancia total vista por la
fuente.
Problema 4

a) Hallar la potencia media de la senial (P, (f)).

3 (DT
/ dt + / dt
0 T

2

El calculo directo da

AQ[T T]7A2
4

=T 73 Ty

1 [T A2
P,== H)2dt = =—
T/O 76 Pde =4 .

b) Hallar el valor eficaz de la senal (Ves(f)).

Por definicién,
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c)

Si denotamos por ¢, (f) los coeficientes de Fourier de f(t), indicar, justificando, cuanto vale la suma-
toria > |en ()2

Por el Teorema de Parseval, sabemos que

+o00
Pu= Y lealNI> = leo())F + D leal(S)

n=-—00 n#£0

Sabiendo que f es una funcién real de valor medio nulo, resulta

4 1
de donde N
Z len(f )\2 = 5
n=0
Hallar la derivada como distribucién de f(t).

Derivando f donde es derivable obtenemos la funcién nula en casi todo punto, por lo que la derivada
de f como distribucién sélo tiene §’s en los puntos de discontinuidad, con la amplitud del salto con
signo. En un periodo, tenemos que

, A

Hallar los valores del pardmetro v que aseguren que se anula el tercer arménico de f(t).

Usando la relacién entre los coeficientes de Fourier de f’ (derivada como distribucién) y los de f,
sabemos que basta con anular el tercer arménico de la derivada como distribuciéon. Planteamos la
expresion del coeficiente de Fourier del tercer arménico de la derivada como distribucién. El arménico
genérico es:

T 1 —inZZs A —jinZTs
cn(T]’c):T<T}(s),e in’ >:ﬁ<5(s)—57%(3)—(5%(8)—1-5(7“)%(3),@ % >
De donde
T A —jn2zy L —jn2z L —jn2z 1HZ A —jnym —jnm —jn 1)
Cn(T}):ﬁ.[l—ej T72761T2+6JT(7+)2} ﬁ.[l—eJW e J +6J(7+)}
A ; A .
= —. |1-(-D)"—=e"""1—-(-1)")| = —=.(1—-(=1)"). |1 —e ™7
enlf) = e [1= (=) = €97 (1 = (=1)")] = o1 = (1)), [1 = 7]

Para n = 3, resulta

Para anular c3 (y c_3), imponemos
eI =1=3yr=2%kn , keZ

De la figura, resulta claro que 0 <~ < 1, por lo que v = %, correspondiente a k = 1.



