
Sistemas Lineales 1 5 de mayo de 2010Sistemas Lineales 1Primer Parial, 2010Reomendaiones generales:
• Leer atentamente todos los ejeriios y asegurarse de no olvidar realizar alguna parte.
• En aso de no poder avanzar en un problema, ambiar a otro y volver a él más tarde. No se demoremuho tiempo en un solo ejeriio.
• SEA PROLIJO Y EXPLIQUE Y DETALLE BIEN TODOS SUS PASOS. Exprese sus resultadosexatamente en el formato pedido. Reuerde que a través de esta evaluaión usted debe demostrarsus onoimientos en la materia. Tenga presente que si algo no es laro para el evaluador, ustedpodría perder los puntos orrespondientes a la pregunta.
• HACER PROBLEMAS DISTINTOS EN HOJAS SEPARADAS.
• PONER EL NOMBRE EN TODAS LAS HOJAS.
• Se reuerda que la prueba es individual.
• Al �nalizar, oloar las hojas dentro del sobre amarillo y entregarlo al doente del salón.Problema 1 (12 puntos)En el iruito de la �gura 1 se muestra un transformador ideal, donde V1 es la tensión en elprimario y V2 la tensión en el seundario. La antidad de vueltas en el primario y seundario, sepuede ajustar moviendo el borne que se india on una �eha. El número TOTAL del vueltas enla bobina es n. De�nimos el parámetro x ∈ [0, 1], de modo que xn es el numero de vueltas en elseundario.

Figura 1:(a) Calular la impedania viste desde AB (ZAB)Considerando la tensión en la fuente omo entrada y la orriente Iz omo salida,alular:(b) La funión transferenia en regimen sinusoidal H(jω)() i) Calular la freuenia ω∗ (en funión de los parámetros del problema), tal que el fasororrespondiente a la salida se enuentre retrasado π/4 respeto al fasor de la entrada.ii) Para diha freuenia, y para R = 50Ω, hallar x sabiendo que para una entrada de am-plitud 100V, la salida en régimen tiene una amplitud de 1A.(d) Suponiendo que: la freuenia de trabajo sigue siendo ω∗ (alulada en la parte anterior),
R = 50Ω y ademas se umple que √

C
L

= 0,01Ω−1. Calular x para que no se onsumapotenia reativa a la fuente.
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Sistemas Lineales 1 5 de mayo de 2010Problema 2 (8 puntos)(a) Considere dos funiones f, g : R → R tal que existe la onvoluión h = f ∗ g. Muestre que si
g es periódia, de periodo τ , entones h también lo es.(b) Considere el pulso de anho 2T y altura A mostrado en la �gura 2. Halle y gra�que h = f ∗ f .() A partir del pulso de la parte anterior, se de�ne

g(t) = f(t) ∗
+∞
∑

n=−∞

δ(t − 4nT )Halle y gra�que h̃ = f ∗ g.
f(t)

tT

A

−TFigura 2: Pulso de altura A y anho 2T .Problema 3 (8 puntos)(a) Considere la funión Y (t)e−
5t

τ . Muestre que su distribuión asoiada T veri�a la euaión
T ′ +

5

τ
T = δ(b) Considere el iruito de la �gura 3. Se toma la tensión vi omo señal de entrada y la orriente

i omo señal de salida.i) Halle una relaión diferenial entre vi e i (veri�que las dimensiones).ii) Halle una distribuión T tal que
i = T ∗ vi , ∀viiii) Halle la salida para la entrada vi(t) = E.Y (t).

+

R

L

vi

i

Figura 3: Ciruito del Problema 3.
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Sistemas Lineales 1 5 de mayo de 2010Problema 4 (12 puntos)En el iruito de la �gura 4, en el ual el transformador es perfeto y la freuenia de trabajoes 50 Hz.
+

-

A

B

PSfrag replaements
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i1 i2
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Figura 4: Ciruito del problema 4(a) Relaionar en un diagrama fasorial los fasores de vi, v2, i1 e i2.(b) Para ompensar la potenia reativa onsumida a la fuente se oloa un elemento de ompen-saión entre los puntos A y B.i) Calular el fasor de la orriente que debe irular por elemento de ompensaión, enfunión del fasor Vi y ubiarla en el diagrama de la parte anterior.ii) ¾Qué tipo de elemento se debe oloar y uál debe ser su valor?A partir de ahora, se tienen los siguientes datos:
L1 = 1Hy L2 = 62,5mHy R1 = 222Ω R2 = 19,625Ω() Hallar la impedania total equivalente vista por la fuente inluyendo el elemento de ompen-saión.(d) En el iruito de la �gura 5, hallar v1(t) e i1(t) sabiendo que los elementos son los mismosque en la �gura 4 y que:

LC = 0,1Hy RC = 31,4Ω vi = 311V cos(314s−1t +
π

3
)(e) Hallar las potenias ativa, reativa y aparente entregadas por la fuente de la �gura 5

+

-

+

-
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ZCompFigura 5: Ciruito del problema 4
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Sistemas Lineales 1 5 de mayo de 2010SoluiónProblema 1PSfrag replaements

(a) Planteamos las euaiones para el transformador, obteniendo:
V2

nx
=

V1

(1 − x)n
⇒ V1 + V2 = Vin = V2

(

1 +
1 − x

x

)

=
VZ

x

I1 n(1 − x) = −I2 nx ⇒ I1 − I2 = IZ = I1

(

1 +
1 − x

x

)

=
I

xPor ultimo,
V

I
= ZAB =

VZ

IZ

1

x2
⇒ ZAB =

R‖jωL

x2(b) Utilizando las euaiones de la parte anterior, podemos esribir:
VZ = Vi x ⇒ IZ =

Vi x

R‖jωL
⇒ H(jω) = x

R + jωL

jRωL

⇒ H(jω) =
x

R

R/L + jω

jω() Utilizamos la funión de transferenia alulada en la parte anterior.i) Para que la salida se enuentre restrasada π/4 debemos busar la freuenia (ω∗) parala ual arg (H(jω∗)) = −π/4.
arg (H(jω)) = arg

(

x

R

R/L + jω

jω

)

= −π/4

⇒ R

L
= ω∗ii) Para la freuenia alulada antes, la transferenia queda

H(jω∗) =
x

R

1 + j

jEl modulo de la transferenia, nos da la atenuaión introduida por el sistema para dihafreuenia.
|H(jω∗)| =

x

R

√
2Busamos el valor de x tal que a la freuenia ω0 es sistema atenúa 100 vees la entrada,es deir,

|H(jω0)| =
1

100
⇒ x =

R

100
√

2
⇒ x =

1

2
√
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Sistemas Lineales 1 5 de mayo de 2010(d) Para que no se onsuma potenia reativa, podemos imponer que la impedania vista por lafuente sea real, de donde obtenemos:
1

Cω∗
=

Lω∗

x2
⇒ x = ω∗

√
LC = R

√

C

L
= 50 · 0,01 ⇒ x =

1

2Problema 2(a) Tenemos T (t) = Y (t)e−
5t

τ . Para hallar T ′, derivamos la funión donde es derivable y agregamosdeltas de Dira en los puntos de disontinuidad, on la amplitud del salto:
T ′ = Y (t).

(

−5

τ

)

.e−
5t

τ + δ(t) ⇒ T ′ +
5

τ
T = δ(b) i) Planteando la malla del iruito, usando las leyes de funionamiento de las omponentesy de�niendo el operador diferenial

D =

(

∂

∂t
+

5

τ

)obtenemos
vi = L(Di)on τ

5
= L

R
.ii) Como Di = D(δ ∗ i) = (Dδ) ∗ i, entones:

i =
1

L
(Dδ)−1 ∗ viSabemos que la soluión elemental S del operador D veri�a

DS =

(

∂

∂t
+

5

τ

)

S = S′ +
5

τ
S = δEntones, por parte I,

S(t) = Y (t).e−
5t

τPor lo tanto, la respuesta al impulso del sistema es
h(t) =

Y (t)

L
.e−

5t

τiii) Calulamos la respuesta a un esalón de amplitud E:
i(t) =

Y (t)

L
.e−

5t

τ ∗ E.Y (t) =

∫ t

0

E

L
.e−

5(t−x)
τ dx =

E

5R

(

1 − e−
5t

τ

)Problema 3(a) Por de�niión
h(t) =

∫ +∞

−∞

f(x)g(t − x)dxEntones, para todo t se umple que
h(t + τ) =

∫ +∞

−∞

f(x)g(t + τ − x)dx =

∫ +∞

−∞

f(x)g(t − x)dx = h(t)donde hemos usado la periodiidad de g. 5



Sistemas Lineales 1 5 de mayo de 2010
PSfrag replaements

Figura 6: Casos posibles para la onvoluión de un pulso onsigo mismo (el quinto aso orrespondea los dos pulsos oinidiendo).
PSfrag replaements

Figura 7: Convoluión de un pulso onsigo mismo.(b) Basándonos en el método grá�o de álulo de la onvoluión de dos funiones, vemos quetenemos ino posibles situaiones para determinar el valor de h(t), que se muestran en la�gura . Entones
t > 2T ⇒ h(t) = 0

t < −2T ⇒ h(t) = 0
0 ≤ t ≤ 2T ⇒ h(t) = A2.(2T − t)

−2T ≤ t ≤ 0 ⇒ h(t) = A2.(2T + t)La grá�a de h se muestra en la �gura 7.() La funión g resulta ser periódia, de periodo 4T (veri�arlo). Entones, estamos en las ondi-iones de la parte a), por lo que ya sabemos que h̃ va a ser periódia de periodo 4T . Además,razonando otra vez on el método grá�o para alular la onvoluión de dos funiones, dejan-do �ja la periódia y moviendo el pulso, vemos que en ada periodo, la funión h̃ va a oinidiron el triángulo alulado en la parte b). Su respetiva grá�a se muestra en la �gura 8.
PSfrag replaements

Figura 8: Grá�a de la funión h̃ de la parte ).
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Sistemas Lineales 1 5 de mayo de 2010Problema 4(a)Por ser un transformador perfeto V2 =

√

L2

L1

Vi por lo que V2 y Vi están alineados. Además
I2 = − V2

R2

por lo que I2 está desfazada 180o. Usando una de las euaiones del transformador:
Vi = L1jωI1 +

√

L1L2jωI2 = L1jωI1 −
√

L1L2jω
V2

R2

= L1jωI1 − L2jω
V1

R2

(1)
∴ Vi

(

1 +
L2

R2

jω

)

= L1jωI1

⇒ I1 =
1 + L2

R2
jω

L1jω
Vi =

(

1

L1jω
+

L2

R2.L1

)

Vi

(2)El ángulo entre Vi y I1 es arctan

(

L2ω

R2

)

−π

2
, que está en el uarto uadrante. El diagrama resultantese muestra en la �gura 9

45º

PSfrag replaements
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I1

Vi

IC

Figura 9: Diagrama fasorial(b)i) Calular el fasor de la orriente que debe irular por elemento de ompensaión, en funióndel fasor Vi y ubiarla en el diagrama de la parte anterior. La orriente por el elemento deompensaión debe haer que la orriente total sea olineal on Vi. De la euaión 2 vemosque la orriente es IC = − 1

L1jω
Vi =

j

L1ω
Viii) Que tipo de elemento se debe oloar y ual debe ser su valor? Como el iruito es indutivohay que oloar un ondensador

Cjω =
IC

Vi

=
j

L1ω
⇒ C =

1

L1ω2
(3)()La orriente que entrega la fuente es

Ii = (I1 + IC) + IR1 =
L2

R2.L1

Vi +
Vi

R17



Sistemas Lineales 1 5 de mayo de 2010, el primer término sale diretamente de la euaión 2 ya que IC anela la parte perpendiular alfasor Vi de la orriente que toma el transformador.
ZT =

R2L1

L2

||R1 =
1

0,0625

19,625
+ 1

222

Ω = 130,05Ω(d)Por divisor de voltaje:
V1 = Vi

ZT

ZT + RC + LCjω
=

(

311V ∠
π

3

) 130,05

130,05 + 31,4 + 31,4j
= 246V ∠0,85La euaión 2 nos da la relaión entre I1 y V1:

I1 = (0,0031847− 0,0031847j)Ω−1V1 =
(

0,0045∠− π

4

)

Ω−1V1por lo que sabemos que I1 atrasa π

4
respeto a V 1

I1 =
(

0,0045∠− π

4

)

Ω−1V1 = 1,11A∠0,07Pasando los fasores al tiempo:
v1(t) = 246V cos (314t + 0,85) (4)
i1(t) = 1,11A cos (314t + 0,07) (5)(e)La amplitud de la orriente entregada por la fuente es:
|Ii| =

∣

∣

∣

∣

Vi

161,4 + 31,4j

∣

∣

∣

∣

= 1,89AEl desfazaje entre la orriente y el voltaje es
θ = arg(Vi) − arg(Ii) = arg(161,4 + 31,4j) = 0,19

P =
1

2
|Vi||Ii| cos(θ) = 288,5W (6)

Q =
1

2
|Vi||Ii| sin(θ) = 56,1V AR (7)

S = P + jQ = 294V A∠0,19 (8)
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