Sistemas Lineales 1 25 de enero de 2010

Sistemas Lineales 1
Primer Parcial, 12 de mayo de 2007

Recomendaciones generales:

e Leer atentamente todos los ejercicios y asegurarse de no olvidar realizar alguna parte.

e En caso de no poder avanzar en un problema, cambiar a otro y volver a él mas tarde. No se demore
mucho tiempo en un solo ejercicio.

e SEA PROLIJO Y EXPLIQUE Y DETALLE BIEN TODOS SUS PASOS. Exprese sus resultados
exactamente en el formato pedido. Recuerde que a través de esta evaluacion usted debe demostrar
sus conocimientos en la materia. Tenga presente que si algo no es claro para el evaluador, usted
podria perder los puntos correspondientes a la pregunta.

e HACER PROBLEMAS DISTINTOS EN HOJAS SEPARADAS.
e PONER EL NOMBRE EN TODAS LAS HOJAS.
e Se recuerda que la prueba es individual.

e Al finalizar, colocar las hojas dentro del sobre amarillo y entregarlo al docente del salén.

Problema 1 (12 puntos)
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Figura 1:

(a) En el circuito de la Figura 1:

1) Calcular V4(jw) en funcion de V, L, R,y C.

11) Hallar w en funcién de R y C para que V4 sea 0 para todo t.

En las partes siguientes, los componentes del circuito tienen los siguientes valores:

V =40Volts, w = 2000rad/seg, L = 10mHy, R = 1008, C = 10uF

(b) 1) Calcular los fasores Vi, Va, Va, I1, I, I3. Realizar un diagrama fasorial que contenga
a los fasores antes mencionados. Enfatizar los angulos notables.

11) Calcular la corriente iy ().

(c) 1) Calcular Vo y Vg. Realizar para cada componente (R, L y C'), un diagrama fasorial del
voltaje y la corriente que lo atraviesa.

11) Calcular la potencia activa, reactiva y aparente consumida por R, L'y C.
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Problema 2 (9 puntos)

AN ~T/4

 J

Figura 2: Bosquejo de f(t)

Probar que si una distribucién periodica S € D', de periodo T, verifica que S (t + %) =
S(—t), entonces su serie de Fourier no presenta armonicos pares.

Bosquejar las distribuciones T}’ y T}", derivadas primera y segunda de las funcién f como
distribucién.

- . " " - -
Hallar los coeficientes de Fourier de T", que denotaremos por ¢, (T}"). Verificar que efecti-
vamente la sefial no presenta armoénicos pares, que los coeficientes no nulos son imaginarios
puros y que:

sg (Im [cans1(Tf")]) = —sg (Im [cants(Tf")])

2
Hallar los coeficientes de Fourier de f. Sabiendo que la potencia media Pm de f vale —

)

encontrar el ntimero de primeros armoénicos necesarios para obtener el 99 % de la potencia
media de la senal.

Si se inyecta la sefial f(t) en un filtro pasabajos ideal de frecuencia de corte w.. Hallar una
relacién entre dicha frecuencia y el periodo T que asegure que a la salida del pasabajos se
obtenga en régimen una sefnal cuya potencia sea al menos, el 99% de la potencia media de

f@).

Justificar claramente los pasos dados y las propiedades y resultados utilizados.

Problema 3 (5 puntos)

(a)

. 1 .
Para cada n natural, consideremos el nimero h,, = — y la distribucién T,, =
n

(b)
(c)

Definir la convergencia en distribuciones en D’.

On,, — 0,
2h,, '
Hallar T € D’ tal que lim,,_.oo T}, = T.

Sea S € D’ la distribucion asociada al pulso de amplitud 1 con soporte en el intervalo [—1, 1]

1) Hallar la distribucién R,, = S * T,,. Representar graficamente el resultado.

11) Hallar la distribucion R = lim,,—, 4~ R,,. Representar graficamente el resultado.
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Problema 4 (5 puntos)

En el circuito en fasores de la Figura 3,

_.I_
V cos(w t)(

Figura 3:

(a) Mostrar que los fasores Vi y Vx son perpendiculares.

(b) Dibujar el diagrama fasorial para V, I, Vg, Vx, explicando las diferencias segin que X sea:

1) Inductiva
11) Capacitiva

(¢c) Dibujando el fasor Vi a partir del origen del plano complejo, hallar y dibujar el lugar ge-
ométrico de su extremo al variar X en todo su rango.

(Sugerencia: no hacerlo de forma analitica, sino recordando el resultado geométrico del arco capaz
o las propiedades de las transformaciones bilineales.)
Problema 5 (9 puntos)

(a) En el circuito de la Figura 4, hallar la ecuacion diferencial que vincula v, (t) con v;(t).

Dato: g =1/R

v

+ L —
0000
L

+
Vi() gV, REVO

Figura 4:

(b) Determinar dos distribuciones T'y S tales que: T x v, = S * v;.

(¢c) Hallar la respuesta al impulso del sistema, considerando como entrada v; y como salida v,.

(d) Hallar la respuesta del sistema a la entrada v;(t) = 1V Y (t).e "2t
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Solucién

Problema 1

(a) 1) Aplicando superposicién, podemos calcular V4, como la suma de los aportes de cada
fuente por separado. De esta forma, tomando los circuitos de las Figuras 5(a) y 5(b),
obtenemos V4 como®: V4 (jw) = Va1 (jw)+Vas(jw). Para calcular Vaq y Vg, observamos

—M—r—| W——]|

A I ¥ I
+ = ¢ = C +
O g S OL
_ S S _

N

oz oz

(a) Fuente V3 (b) Fuente V2

N

Figura 5:

que en ambos casos tenemos un divisor de tension de la forma:

Var=Vag ', donde 2= jul]| <ji c) (1)
Vao = vali donde Zy = jwL||R (2)
m + Zs
Luego teniendo en cuenta que Vi = V y Vo = VZ7r/2, y las ecuaciones (2) y (?7),
tenemos:
Valio) =V 2 e vimjr 2 ) = SRy
el + Z
11) Para que v4(t) = 0 para todo ¢, imponemos que V4 (jw) = 0, observando el resultado
obtenido en (3), es facil ver que para que v4(t) =0 Vi, | w= R—IC

(b) 1) Para las partes siguientes, se utilizan los valores:
V =40Volts, w = 2000rad/seg, L = 10mHy, R = 1008, C = 10uF

Con los datos anteriores, y utilizando la parte anterior, podemos calcular el valor de
Vi =12,6VZ —108,4° = (—3,98 — j11,95) V. Luego, podemos calcular el valor de los
fasores I, I e I3:

~ Va (40 + 3,98+ j11,95)V

I - = 0,46A4/15,2° 4
'R 10092 ’ ’ )
V. 1
I = WZC) = j0.025; (j40 +3.98 + j11,95)V = 1,04AZ175,6° (5)
Vi 12,6VZ —108,4°
I A2 = 0,634£161,6° (6)

T jwL 2002900

a0bservar que se puede realizar la suma directamente en fasores porque las frecuencias de ambas fuentes son
iguales.
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A

Vs,

Figura 6: Diagramas fasoriales

11) Calculamos 41 (t), recordando que i1 (t) = Re [I1(jw)e“!]

(c)

= | i1(t) = 0,46 A cos (2000 +0,27) |

1) Utilizando las partes anteriores, podemos calcular facilmente Vo y Vi como:

Vo = Vo — Vi = (3,98 + j51,95)V = 52,10V /85,6°
Vi = Vi — Vi = (43,98 + j11,95)V = 45,57V £15,2°

(a) Resistencia

11) Con los valores de tensién y corriente para cada componente, podemos calcular la po-

(b) Inductancia

tencia que consume cada elemento, utilizando:

Ie

(c) Condensador

VI
Potencia Activa (W) | Potencia Reactiva (V Ar) | Potencia Aparente (V A)
Resistencia 10,4 0 10,4
Inductancia 0 4 74
Capacitor 0 —272 —7527,2
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Problema 2

(a)

Sea S(t) € D' una distribucion periddica, de periodo T', tal que
T
S (t+ 2) =—-S(¥)

Dicha propiedad la cumple también la distribucion S (s) € D'(1) que representa a S en un
periodo. Definamos la pulsacion w = 2% Por definicion de coeficiente de Fourier, tenemos que

1

= . 1 = T - 1 = ; T
—jnwsy _ _ - —Jnwsy _ _ — 7]711.0(577)
(Slohe ot =~ 15 (14 3 ) o) = - (S ) el E)
donde en la ultima igualdad hemos realizado el cambio de variable ©v = s + % Aplicando
linealidad y considerando nuevamente la definicién de coeficiente de Fourier, llegamos a que

en(S) = _l.ejnw§<§(u)’e—jnwu> _ —l.ej"%ﬂ

T 2 e F R (S (), eI = (=)™ e (5)

Por lo que para n par, se concluye que ¢, (S) = 0.

Derivemos la funcién f, que se muestra en la figura 7(a) como distribucion. Al ser f una
funcién continua, su derivada como distribucion (TJ/c) coincidira con la distribucion asociada
a la derivada de f como funcién en los puntos donde es derivable TY. La grafica de la figura
7(b) muestra que T]’c es la distribucién asociada a una onda cuadrada que oscila entre los
valores :l:% . La derivada segunda de f como distribucién se obtiene entonces derivando TJQ
. Como TJ’c es la distribucién asociada a una funcién seccionalmente constante, tenemos que
TJ'/ contiene s6lo deltas de Dirac en los puntos de discontinuidad de la onda cuadrada. El
resultado se muestra en la figura 7(c). La distribucién de D'(7) asociada a T es

iy = BB (T L SE (3T
T7(s) = T5 $— 7 +T§ 5=

El respectivo coeficiente de Fourier es
1

. e, 8E
(T (s), €7 =

Cn(TJ/c/) — — ﬁ [_ejnw% + ejnw¥:|

8F  /nmw nn  SE n
= lTf) = 27 sin () = )" = 7 — (1= (1))

Verificamos que los coeficientes pares se anulan, lo cual es coherente con lo visto en la parte
(a). Ademas, observemos que

Gt =5, ()=
De la propiedad de los coeficientes de Fourier para distribuciones
ea(T") = (jnw)en(T)
obtenemos

en(TH)  T?en(TY)

—n2w2 —An2n2

en(f) =

El valor medio de f es cero, ya que el grifico de f es simétrico respecto del eje de abscisas. Los
coeficientes pares de f se anulan pues también lo hacen los de TJ’/ . Finalmente, los restantes
coeficientes de Fourier valen

4F . 4F

Cin4+3 = 17 (

C4n+1(f) = *j( m

4n+1)272 7

La potencia que transportan los primeros N armoénicos de la senal f viene dada por

n=N
Py = Z |Cn(f)|2
n=—N
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Figura 7:
Como f es una sefal real, entonces |¢,| = |c_,|, de donde

Cn(f)|2

n=N
Py=2 )Y
n=1

Comencemos con el primer arménico.

16 E?
P =2 (f) =2 = 0,329E2 = 98,5 %P,,
T

— =
Como no hay armoénicos pares, P, = P;. Sigamos con Ps:

16 E? 1
Py =2 [la(£)P +les(F)] = 2.5 <1+81) = 99,77 %P,

Entonces, necesitamos al menos hasta el tercer arménico.

(e) El filtro pasabajos ideal dejard pasar® sélo las frecuencias menores a su frecuencia de corte
we. Por lo tanto, para tener a la salida del filtro una senial cuya potencia media sea al menos el
99 % de la potencia media de f(t), de las infinitas frecuencias presentes en ésta, deberan pasar
por lo menos la fundamental y el tercer armoénico (ver parte d)). Entonces, se debe cumplir
la relacién

3w=?<wc

b Dejar pasar significa que estas frecuencias apareceran a la salida con la misma amplitud que tienen a la entrada.
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Problema 3

(a) Decimos que una sucesion T, con T,, € D’ converge a T € D’ (y escribimos T = lim,, T,) si y
solo si (T, ) —n (Tn, ) ¥ @ € D.

(b) Observar que, dada ¢ € D, se tiene que:

6hn — 6_hn 1

(Tny ) == ( o »‘P>=m(<ﬁ(hn)—¢(—hn))

Y como h,, — 0 cuando n — o0, el dltimo término es un cociente incremental que tiende a
¢'(0), ya que ¢ es infinitamente derivable. Por lo tanto:

(Tn, ) =n ' (0) = (=0, )
Por lo que T' = —4.

(c) 1) Sustituyendo T;, y aplicando propiedades de convolucién:

. 6hn+6_hn o 1 1
T, *S = <2hn> x5 = E(fshn *.S) — E((S—hn *S)

Utilizando que d, * S = S(¢t — a) se tiene que:

1 1

" 5 (0p,, * S) es un pulso de amplitud = g en el intervalo [-1+ 1/n,1+ 1/n].
1 1

s —(d_p, *S) es un pulso de amplitud— = 2 en el intervalo [-1-1/n,1—1/n].

2h., 2h, 2
Al hacer la diferencia de las dos distribuciones anteriores obtenemos que R,, consiste en
la distribucién asociada a la funcién:

—n/2 site[-1—1/n,—1+1/n]
ft)=<n/2 site[l-1/n,1+1/n]

0 en otro caso

11) La distribucién R puede hallarse pasando el limite en R,, obtenido en la parte anterior,
o bien utilizando el hecho de que la convolucién es una operacion continua por lo que:

R =lim Ry, = lim(T}, * S) = (h’an) «S =08

Alser &'« S =5"=06_1 —d41 (la derivada como distribuciéon de S), se tiene que:

’ R=—-6_1+4+0d41 ‘
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Problema 4

(a) Calculando los fasores Vi v Vx obtenemos:

v R X

+ R — Ve — — v Vi — _JA
VWA "T R+jX YT R+jX

+ R + Por lo que:

1 :
Vcos(wt)() VS X (X R X\,
- — XTI\R)Ryix I\R)E
Donde se ve claramente que Vi y Vx son
Figura 8: perpendiculares.

(b) En las Figuras 9(a) y 9(b) se muestra el diagrama fasorial para los distintos casos. Analizando

(a) Caso inductivo (b) Caso capacitivo

ambos diagramas se puede observar que en el caso de una impedancia inductiva, la corriente
se atrasa con respecto al voltaje, mientras que en el caso de una impedancia capacitiva la
corriente se adelanta. Por ultimo, en el caso de una resistencia, el voltaje y la tension son
colineales, ya que Vg = RI donde R € R.

(¢) En fasores V = Vi + Vx, ademas de la parte a) sabemos que Vi es perpendicular a V.
Obteniéndose el diagrama fasorial mostrado en la Figura 9, donde la linea continua representa
el caso capacitivo y la punteada el inductivo.

Figura 9:

Siguiendo el razonamiento anterior a medida que varia X entre (—oo, +00), Vg va descri-
biendo la curva tal que el vector V se ve bajo un angulo de 90°, este lugar geométrico es
por definicién el arco capaz correspondiente al vector V' y un angulo de 90°, ademas al ser
el angulo de 90°, V' es un didmetro de dicha circunferencia. Por lo dicho anteriormente; el
lugar geométrico de los extremos de Vi que se obtienen al variar X en todo su rango, es la
circunferencia de centro V/2 (sobre el eje real) y radio V/2.
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Problema 5
(a) En el circuito de la Figura 10:
n v, _ La ecuaciéon para el nudo queda:
0000 vo = RG.vy, + Ry 9)
L +
+ derivando la ecuacion anterior, (RG = 1)
v, R v
QO & % ’ dvo _ dor  pdin _dvw oo
B — dt — dt Tdt o dt L

Tomando la malla exterior, tenemos

Figura 10: VL = U; — U,
Sustituyendo,
dv, dv; dv, v; — Vo dv, v,  dv; dv;
- a a7 Pa TR a TR

(b) Si definimos los operadores Dy = 2% + & v Dy = & + & tenemos que Dy (v,) = Da(v;), que
por propiedades de la convolucion y la §, es 1o mismo que D;(0) *v, = D2(§) *v;. Por lo tanto
tenemos:

R R
T:Ql —_ :/ —_
5+L6yS 6+L5

(c) La respuesta al impulso serd 71 % S pues v, = T~ ' % S x v;. Hallemos T~1, por el teorema
de la inversa, T~! sera de la forma T—! = Y (¢)f(t) con f € C*™ y que cumple la ecuacién
diferencial 2 f’ —|—% f = 0 con condiciones iniciales f(0) = % Resolviendo la ecuacion diferencial

obtenemos, f(t) = Ae—zrt y al plantear condiciones iniciales obtenemos A = % Por lo tanto
£t
e 2L

2

T'=Y(t)
Ahora debemos convolucionar T~! con S:

T %S =Y(t)f(t)* (5’ + ?5) _ YOI + %Y(t)f(t)

= JO5 YO (1) + TV (1) =

=| h(t) =

(d) 1) Para hallar la respuesta al escalon, hay que convolucionar la respuesta al impulso hallada
en la parte anterior con el escalén:

h(t) « 1V.Y (t) = 1V (g Y)Y () e Y(t)>

v (Lo B et s (- Lot ) —osvr (2 )
- 2 AL ), © v = 27 3¢ ) TV e
1) Al igual que en la parte anterior, realizamos la convolucién entre la entrada y h(t):
it _ R
h(t) * Ui(t) = vé ) + %.Y(t)e srt * Ui(t)

10



