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Sistemas Lineales 1
Primer Parcial, 19 de mayo de 2006

Recomendaciones generales:

e Leer atentamente todos los ejercicios y asegurarse de no olvidar realizar alguna parte.

e En caso de no poder avanzar en un problema, cambiar a otro y volver a él mas tarde. No se demore
mucho tiempo en un solo ejercicio.

e SEA PROLIJO Y EXPLIQUE Y DETALLE BIEN TODOS SUS PASOS. Exprese sus resultados
exactamente en el formato pedido. Recuerde que a través de esta evaluacion usted debe demostrar
sus conocimientos en la materia. Tenga presente que si algo no es claro para el evaluador, usted
podria perder los puntos correspondientes a la pregunta.

e HACER PROBLEMAS DISTINTOS EN HOJAS SEPARADAS.
e PONER EL NOMBRE EN TODAS LAS HOJAS.
e Se recuerda que la prueba es individual.

e Al finalizar, colocar las hojas dentro del sobre amarillo y entregarlo al docente del salén.

Problema 1 (11 puntos)

El circuito lineal de la figura esta excitado por una fuente de corriente sinusoidal de valor i(t)
y contiene también una fuente de tension dependiente que entrega una tensién proporcional a la
tension en bornes del condensador (o € R).
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(a) Hallar la impedancia equivalente Z.4(jw) entre los puntos A y B.

(b) Hallar la relacion en régimen entre las tensiones V. (jw) y V(jw).

V(i
(¢) Hallar la transferencia en régimen G(jw) = Uw)
1(jw)
. - . Vi(jw) . . ,
(d) 1) Hallar la transferencia en régimen H (jw) = (o) " La salida del sistema sera la

tensién en bornes de la fuente.
(jw+a1)

- , hallando las constantes
(jw + a2)

11) Mostrar que puede escribirse de la forma H(jw) = K R
K, aip 'y as.

1) Hallar el valor de « tal que a; = 10aq, de ahora en mas se trabajara con dicho
valor de a.

(e) 1) Hallar las respuestas en régimen del sistema para iy (t) = Acos (azt) y ia(t) = Acos (V10 - ast + Z).

11) Deducir que existe al menos una frecuencia que excitacion a la cual el sistema introduce
a la salida un retraso de 50°.
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Problema 2 (6 puntos)

Sea o(z) una funcién par del espacio D, de area A, con ¢(0) = b, como se indica en la Figura
L. Sea ¢(x,y,2) = @(x).0(y).¢(2).

(a) Indicar y justificar silas distribuciones siguien-

tes estan bien definidas: A
) T(x,y,2) =1, ® 6, @ Y(2) )
) S(x) =1, %0, *Y(2) b
(b) En los casos posibles, calcular: y

0 (T(e,y,2), 6,y 2))
m (2, 6(z,9, %)) x
) (2L
) (S

>

111

T o(z,y,2))
'(x), p(x))

Figura 1: Bosquejo de ¢(z)
v

Problema 3 (8 puntos)

(a) Se considera un circuito eléctrico lineal invariante en el tiempo, con entrada v;(t) y salida
Vo(t).

En régimen sinusoidal, dicho sistema puede describirse
Vo(jw)

; 5 n
Vo(jw) y Vi(jw) fasores asociados a la salida y la en-
trada respectivamente. Para el caso de v;(t) periddica, Vl.(t> H(jw) Vo(t)
de pulsacién wg = 2%, dada por su serie de Fourier
vi(t) = 3, ez Cre?™ ! hallar justificando detalla- — — ] — —
damente la serie de Fourier de la salida en régimen
Vo ().

por su funcion de transferencia H(jw) =

(b) Sean dos circuitos con funciones de transferencia respectivas Hy (jw) y H2(jw) que verifican:

ol <2 Ll <]
w| < -w w| < zw
S 5w S 5w
[Hy (jw)| = |Ha(jw)| =
3 7
0 |w|l>=-w 0 |w|>=-w
ol > Swo ol 2 Zwo
Si a ambos circuitos se aplica a la entrada la misma senal periddica v;(t), jen cuél esperaria
tener una sefial de salida con mayor potencia media? Justificar.

(c) Silaw;(t) de la Figura 2 se aplica a la entra de ambos circuitos, calcular las potencias medias
de las respectivas salidas.

v.(1)

i

A

T 7 ‘
2

Figura 2: Senal de entrada
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Problema 4 (9 puntos)

Se modela una fuente real en régimen sinusoidal como una fuente ideal de tensi6on Vj en
serie con una impedancia Z; = Rs + jX,. Dicha fuente alimenta una carga Zj a través de un
transformador simple, tal como se muestra en la Figura 3.

VA 1 1
S y 1 M 2
+ O. .O +
-] S
Zg o Vi g g Vs Z,
B
Figura 3:

Hallar la impedancia vista por la fuente real, es decir, la impedancia Zsp senalada en la
Figura 3.

Simplificar la expresion anterior para el caso de un transformador perfecto (esta hipotesis se
mantendra para el resto del ejercicio.) Escribir Z4p como el paralelo de dos impedancias.

Para una carga resistiva Z;, = R y asumiendo que X, < 0, hallar los valores de R y L que
maximizan la potencia entregada por la fuente real.

Considerando nuevamente una carga Z; = R, compensar la potencia reactiva consumida a la
fuente real. Indicando claramente qué elemento colocaria, dénde lo haria y qué valor tendria.

Problema 5 (6 puntos)

(a)

(b)

(¢)

Probar que la convolucién entre una distribucién periédica y una distribucién se soporte
acotado esta bien definida.

Probar que la convolucién entra una distribucién periédica y una distribucién de soporte
acotado es periddica.

Sea P el puso de ancho Ty sea S el tren de pulsos de ancho T y periodo 2T (ver Figura
4). Hallar las serie de Fourier de P % S (sugerencia: usar que toda distribucion periédica se
pueden ver como la convolucién entre una de soporte acotado y un tren de impulsos).

P(t) S(t)
A A

1 1

\J

Figura 4:
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Solucién

Problema 1

(a) Siobservamos el circuito de la Figura 5, podemos ver que la impedancia equivalente consiste:

oV (t)
ST
—/ 1+
. 1
+ oz o) Zuai) = 1 (R4 BRI )
eq eq\. iwC
i Qv r;m ’
_ , _ RIRCjw +2]
_ “ 2RCjw +3
B
Figura 5:

(b) Planteando el divisor de tensiones, obtenemos:

- R[l1/juC , o V(jw)

Vv
(c) Dela definicién de impedancia equivalente, Z., = T Eliminando V (jw) en funcion de V,(jw)

utilizando la parte anterior, resulta:

Ve(jw)[RCjw + 2] V. Zeq . R
Z == _——= —— [ —
eq 7 > T Rowi2 Y= 2reio 3

(d) 1) Planteando la ley de mallas de Kirchoff, se tiene:
Vi=[R+ Zel + aVo = [R+ Zeg+ oG] I = H(jw) = R+ Zeg + oG

Utilizando las partes anteriores y desarrollando los términos, se obtiene:

. [BRCjw + 5 + q]
H =R
> | HGw) 2RCjw + 3
11) Reescribiendo,

3

K="

4 5+ a 2

3 Jw
H(jw) = °R 3RO | o fq, =212
2 jw+ 3RC
2RC 3

“ = 3RC

1) Si a; = 10as tenemos que,

1
ra_ 0 o [a=a)

3RC ~ RC
1) Siig(t) = Acos(azt) = wvi(t) = A|H(jaz)|cos (azt + arg(H(jaz))), como:

. 3 jaz + 10(12 3 101
H = = —_— = = e - 0
(jag) 2R Fam ; 2\/ 5 R/ —39,3

3 /101
= |v(t) = 3 TARCOS (agt —39,3°)

()




Sistemas Lineales 1 22 de octubre de 2009

11) De manera analoga,

va(t) = A|H(jv/10as)] cos (\/Eagt n % n arg(H(jmag)))

101 101
H(jV10ay) = ;R\/ 10—14 —55% = |v(t) = ;\/ 1OTARCOS (\/ﬁagt - 100)

1) El retardo introducido por el sistema a cierta frecuencia w es igual a R(w) = —arg(H (jw)),

en este caso,
R(w) = —arctg (18;2> + arctg (:;)

Observando R(w) podemos ver que es una funcién continua en w, ademas de la parte
anterior, sabemos que:

R(as) = 39,3°
= Jw* tal que R(w*) =50° y w* € [az, V10as]
R(V/10az) = 55°

Problema 2

a 1) T(x,y,2) =1,2,8Y(z) esta bien definida, ya que el producto tensorial de distribuciones
Y
existe siempre. Para un numero finito de distribuciones se calcula valiendo la propiedad
asociativa.

1) S(z) =1, + d, + y(z) no esta definido, ya que no existe el producto convolucién de 1, y
Y (z); (11 *Y(x) = fioo dt > oo). Ademas observar que el sop{1,} = Ry sop{Y (2)} =

[0, +00), por lo tanto, si tomamos 1 € sop{l,}y x2 € sop{y(x)} la acotacion de z1 + x5
no implica ;1 acotado y 2 acotado.P

(b) 1) De la definicién de T'y ¢ dadas en la letra, tenemos:

(T(,y,2) = $(2,9,2)) = (1. © 8, © Y (2), 0(2)-0()-0(2)) toix)
= (Lo, o)) (8, (1) (Y (2), 0(2)) b
+oo
Lovp(e)) = [ pladds = 4 (Area de p(0) 4
(6, 0(y)) = (0) = b e

Figura 6:

A2
= | (T2, 09, 2) = 55

11) En segundo lugar, calculamos:

<%’ P(z,y,2)) = —(1, ® 6, @Y (2), ¢ (z)p(y)p(2)) =
“+o00
= (L, ¢/ (2))-(8, ()Y (2), 0(2)) pero (Lo, ¢ (x) :/, o) = ol =0
= (82 2y = 0

bPara mas detalles, se sugiere revisar las notas de teorico, pag 61.
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1) Tenemos:

dT (z,y, z)

< dz

0(x,y,2)) = —(1.00,Y (2), p(2)0(y)¢' (2)) = (1a, (2)) (0, 0(y)) (Y (2), ' (2))

Feo T,Y, 2
V)= [ = b = (TP gy, =

1v) S’ no esta definida pues S no lo esta.

Problema 3

(a) Como el sistema es lineal e invariante en el tiempo, la respuesta a la entrada periodica
vi(t) = 3, ez Cne?™ 0" es igual a la suma de las respuestas correspondientes a las entradas
C,hel™ot n e Z. A estas términos sinusoidales de frecuencia nwy, se les puede asociar el fa-
sor Cy,, por lo cual el fasor asociado a cada salida serd H(jnwg).Cy,. Usando el principio de
superposicién, obtenemos que la salida en régimen resulta®:

Vo (t) = Z H(jnwo)Cnej"“’Ot

nez

(b) Para el sistema H;(jw), se cumple que el producto Hi(jnwy).C, = 0 para todo n > 3/2,
es decir, solo se obtendran a la salida, los términos con n = —1,0,1. De modo que el sis-
tema solo dejara pasar la componente de continua de v; y su primer arménico. Mediante un
razonamiento analogo, el sistema Hs(jw) dejard pasar hasta el tercer armonico inclusive. Fi-
nalmente, podemos relacionar la potencia a la salida, con la cantidad de armoénicos, utilizando
el teorema de Parseval, que nos permite calcular la potencia media de la senal a la salida como:

Pp =Y [H(jnwo).Cyl? (1)

nez

Si observamos la ecuacion (1), podemos observa que todos los términos son mayores o iguales
que cero; de modo que el filtro que deje pasar méas armoénicos tendra una potencia mayor a la
salida, pues la suma tendri mas términos. En este caso, Hs dejara pasar més potencia a la
salida que H;.

(¢) Sea v;(t) como se muestra en la Figura 7. Usando la parte anterior, y con los coeficientes de
Calculemos los coeficientes de Fourier de la tension v;(t):

- vi(1)

1 1 : n2r 4
Co= = cnzf/ e It
0

=

Resolviendo dicha integral, y evaluando, obtenemos:

1

\

Cozi z T t
. 2
= =0sinespar #0

C”L
1 . i Figura 7: Sehal de entrada
C,, = — si n es impar
jnm

Fourier calculados, obtenemos la potencia a la salida de cada uno de los sistemas:

= Para el sistema con transferencia H;(jw), obtenemos:

. . 1 2
Py = [H1(j0)[*|Col 4 2(|H1 (jwo)[*[C1 %) = | Pm1 = 1=

aobservar que obtenemos la salida como una suma, que coincide con la serie de Fourier de la sefial periodica vo(t)
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= Analogamente para el sistema con transferencia Hs(jw),

Pz = [H3(50)*|Col? + 2(|H (jiwo)[*|C1|?) + 2(| H2(j3wo) *|Cs )

1 1 1
= |Ppa=-+2|= + —=|| Pn2 > Pn1 como era de suponer.
4 w2 972

Problema 4

(a) Planteando las ecuaciones para el transformador simple, obtenemos:

1
M <« ?
-] (- y 7
= S L | Vo= Ljwl, + Mjwl
L L En el secundario, tenemos
Vo=—Z11
Figura 8:
M Lj
= Vi=Ljwh - -2V, v W {1 + ij} = Mjwl, 2)
L L

Con las ecuaciones obtenidas en (2) podemos eliminar V5 obteniendo:

. (Mjw)? ZpLjw + (Ljw)? — (Mjw)?
Vi=|Ljiw— ———F—|1 = |Zr =
! G Zr, + Ljw ! E Zr + Ljw

(b) Si el transformador es perfecto = M = L y la impedancia calculada en (3) queda:

7 Ljw

v = ——"——=21||Lj
Zr, + Ljw vl Ljw

(¢c) La potencia activa entregada por al fuente real, debe ser igual a la consumida por Z4 B, donde
para las relaciones dadas en la letra tenemos:

RLjw R(Lw)? + jR?*(Lw)

T R+Ljw R+ (Lw)?

ZaAB

Sabemos que la potencia consumida por dicha impedancia es maxima cuando Zap = Zg =
Rs — jXs. Imponiendo dicha condicién, obtenemos:

Lw RS RRS
s Lw = —
7 X = Lw Xs (4)
Igualando partes reales:
R(Lw)? = Ry(R? + (Lw)? (5)

Utilizando (4) y (5) obtenemos:

2
RRS[XS+1} LRS{XSJrRS}

R2

S
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(d) Trabajamos con el circuito equivalente mostrado en la Figura 9.

VA
s
Compensamos con un condensador en paralelo, de
= manera tal que la admitancia vista por la fuente
y r ................ S i R real sea puramente resistiva.
2 ol =g o
Yy = Cjw+——+— imponiendo que sea real = |C' = —
Ljw R
Figura 9: Circuito equivalente
Problema 5

(a) Sea T distribucion periodica y S distribucion de soporte acotado.

(T(t) x S(t), p(t)) = (T ® Sy, p(x + y)) = (Ta, (Sy, p(z +9)))

Luego 0(x) = (Sy, p(z+y)) es de soporte acotado, pues si sop{S} C [a,b] y sop{¢} C [¢,d] =
O(x) = 0si x € [c— a,d — b, entonces (T,,0(x)) esta bien definida y consecuentemente

T(t) = S(t)
(b) Planteando la convolucion entre T'y S tenemos,

(T(0) * S@), (1)) = (T @ Sy, p(x +y)) = (Sy @ T, (2 + ) = (Sy, (T, p(x +y)))

Luego como T es periddica, de periodo 7:

(Sy, (T, p(a+y))) = (Sys (T, p(x4+n7+Y))) = (T @Sy, pa+nT+y)) = (T()xS(t), p(t+n7))

= ’ T xS es periodica de periodo T‘

(¢) Notar que S(t) puede escribirse como:

ZPt—n2T Zét—n2T

nez nez

:>P*S:P*<P*Z<S(t—n2T)> C(PxP)x > 4(t—n2T)

nez nez
Observa que P * P tienen un grafico como el que se muestra en la Figura 11, que se obtiene

P(t) S(t)
A A

1 1

\

Figura 10:

tras aplicar la convolucién entre dos pulsos como los de la Figura 10. Una vez calculado
P x P, al convolucionar con el tren de deltas, extendemos de manera periddica la distribucion
calculada. Por ultimo, para calcular los coeficientes de fourier de la distribucién P+ S (que se
muestra en la Figura 11), derivamos dos veces dicha distribucion, obteniendo:

(Px8)" =2 (=1)""5(t —nT)

nez

°pues P(t) es de soporte acotado
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PxP PxS
T
/\
|
> \ | /=
T t -T 2T 3T t
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T

Figura 11:

Los coeficientes de Fourier de la distribucién (P * S)” resultan:

1 2nnT 1
(P S) = —(—2 28(r —T),e ~ 2T Y= —((=1)" -1
en(P % 5)' = o {-20(r) + 257 ~T),e * 2T )= L((~1)" ~ 1)
Por otro lado, recordando la propiedad ¢, (P * S)"” = (%)2 ¢n (P x S) obtenemos:
T n T .
= cp(Px*S) = 53 (I=(=1D") n#0, ¢ = 3 (valor medio)
T
5z n=0
2 . n2mt
_Jo 0 - ’
=|cn(PxS) =40 npar # P*Sf2Tch(P*S)e 2T
2T . nez
> n impar




