
Sistemas Lineales 1 Julio, 2013Sistemas Lineales 1Examen de julio de 2013Se reuerda que para aprobar esta parte de la prueba es neesario tener al menos unejeriio ompleto. Se sugiere justi�ar o expliar ada uno de los pasos realizados. Si utilizaalgún resultado o propiedad, enúnielo orretamente. Realie problemas distintos en hojasseparadas.Problema 1
R
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vo(t)vi(t) v1(t)

α.v1+
+

+ +
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−Se onsidera el sistema de la �gura.a) Hallar la transferenia en régimen sinusoidal H(jω) = Vo(jω)

Vi(jω) , observando que resulta ser realraional estritamente propia, de orden 2 en el denominador y orden 1 en el numerador.b) Simpli�ar la expresión de H(jω) para α = −14 y
R

L
=

1

RC
=

ω0

4
> 0y dibujar los Diagramas de Bode asintótios de módulo y fase de H(jω), expliando detalla-damente el proeso de obtenión de los mismos.) Hallar H(jω0).d) Hallar la ganania en ontinua del sistema, expresada en db.e) Hallar, si existe, una freuenia de trabajo ω1 a la ual el sistema presente una ganania de

0db.f) Hallar, si existe, una freuenia de trabajo a la ual la salida en régimen del sistema esté enontrafase on la entrada.g) Hallar, si existe, una freuenia de trabajo ω3 que umpla que si la entrada del sistema es
vi(t) = A cos(ω3t), la salida en régimen del sistema es de la forma vo(t) = A. cos(ω3t + ϕ),on ϕ a determinar.Justi�ar las aproximaiones que se realizan.
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Sistemas Lineales 1 Julio, 2013Problema 2
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Se onsidera el iruito de la �gura, en el ual los transformadores son ideales y la impedania
Z = R+ jLω. Se umple que: R = 5

√

3
Ω , L = 1

20πHy, n1

n2

= 1
√

3
, ω = 100π,

i1(t) = 5A
√
2sen(ωt)

i2(t) = 5A
√
2sen(ωt− 2π/3)

i3(t) = 5A
√
2sen(ωt+ 2π/3)a) Calular las orrientes: ia(t), ib(t), ic(t), iL1(t), iL2(t), iL3(t), iZ1(t), iZ2(t), iZ3(t).b) Calular: vz1(t), vz2(t), vz3(t).) Hallar la reativa que onsume TODO el iruito.d) Compensar la reativa onsumida por el iruito, oloando elementos en estrella, indiandosus respetivos valores y el esquema de onexión.e) Calula nuevamente las orrientes de la parte a), esta vez para el sistema ompensado.
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Sistemas Lineales 1 Julio, 2013Sistemas Lineales 1Examen de julio de 2013Se reuerda que para aprobar la prueba es neesario tener al menos dos preguntas ompletas.Se deberá justi�ar o expliar ada uno de los pasos realizados. Asimismo se pide justi�ardebidamente las a�rmaiones realizadas. Si utiliza algún resultado o propiedad, enúnielo o-rretamente. Si tiene dudas respeto a si debe probar o no determinado resultado o propiedadque utiliza, onsulte al doente. Fuera de este tipo de onsultas, sólo se responderán dudassobre la letra.Pregunta 1
V1

V2

V3

Z

Z

Z

+

+

+

Se onsidera el iruito trifásio de la �gura, donde el sistema de fuentes es equilibrado y perfeto,funionando a 50Hz. Los transformadores son ideales, umpliéndose n1/n2 = 2. La arga trifásiaonsiste en tres argas idéntias de impedania Z, indutiva. Se pide ompensar la potenia reativaonsumida al sistema de fuentes.Pregunta 2
z(t)x(t)

fCW

X(f)

cos(2πfCt)cos(2πfCt)

fLa �gura muestra el espetro de la señal x(t), de banda aotada W ≪ fC , y un sistema demodulaión que inluye un �ltro pasabajos ideal . Indiar uál de lo siguientes espetros orrespondea la señal z(t). Justi�ar!!
(a)

(b)

(c) (d)
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Sistemas Lineales 1 Julio, 2013Pregunta 3Se onsidera un sistema lineal de respuesta al impulso h(t) = Y (t)e−t/τ , τ > 0, del ual se sabetambién que admite respuesta en régimen.a) Hallar la respuesta del sistema para una entrada e(t) = Y (t).b) Hallar la Transformada de Fourier de h(t).) Hallar la respuesta en régimen para la entrada e(t) = A cos
(

2π t
τ

).Pregunta 4En el iruito en fasores de la �gura, en el que todas las fuentes son sinusoidales e independientesy están en fase, alular el fasor V (jω).PSfrag replaements
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Sistemas Lineales 1 Julio, 2013SoluiónProblema 1PSfrag replaements
R

R

Ljω

1

Cjω

VoVi
V1

α.v1+
+

+ +

−

−
−a) Consideremos el iruito en fasores de arriba, para una freuenia de trabajo genéria ω. Apli-quemos el método de los nudos. Entones, podemos plantear la Ley de Kirho� de orrientesen el nudo entral.

Vi − V1

R
= V1Cjω +

V1 − Vo

Ljω
⇒ ViLjω = V1(Ljω +RLC(jω)2 +R)−RVoPor otro lado, planteamos el nudo en Vo

V1 − Vo

Ljω
=

Vo − α.V1

R
⇒ V1 =

(R + Ljω)

(R + αLjω))
Vo(Observar que en la primera euaión, podría haber sido más senillo plantear la orriente porla indutania omo Vo−α.V1

R ). Sustituyendo V1 en la primera euaión, despejamos el oiente
Vo/Vi.
H(jω) =

Vo

Vi
=

(R+ αLjω)

RLC(jω)2 + (R2C + L)(jω) + (2− α)R
=

αL

RLC
.

(

(jω) + R
αL

)

(jω)2 +
(

R
L + 1

RC

)

(jω) + 2−α
LCb) Para α = −14

H(jω) =
−14

RC
.

(

(jω)− R
14L

)

(jω)2 +
(

R
L + 1

RC

)

(jω) + 16
LCPara R

L = 1
RC = ω0

4 > 0, tenemos que
1

LC
=

ω2
0

16
⇒ 2− α

LC
=

16

LC
= ω2

0Entones
H(jω) = −7

2
.

ω0

(

jω − ω0

56

)

(jω)2 +
(

ω0

2

)

(jω) + ω2
0

= −7

2
.

ωn

(

jω − ωn

56

)

(jω)2 + 2ζωn(jω) + ω2
non ωn = ω0 y ζ = 1

4 , por lo que el denominador es de segundo orden, on raíes omplejasonjugadas.Para la onstruión de los Diagramas de Bode asintótios, las freuenias rítias son: ωn

56 y
ωn. Realizamos una aproximaión por bandas:

• ω ≪ ωn

56 , entones
H(jω) ≈ −7

2
.
ωn

(

−ωn

56

)

ω2
n

=
7

112
⇒







|H(jω)| ≈ 20 log( 7
112 ) db

arg H(jω) ≈ 0o (±2kπ)5



Sistemas Lineales 1 Julio, 2013
• ωn

56 ≪ ω ≪ ωn, entones
H(jω) ≈ −7

2
.
ωn (jω)

(ω2
n)

= − 7jω

2ωn
⇒







|H(jω)| ≈ 20 log( 7
2ωn

) + 20 log(ω) db

arg H(jω) ≈ −90o (±2kπ)

• ω ≫ ωn, entones
H(jω) ≈ −7

2
.
ωn (jω)

(jω)2
= − 7ωn

(2jω)
⇒







|H(jω)| ≈ 20 log(7ωn

2 )− 20 log(ω) db

arg H(jω) ≈ +90o (±2kπ)A partir de este análisis, onstruimos los Diagramas de Bode asintótios. Debemos de-terminar si la variaión de fase de π radianes en la última transiión es on adelanto oatraso de fase. Para ello, alulamos el argumento de H en una freuenia intermedia.Elegimos ω = ωn.
H(jωn) = −7

2
.

ωn

(

jωn − ωn

56

)

(jωn)2 + 2ζωn(jωn) + ω2
n

= −7

2
.

(

j − 1
56

)

2ζj
⇒ arg H(jωn) ≈ ±πde donde vemos que la fase se retrasa π radianes, lo que es onsistente on ζ > 0. Lasiguiente �gura muestra los Diagramas de Bode asintótios y reales de H .
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PSfrag replaements
) H(jω0) = 7∠1o.d) La ganania en ontinua del sistema, orresponde on el valor asintótio en baja freuenia

H(j0) = 7
112 ≈ −24db.e) Si a alguna freuenia de trabajo ω1 el sistema presenta una ganania de 0db, entones se debeumplir que |H(jω1)| = 1. Entones

|H(jω1)|2 =
49

4
.

ω2
n

(

ω2 − ω2

n

562

)

(ω2
n − ω2)2 + 4ζ2ω2

nω
2
= 1 ⇒

49

4
ω2
nω

2 − 49ω4
n

1122
= ω4

n + ω4 − 2ω2
nω

2 + 4ζ2ω2
nω

2 ⇒

ω4 + ω2ω2
n

(

4ζ2 − 2− 49

4

)

+ ω4
n

(

1 +
49

1122

)

= 0Tenemos entones una euaión biuadrada en ω, que se puede ser esrita así, poniendo x =
(ω/ωn)

2:
x2 + x

(

4ζ2 − 2− 49

4

)

+

(

1 +
49

1122

)

= 06



Sistemas Lineales 1 Julio, 2013Nos interesan las raíes positivas. De la observaión del Diagrama de Bode de módulo, vemosque deben haber dos soluiones, una menor a 1 y otra mayor a 1. Las respetivas raíesresultan ser:
x =







13, 9

0, 07
⇒ ω1 =







3, 7ωn

0, 27ωnf) De la ontinuidad del argumento de H y sus valores asintótios de baja y alta freuenia sededue que sí existe. Los álulos anteriores muestran que será una freuenia muy erana a
ωn, la que puede tomarse por una buena aproximaión, dada la separaión entre las freueniasrítias, superior a una déada.g) La freuenia busada aquí es una de las halladas en la parte e), ya que una ganania de 0dbequivale a la igualdad de las amplitudes entre la entrada y la salida. Para la mayor de ellas,el respetivo valor es aproximadamente ϕ = 98,5o = −261,5o.Problema 2a) Utilizando la relaión de transformaión resulta que:

ia(t) = 5A

√

2

3
sen(ωt+ π) (1)

ib(t) = 5A

√

2

3
sen(ωt+ π/3) (2)

ic(t) = 5A

√

2

3
sen(ωt+ 5π/3) (3)Utilizando KCL resulta que:

iL1 = ic − ia (4)
iL2 = ia − ib (5)
iL3 = ib − ic (6)Entones:

iL1(t) = 5A
√
2sen(ωt− π/6) (7)

iL2(t) = 5A
√
2sen(ωt− 5π/6) (8)

iL3(t) = 5A
√
2sen(ωt+ π/2) (9)Las orrientes por las argas sabemos que se obtienen dividiendo las de línea entre √3 y suman-do 30o:

iz1(t) = 5A

√

2

3
sen(ωt) (10)

iz2(t) = 5A

√

2

3
sen(ωt− 2π/3) (11)

iz3(t) = 5A

√

2

3
sen(ωt+ 2π/3) (12)7



Sistemas Lineales 1 Julio, 2013b)Apliando la ley de Ohm se obtienen las tensiones en las argas:
vz1(t) = 5V

√

2

3

10√
3
sen(ωt+ π/3) (13)

vz2(t) = 5V

√

2

3

10√
3
sen(ωt− π/3) (14)

vz3(t) = 5V

√

2

3

10√
3
sen(ωt+ π) (15))La reativa onsumida por todo el iruito es:

Q = 3
1

2
Im(VziIzi∗) = 3

1

2
Im(5V

√

2

3

10√
3
5A

√

2

3
ejπ/3) = 125V AR (16)d)Si ompensaramos en triángulo los ondensadores serían tres vees más hio que los on-densadores en estrella, por lo tanto el truo onsiste en realizar la ompensaión en triángulo peroonetar el valor de los ondensadores en estrella on valor al triple obtenido.Anulando la parte imaginaria de la impedania que quedaría en triángulo obtendríamos que:

C =
L

R2 + (ωL)2
(17)Entones:

C = 477µF (18)Pero al onetarlos en estrella tendrían valor:
C = 1,431mF (19)e) Las orrientes: ia(t), ib(t), ic(t) permaneen inambiadas y por lo tanto también las orrientes

iL1(t), iL2(t), iL3(t). Para hallar las orrientes por las argas R + jωL se puede trabajar on losondensadores en triángulo de valor C/3. Sabemos que al estar en triángulo quedarán en paraleloon las impedanias Z. Además, las orrientes por el paralelo equivalente son iguales a las orrientesde línea divididas entre √3 y agregando un desfasaje de 30o. Para hallar la orriente por las argaspodemos plantear el divisor de orriente obteniendo que:
izi =

1

1 + (jωC/3)Z
iLi (20)Luego sólo resta pasar al tiempo.
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