
Sistemas Lineales 1 Julio, 2012Sistemas Lineales 1Examen de julio de 2012Se reuerda que para aprobar esta parte de la prueba es neesario tener al menos unejeriio ompleto. Se sugiere justi�ar o expliar ada uno de los pasos realizados. Si utilizaalgún resultado o propiedad, enúnielo orretamente. Realie problemas distintos en hojasseparadas.Problema 1a. En el iruito de la �gura 1 alular la transferenia H(j!) = Vo(j!)
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Figura 1: Ciruito del Problema 1b. Sabiendo que n = 1000 y que 1
LC

=
!2

0

1000 , mostrar que existe R tal que:
H(j!) = 1000

(j!)
2
+ 0,11!0j! + !2

0

(j!)2 + 110!0j! + 1000!2
0Determinar R sólo en funión de L y !0De aquí en más valen las ondiiones de esta parte.. i) Realizar los diagramas asintótios de Bode de H(j!).ii) Bosquejar los diagramas reales.Explique la onstruión de los diagramasd. Determine las freuenias angulares ! para las uales se umple que si la entrada es:

vi(t) = cos (!t)la salida en régimen es:
vo(t) = A sin (!t)on A ∈ ℝ, exprese dihas freuenias sólo en términos de !0 y también alule los respetivosvalores de ASi realiza aproximaiones, justifíquelas
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Sistemas Lineales 1 Julio, 2012Problema 2
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Figura 2: Esquema de la planta del Ejeriio 2.El ingeniero de una planta destinada a la produión de aeite se enuentra on que su insta-laión, que puede modelarse on el esquema de la �gura 2, no es equilibrada. Se rumorea que laempresa de distribuión de energía elétria penalizará en la fatura de pago, si el fator de poteniade la arga es menor a 0.92a.Como primera aproximaión al problema, el ingeniero deide (por inspeión de las argas) de-spreiar el ondensador C, on lo ual el sistema de argas queda equilibrado.Datos del problema:
! = 100�rad/s, L = 500�Hy, C = 50 nF , R = 50Ω, n = n2

n1

= 1√
3
.

v1(t) = 400V cos(!t), v2(t) = 400V cos(!t+ 120o) v3(t) = 400V cos(!t+ 240o). a) En las ondiiones de la primera aproximaión alule:i) Los voltajes en bornes de las argas: vz1(t), vz2(t) y vz3(t).ii) Las orrientes por las argas iz1(t), iz2(t) y iz3(t).iii) Halle la potenia ativa y reativa total onsumida por el sistema de argas.iv) Halle el fator de potenia de las argas.b) Según la primera aproximaión realizada por el ingeniero: ¾la planta será penalizada?Ahora el ingeniero deide realizar un álulo exato, para determinar uán buena fue su aprox-imaión. Para eso se pide, onsiderando las argas no equilibradas (sin despreiar C), alular:i) Los voltajes en bornes de las argas: v,z1(t), v,z2(t) y v,z3(t).ii) Las orrientes por las argas i,z1(t), i,z2(t) y i,z3(t).iii) Halle la potenia ativa y reativa total onsumida por el sistema de argas.iv) Halle el fator de potenia de las argas.) Según el álulo real heho en la parte b). ¾la planta será penalizada?d) ¾Considera que fue buena la aproximaión realzada por el ingeniero? ¾Por qué? ¾En qué reeque se basó el ingeniero para realizar su primera aproximaión? Justi�que.aSi PT y QT denotan las potenias ativa y reativas totales onsumidas por una arga no equilibrada, el fatorde potenia se de�ne omo
F.P. =

PT
√

P 2

T
+Q2

T2



Sistemas Lineales 1 Julio, 2012Sistemas Lineales 1Examen de julio de 2012Se reuerda que para aprobar la prueba es neesario tener al menos dos preguntas ompletas.Se deberá justi�ar o expliar ada uno de los pasos realizados. Asimismo se pide justi�ardebidamente las a�rmaiones realizadas. Si utiliza algún resultado o propiedad, enúnielo or-retamente. Si tiene dudas respeto a si debe probar o no determinado resultado o propiedadque utiliza, onsulte al doente. Fuera de este tipo de onsultas, sólo se responderán dudassobre la letra.Pregunta 1Considerando el diente de sierra de valor medio nulo y pendiente unitaria, alular la suma dela siguiente serie:
+∞
∑

n=1

1

n2Pregunta 2a. Demostrar la regla de derivaión del produto �.T , siendo � una funión in�nitamente difer-eniable y T una distribuión ualquiera.b. Apliando lo anterior, mostrar que (Y (t). cos(t))
′
= �(t)− Y (t). sin(t).Pregunta 3En régimen sinusoidal, una fuente de amplitud E alimenta una impedania ZL a través de unaimpedania de salida ZS , omo se muestra en el iruito de la �gura 3. Hallar la ZL = RL + jXLque debe oloarse de manera tal que la potenia disipada en ZL sea la máxima posible.PSfrag replaements

E +
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ZLFigura 3: Fuente real alimentando una arga ZL.
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Sistemas Lineales 1 Julio, 2012Pregunta 4
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ω (rad/s)Figura 4: Diagramas de Bode de la transferenia en régimen de sistema.La �gura 4 muestra los Diagramas de Bode reales de la transferenia en régimen sinusoidal deun sistema lineal. Indiar uál o uáles de las siguientes transferenias se orresponde on estosDiagramas de Bode.a.
H1(j!) =

−j!.
[

(j!)2 + (j!) + 1
]

[(j!)2 + 10(j!) + 100] . [(j!)2 + 103(j!) + 106]b.
H2(j!) =

j!.
[

(j!)2 − (j!) + 1
]

[(j!)2 + 10(j!) + 100] . [(j!)2 − 103(j!) + 106].
H3(j!) =

(j!)2 + (j!) + 1

[(j!)2 + 10(j!) + 100] . [(j!)2 + 103(j!) + 106]d.
H4(j!) =

j!.
[

(j!)2 + (j!) + 1
]

[(j!)2 + 10(j!) + 100] . [(j!)2 − 103(j!)− 106]e.
H5(j!) =

j!.
[

−(j!)2 + (j!) + 1
]

[(j!)2 + 10(j!) + 100] . [(j!)2 − 103(j!) + 106]f.
H6(j!) =

j!.
[

(j!)2 + (j!) + 1
]

[(j!)2 + 10(j!) + 100] . [(j!)2 + 103(j!) + 106]g.
H7(j!) =

j!.(j! + 0,1).
[

(j!)2 − (j!) + 1
]

[(j!)2 + 10(j!) + 100] . [(j!)2 − 103(j!) + 106]
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Sistemas Lineales 1 Julio, 2012SoluiónProblema 1a. Igualando la orriente por L on la orriente por R, ambas iguales a I2 obtenemos:
I2 =

Vi − Vo

Lj!
=

Vo − V2

R
⇒ V2 = Vo

R+ Lj!

Lj!
− Vi

R

Lj!
(1)La orriente por el primario es:

I1 = (Vi − V1)Cj! (2)Usando estas euaiones y las del transformador ideal tenemos:
I1 = −nI2 ⇒ (Vi − V1)Cj! = n

V2 − Vo

R
(3)

nV1 = V2 ⇒ (Vi −
V2

n
)Cj! = n

V2 − Vo

R
(4)

⇒ nVi +
n2Vo

RCj!
= V2

RCj! + n2

RCj!
(5)Sustituyendo V2 por la expresión obtenida en 1 y operando:

Vi

(

n+
RCj! + n2

LC(j!)2

)

= Vo

(

(Lj! +R)
(

RCj! + n2
)

RLC(j!)2
− n2

RCj!

) (6)Finalmente:
H(j!) = n

(j!)2 + R
nL

j! + n
LC

(j!)2 + R
L
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Figura 5: iruito del Ejeriio 1b. Sustituyendo los valores de n y 1
LC

tenemos:
H(j!) = 1000

(j!)
2
+ R

1000L!0j! + !2
0

(j!)
2
+ R

L
!0j! + 1000!2

0Se tiene que umplir R
L
= 110!0 es deir: R = 110!0L. i) H tiene dos raíes omplejas onjugadas de módulo !0 en el numerador, on oe�ientede amortiguamiento sensiblemente hio � = 0,055.En el denominador las raíes son reales y valen −10!0 y −100!05



Sistemas Lineales 1 Julio, 2012
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Figura 6: Diagramas de Bodeii) Cómo � es muy hio el ambio en la fase es muy empinado en !0 y el módulo tiene unpio bastante pronuniado: H(j!0) ≃ 0,11, o sea ∣H(j!0)∣db ≃ −20db, en los otros dospolos la distania entre el asintótio y el real es de 3dbd. La salida debe estar desfasada± pi
2 respeto a la entrada. Observar que A puede tener ualquiersigno. En el diagrama de Bode vemos que eso ourre para ! = !0 y para otra freuenia queestá entre 10!0 y 100!0, de heho se puede deir que está en la media geométria entre 10!0y 100!0. Por la separaión de las raíes (una déada) podemos asumir que las dos raíes másgrandes no afetan el omportamiento era de !0 y que la raíz hia no afeta en el rangoentre las dos mayores.En resumen las freuenias serían !1 = !0 y !2 = 10

√
10!0.Veri�amos los resultados evaluando H :

H(j!0) ≃ 0,012 + 0,11j ≃ 0,11∠
�

2
− 0,035�Es deir que !0 es una buena aproximaión, el valor de A está dado por el módulo de H , osea A = 0,11

H(j10
√
10!0) ≃ 1 + 287j ≃ 0,11∠

�

2
− 0,0011�En este aso la aproximaión es aún mejor A = 287.

6



Sistemas Lineales 1 Julio, 2012Problema 2a)i) Trabajamos en valores de pio:
VZ1 = V1−V2

n
= 400V < −30o

VZ2 = V2−V3

n
= 400V < 90o

VZ3 = V3−V1

n
= 400V < −150oPor lo tanto, las expresiones temporales de las tensiones en bornes de la arga quedan omosiguen:

vZ1(t) = 400V cos(!t− 30o)
vZ2(t) = 400V cos(!t+ 90o)
vZ3(t) = 400V cos(!t− 150o)ii) Mediante apliaión direta de la ley de Ohm:
IZ1 =

V1−V2

n

R+j!L
= 8A < −30,18o

IZ2 =
V1−V2

n

R+j!L
= 8A < 90,18o

IZ3 =
V1−V2

n

R+j!L
= 8A < −150, 18oPor lo tanto, las expresiones temporales de las orrientes por las argas quedan así:

iZ1(t) = 8Acos(!t− 30,18o)
iZ2(t) = 8Acos(!t+ 89,82o)
iZ3(t) = 8Acos(!t− 150,18o)iii) Calulamos la potenia aparente que onsume el sistema de argas:

STOTAL = 3S1 = 3 1
2VZ1I

∗
Z1 = 4800V.A < 0,18o = (4800 + j15)V.APor lo tanto, la potenia ativa y reativa total onsumidas valen:

P = 4,8kW,Q = 15VAriV) El F.P de las argas queda omo sigue:
F.P =

P
√

P 2 +Q2
= 0,999995b) Según la primera aproximaiónr realizada por el ingeniero la planta no será penalizada puesel F.P es mayor a 0.92.i) Notemos que al inorporar el ondensador C en nuestro análisis, lo únio que ambiará serála orriente por la rama que ontiene a diho ondensador. Por lo tanto, las tensiones en bornes dela argas son las mismas que las ya aluladas antes.ii) Por lo ya diho, sólo debemos alular la orriente por la rama del ondensador y sumarla ala orriente alulada anteriormente. Entones alulemos diha orriente:7



Sistemas Lineales 1 Julio, 2012
IC = VCj!C = 6,28mA < 60oPor lo tanto:

I ,1 = 6,28mA < 60o + 8A < −30,18o = 8A < −30,135oEntones:
i,Z1(t) = 8Acos(!t− 30,135o)iii)

S1 = VZ1I
∗
Z1 = 1

2 (400V < −30)(8A < 30,135) = (1600 + j3,77)V.A
S2 = 2VZ2I

∗
Z2 = (3200 + j10)V.APor lo tanto, la potenia ativa y reativa total onsumidas valen:

P = 4800W,Q = 13,77V ArObservaión Notemos que la potenia ativa permanee inambiada al onsiderar el onden-sador. Esto es razonable dado que es sabido que el ondensador no onsume potenia ativa.iV) El F.P de las argas queda omo sigue:
F.P =

P
√

P 2 +Q2
= 0,999995) Según el álulo real realizado por el ingeniero la planta no será penalizada pues el F.P esmayor a 0.92.d) La aproximaión realizada por el ingeniero es muy buena, dado por ambos aminos se llegaa la misma onlusión. De heho, el error relativo en el onsumo de reativa:

e(%) = QAPROX−QREAL

QREAL
100 = 8,93%es menor al 10%.Para realizar diha aproximaión, el ingeniero habrá notado que la impedania asoiada al on-densador es muho más grande (en módulo) a la impedeania asoiada a la serie de R y L. Esto esasí pues:

ZC = 1
j!C

= 63661,977Ω < −90o
ZRL = R+ j!L = 50Ω < 0,18ode donde resulta evidente lo ya diho.
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