
Sistemas Lineales 1 Julio, 2010Sistemas Lineales 1Examen Julio de 2010Se reuerda que para aprobar esta parte de la prueba es neesario tener al menos unejeriio ompleto. Se sugiere justi�ar o expliar ada uno de los pasos realizados.Si utiliza algún resultado o propiedad, enúnielo orretamente. Realie problemasdistintos en hojas separadas.Problema 1Se onsidera el iuito de la �gura 1, que alimenta un ampli�ador y un parlante. Paramodelar al onjunto ampli�ador-parlante, se realiza un ensayo y se obtiene la respuesta enfreuenia mostrada en la �gura 2 para Zp(j!) =
Vp(j!)

I(j!)
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Figura 1: Ciruito del Problema 1
10

−1
10

0
10

1
10

2
−50

−40

−30

−20

−10

0

|Z
p/R

0| (
db

)

10
−1

10
0

10
1

10
2

−100

−80

−60

−40

−20

0

fa
se

 (
°)

frecuencia (rad/s)Figura 2: Diagramas de Bode relevados en el ensayo. Las absisas están normalizadas a algunafreuenia que no se onoe. 1



Sistemas Lineales 1 Julio, 2010(a) ¾Teniendo en uenta la respuesta obtenida, uál de los siguientes esquemas le paree unmodelo razonable para el parlante?PSfrag replaements
L0C(a) modelo 1

PSfrag replaements R0

C(b) modelo 2
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(e) modelo 5Figura 3: Posibles modelos del ampli�ador-parlante.DE AHORA EN ADELANTE, SE UTILIZARÁ PARA EL PARLANTE ELMODELO SELECCIONADO EN LA PARTE (a).(b) Calular la funión de transferenia en régimen H(j!) =
Vp(j!)

Vi(j!)
.() Suponiendo que todas las resistenias son iguales y de valorR, y R

L
= 1

RC
, demostrar que,de�niendo onvenientemente una pulsaión !0, la funión de transferenia en régimendel iruito se puede esribir omo:

H(j!) =
1

2
× !2

0

(j!)2 + 2!0(j!) + !2

0(d) Realizar los diagramas de Bode asintótios y bosqueje el diagrama real de módulo.Justi�que las distintas aproximaiones que haga.(e) i) Calular la ganania del iruito a las freuenias !0

10
, !0 y 10!0ii) Calular la distania entre el Bode real y el asintótio para las freuenias antesmenionadas.iii) ¾Existe alguna freuenia para la ual la Vp y Vi se enuentren en ontra fase?[Justi�que℄iv) ¾Existe alguna freuenia para la ual la Vp y Vi se enuentren en uadratura?[Justi�que℄(f) ¾Utilizaría este iruito para reproduir sonidos de baja, media o alta freuenia? [Expliquelaramente su respuesta℄
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Sistemas Lineales 1 Julio, 2010Problema 2
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Figura 4: Esquema de onexión del problema 2El esquema de la �gura 4 representa una arga trifásia onetada a un sistema de fuentessin neutro. De los instrumentos de medida se obtienen los siguientes valores:
U1 = U2 = 220V I1 = I2 = 5A W1 = 550W,W2 = 1100WLas medidas de orriente y voltaje son módulos en valores e�aes; se sabe que en ambasmedidas las orrientes están retrasadas 0 o más grados referidas a sus respetivos voltajes.(a) Calular las potenias ativa, reativa y aparente totales onsumidas al sistema defuentes.(b) i) Sabiendo que U2 está �/3 radianes adelantado respeto a U1, haer un diagramafasorial que involure a los fasores U1, U2 y los voltajes de línea.ii) Sabiendo además que la arga es balaneada (arga de todas las fases iguales),hallar un sistema de argas en triángulo equivalente al sistema del problema.iii) Esribir diha arga omo el paralelo de una arga puramente imaginaria y otrapuramente real.LAS HIPÓTESIS DE ESTA PARTE SE MANTIENEN DURANTE EL RESTO DEL PROB-LEMA() En las ondiiones de la parte anterior alular la expresión temporal de las orrientespor las argas, tomando U1 on fase 0.(d) Compensar el fator de potenia, indiando qué omponentes oloaría y ómo los one-taría para que su magnitud sea lo más hia posible.(e) Realizar un diagrama fasorial vinulando U1, I1, la orriente por la arga Z1 entre laslíneas 1 y 3 y el(los) voltaje(s) y la(s) orriente(s) por el(los) elemento(s) de ompen-saión onetado(s) a la línea 1.(f) Hallar un equivalente en estrella de todo el sistema de argas inluyendo los elementosde ompensaión. 3



Sistemas Lineales 1 Julio, 2010Sistemas Lineales 1Examen Diiembre del 2009Se reuerda que para aprobar la prueba es neesario tener al menos dos preguntasompletas. Se deberá justi�ar o expliar ada uno de los pasos realizados. Asimismose pide justi�ar debidamente las a�rmaiones realizadas. Si utiliza algún resultadoo propiedad, enúnielo orretamente. Si tiene dudas respeto a si debe probar o nodeterminado resultado o propiedad que utiliza, onsulte al doente. Fuera de este tipode onsultas, sólo se responderán dudas sobre la letra.Pregunta 1Se tiene una onda periódia g(t) de periodo T0, valor medio nulo y oe�ientes de Fourier
⎧

⎨

⎩

cn(g) = 0 si n es par

cn(g) proporcional a 1

n2 si n es imparDiha señal se inyeta en un sistema lineal de transferenia en régimen H(j!), que tieneun omportamiento de tipo pasabajos de segundo orden, on freuenia de orte !C = 4�
T0

.Gra�ar de manera aproximada la salida en régimen, justi�ando laramente las aprox-imaiones realizadas.Pregunta 2Se onsidera una omponente elétria funionando en régimen sinusoidal, on tensión enbornes v(t) = AV . cos(!0t) y orriente i(t) = AI . cos(!0t + Φ). A partir de la de�niión depotenia ativa de la omponente:
P =

1

T

∫ T

0

v(t).i(t)dtdemostrar la fórmula de álulo P = re(V Ī), siendo V e I los fasores (en valores e�aes)asoiados respetivamente a la tensión v(t) y la orriente i(t).
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Sistemas Lineales 1 Julio, 2010Pregunta 3(a) A partir de la de�niión de produto onvoluión, probar que T (t) ∗ �(t− a) = T (t− a),para toda T ∈ D′ y a ∈ ℛ.(b) A partir de la de�niión de produto onvoluión, probar que T (t) ∗ �′(t) = T ′(t), paratoda T ∈ D′.() Sean T ∈ D′ y a ∈ ℛ. Hallar la distribuión T (t) ∗ �′(t− a).Pregunta 4Se die que una funión x : ℛ → C es de energía �nita si es uadrátio integrable.(a) De�nir la Transformada de Fourier de una funión.(b) Enuniar la Identidad de Parseval para funiones de energía �nita.() ¾Cuál es la relaión exata entre la energía de una señal x(t) de banda aotada W y lade la señal m(t) = x(t). cos(2�fCt), on fC ≫ W ? Justi�ar laramente la respuesta. Noes neesario demostrar las propiedades o resultados que utiliza, pero sí es impresindibleenuniarlos laramente.
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Sistemas Lineales 1 Julio, 2010SoluiónProblema 1(a) El modelo que se utilizará para el sistema ampli�ador-parlante, será el modelo 4. Si ob-servamos la relaión tensión-orriente para diho modelo, que orresponde a la impedan-ia equivalente, tenemos:
Zp(j!) =

Vp

I
=

R0

j!R0C + 1
(1)La relaión mostrada en (1) onuerda on los diagramas de Bode obtenidos del en-sayo. El resto de los asos tienen diagramas de Bode de módulo que no orresponden(verifíquelo!!!)(b) En primer lugar, alulamos Zp y Zv2 que se indian en la �gura.

C
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ZpZv2

Zp =
R0

j!CR0 + 1

Zv2 =
R1R2(j!CR0 + 1) +R1R0

R0 + (R1 +R2)(j!CR0 + 1)Luego, reonoiendo divisores de tensión, tenemos:
Vp = Va

Zp

Zp +R2

Va = Vi

Zv2
Zv2 + j!L

⇒ Vp

Vi

= H(j!) =
Zp

Zp +R2

Zv2
Zv2 + j!L

H(j!) =
R0R1R2

(R1 +R2)R0R2LC(j!2) + [R0R1R
2

2
C + (R0R2 +R1R2 +R2

2
)L](j!) +R0R1R2 +R1R

2

2() Considerando R0 = R1 = R2 y evaluando la transferenia obtenida en la parte anterior,obtenemos:
H(j!) =

R

R(1 + j!CR + 1)

(2 + j!CR)R

j!L(2j!CR+ 3) +R(j!CR+ 2)
(2)

⇒ H(j!) =
1

2(j!)2LC + (j!)
[

3L
R
+ CR

]

+ 2
(3)Finalmente si de�nimos !2

0
=

1

LC
y por lo tanto R

L
= 1

RC
= !0, sustituyendo en (3)obtenemos:

H(j!) =
1

2
× !2

0

(j!)2 + 2!0(j!) + !2
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Sistemas Lineales 1 Julio, 2010(d) Realizamos los diagramas de Bode asintótios para la transferenia en régimen aluladaen la parte anterior. Para ello identi�amos las freuenias rítias (!0 en este aso).Para ! ≪ !0,
H(j!) ≈ 1

2
⇒

{

∣H(j!)∣dB ≈ −20 log (2) dB

Arg(H(j!)) ≈ 0Para !0 ≪ !,
H(j!) ≈ 1

2

!2

0

(j!)2
⇒

{

∣H(j!)∣dB ≈ −20 log (2)− 40 log(!) dB

Arg(H(j!)) ≈ � o − �Evaluando la transferenia en !0, sabemos ual es el argumento:
H(j!0) ≈

1

2

!2

0

2j!2

0

⇒ el argumento es − �
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Frequency  (rad/sec)Figura 5: Diagrama de Bode(e) i) Calulamos la ganania para las freuenia pedidas:para ! = !0

10
,

20 log (∣H(j!)∣) = −6,1 dBpara ! = !0,
20 log (∣H(j!)∣) = −12,04 dBpara ! = 10!0,
20 log (∣H(j!)∣) = −46,1 dBii) La distania entre el Bode real y el asintótio para las freuenias estudiadas vale:para ! = !0

10
,

dist(!0/10) = −6,1 dB − (−6dB) = −0,1 dBpara ! = !0,
dist(!0) = −12,04 dB − (−6dB) = −6,04 dB7



Sistemas Lineales 1 Julio, 2010para ! = 10!0,
dist(10!0) = −46,1 dB − (−46dB) = −0,1 dBiii) Para que la salida esté en ontrafase, el sistema debe aportar un desfasaje de

±�. Si observamos los diagramas de Bode asintótios, podemos a�rmar que NOexiste freuenia para la ual la entrada y la salida estén en ontra fase. Si bienpara freuenias altas el desfasaje tiende a −�, nuna se alanza este valor. Puedea�rmarse que para altas freuenias, la salida estará prátiamente en ontrafaseon la entrada.iv) Razonando igual que antes, busamos una freuenia a la ual el sistema aporte
±�

2
. Existe (al menos una) freuenia para la ual la entrada y la salida están enuadratura. Esto se puede ver observando el diagrama de Bode. Además, podemosdemostrar lo anterior, teniendo en uenta que para bajas freuenias el desfasajetiende a ero, para altas freuenias tiende a −� y además es una funión ontinua,por lo tanto, ∃ !c tal que arg(H(j!c)) = −�/2 (ver teorema del valor intermedio).(Si en el proeso de onstruión del diagrama de Bode de fase se evaluó la trans-ferenia en !0, ya se observa una freuenia soluión de esta parte).(f) Este iruito es útil para reproduir sonidos de baja freuenia (en partiular freueniasmenores que !0), ya que en esa banda presenta una respuesta plana y no introduedistorsión de amplitud, que es la relevante en lo que a audio re�ere.Problema 2(a) Como la arga no tiene neutro podemos utilizar el teorema de Blondell, por lo ual la po-tenia total onsumida por el sistema de argas es la suma de W1 y W2 Ptot = 1650W .El teorema de Blondell también vale para las potenias reativa y aparente, primerohallamos la potenia reativa medida por unos hipotétios medidores de potenia aparentey reativa ubiados en las mismas posiiones que W1 y W2. ∣S1,2∣ = ∣U1,2∣ ∗ ∣I1,2∣ =

1100V AComo se dedue del triángulo de potenias (Q1, W1, S1)
Q1 =

√

∣S1∣2 −W 2

1
= 952,6 V AR, Q2 =

√

∣S2∣2 −W 2

2
= 0 V AR,

⇒ Qtot = 952,6 V A

Stot = 1650 + j952,6 V A = 1905 V A∠30o(b) i) Para haer el diagrama fasorial relaionamos los voltajes de línea on U1 y U2

U12 = U1 − U2 (4)
U23 = U2 (5)
U31 = −U1 (6)Esto nos da el diagrama de la �gura 6. Del diagrama fasorial se puede deduir queel sistema de fuentes es perfeto.ii) Al ser el sistema perfeto y balaneado, ada impedania onsume un terio de lapotenia aparente total:

Stot = 3
∣U ∣2
Z

⇒ Z = 3
∣U ∣2
Stot

= (66 + 38, 11j)Ω = 76,21∠30oΩ8



Sistemas Lineales 1 Julio, 2010
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Figura 6: Diagrama fasorial de las fuentesiii) La arga real onsume toda la potenia ativa mientras la imaginara toda la rea-tiva:
Ptot = 3

∣U ∣2
R

⇒ R = 3
∣U ∣2
Ptot

= 88Ω

Qtot = 3
∣U ∣2
X

⇒ X = 3
∣U ∣2
Qtot

= 152, 4Ω() La orriente por la arga entre las líneas 1 y 3 es I31 = −U1/Z = 2,887A∠150o, la ex-presión temporal es por lo tanto
i31(t) = 2,887×

√
2A cos

(

100�t+
5�

6

)

= 4,083A cos

(

100�t+
5�

6

)Nota: en la letra se omitió el valor de la freuenia, pero en el examen se alaró queera 50HzPara las otras orrientes hay que sumarles 2�

3
y 4�

3
al desfasaje.9



Sistemas Lineales 1 Julio, 2010(d) Como las argas son indutivas la ompensaión tiene que ser on apaitores.
QC = C!∣VC∣2 o sea que para generar la misma reativa on ondensadores máshios el voltaje en bornes tiene que ser mayor, esto suede si los ondensadores estánen triángulo.
QtotC = −Qtot = −3C!∣Ui∣2

⇒ C = Qtot

3!∣Ui∣2
= 20,88�F(e) La orriente por la arga Z1 está retrasada 30o (el argumento de Z ) respeto a U31.Los voltajes en los elementos de ompensaión onetados a la línea 1 son U12 y U31dado que los elementos de ompensaión están onetados en triángulo.Las orrientes por los ondensadores son perpendiulares a sus voltajes y son talesque sumadas a las orrientes por las impedanias quedan olineales on los voltajes delínea.La orriente I1 la podemos determinar de los instrumentos onetados a la línea 1,omo el módulo es dato alulamos el argumento.

arg(I1) = − arg(S1) = − cos−1

(

W1

∣S1∣

)

= − cos−1

(

W1

∣U1I1∣

)

= − cos−1(0,5) = −60o
I1 está retrasada 60o respeto a U1 por lo que queda olineal on U12Esto da por resultado el diagrama de la �gura 7
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Figura 7: Diagrama fasorial(f) El equivalente en estrella está onformado por resistenias de valor
R/3 = 29,33Ω ya que el ondensador en paralelo on la bobina tendrán impedaniain�nita (se aluló el ondensador para que toda la orriente vaya por la resistenia).10


