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Sistemas Lineales 1
Examen de febrero de 2016

Se recuerda que para aprobar esta parte de la prueba es necesario tener al menos un ejercicio completo. Se
sugiere justificar o explicar cada uno de los pasos realizados. Si utiliza algin resultado o propiedad, eniincielo
correctamente. Realice problemas distintos en hojas separadas.

Problema 1

Se tienen tres fuentes sinusoidales de tension, de la misma frecuencia angular w, cuyas expresiones
temporales son

vi(t) = V2Vcos (wt) . wva(t) = V2V cos (wt + 2;) . vi(t) = V2V cos <wt - 2;)

Se tiene también tres cargas idénticas inductivas, de impedancia Z a la frecuencia de trabajo. Tanto
las fuentes como las cargas pueden conectarse en tridngulo o en estrella, dando lugar a los siguientes
cuatro circuitos:
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(a) Sidenotamos por P la potencia activa consumida por la carga trifasica en el circuito I, hallar
Py en funcion del fasor Vi y la impedancia Z.

(b) Expresar las potencias activas consumidas por la carga trifasica en los circuitos I1, 11Ty IV,
expresandolas en funcién de Py.

(¢) Indicar qué configuracion entrega la méxima potencia a la carga trifasica y cudl entrega la
minima potencia.

(d) Calcular los médulos de los fasores de las corrrientes por la linea 1 en los cuatro circuitos y
expresarlas todas en funcion de |I,|. Indicar en qué circuito se tiene la menor corriente de
linea.

(e) Se decide compensar la potencia reactiva colocando un tridngulo de condensadores idénticos,
en paralelo con la carga. Indicar en qué circuito el valor del condensador a utilizar seria
minimo.
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Problema 2
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En el circuito de la figura, se cumple% =wo >0, % =2wy , o=
(a) i) Hallar la ecuacion diferencial que vincula la entrada v;(¢) con la salida v, (t).

ii) Hallar la solucién elemental del operador diferencial, verificando que es

4 1 V3
h(t) = Y (t)—=wp.e”2*°". sin | ——wot
(1) = V() o ( i )
por lo que el sistema puede ser modelado de la forma v,(t) = h(t) * v;(t).

iii) Mostrar, calculando, que la Transformada de Fourier de h(t), evaluada en la frecuencia
de trabajo, coincide con la transferencia del circuito en régimen sinusoidal.

(b) Hallar los Diagramas de Bode asintéticos del sistema en régimen sinusoidal. Explique clara-
mente su deduccién y construccion.

(¢) A partir del anélisis de los Diagramas de Bode, y justificando,

i) indicar si existe una banda de frecuencias en la cual el sistema no distorsiona en amplitud;

ii) indicar si existe una banda de frecuencias en la cual el sistema no distorsiona en fase.
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Sistemas Lineales 1
Examen de febrero de 2016

Se recuerda que para aprobar la prueba es necesario tener al menos dos preguntas comple-
tas. Se debera justificar o explicar cada uno de los pasos realizados. Asimismo se pide justificar
debidamente las afirmaciones realizadas. Si utiliza algiin resultado o propiedad, eniincielo co-
rrectamente. Si tiene dudas respecto a si debe probar o no determinado resultado o propiedad
que utiliza, consulte al docente. Fuera de este tipo de consultas, sélo se responderan dudas
sobre la letra.

Pregunta 1

Mostrar las siguientes propiedades para distribuciones de D’ :
(a) T(t)xo(t) =T(t)
(b) T(t)*0'(t) = T'(t)
(¢) T(t)xda(t) =T(t - a)

Pregunta 2

AUNVEO S ONEN — AONNENRCO NN
L fo

cos(27 fot) cos(27 fot)

Se considera una senal e(t), de banda acotada W, con 2W < fy. Se inyecta en el sistema de
la figura, que consiste en la cascada de un multiplicador, un filtro pasabajos ideal de frecuencia de
corte fy y un multiplicador.

Hallar la relacién exacta entre las energias de las sefiales e(t) y ra(t).

(Enunciar claramente las definiciones y propiedades que usa.)
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Pregunta 3

(a) Para un sistema lineal funcionando en régimen sinusoidal, definir los conceptos de potencia
aparente, potencia activa y potencia reactiva.

v(t) R g. C

(b) Se considera el circuito de la figura, funcionando en régimen sinusoidal.

i) Mostrar que se cumple el balance de potencias, para cada tipo de potencia.

ii) Para Ry L fijos, hallar el valor de C' que maximiza la potencia activa entregada por la
fuente, y calcular dicha potencia maxima.

Pregunta 4

A d(t)

El diente de sierra de la figura, de valor medio nulo, se inyecta en un sistema lineal que es un
filtro pasabajos ideal, cuya frecuencia de corte coincide con la del cuarto armonico del diente de
sierra. Hallar la potencia media de la respuesta en régimen del sistema.
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Solucién

Problema 1

(a) Consideremos el circuito I. Trabajamos siempre con valores eficaces. Como la carga es
equilibrada y esté en estrella, podemos usar el equivalente monofasico. La potencia total consumida
por la carga trifasica es

_ ) — Vz\) _ o (1 Vzl? Vi ?
Pr=3re(V.Iz) =3re (VZ<Z>> = 3|Vz|*re <Z> 3 VE re(Z) =3 |Z|2 re(Z)

ya que [Vz| = [Vi| =V

(b) En el circuito I1, si transfiguramos la carga de tridngulo a estrella, obtenemos un circuito
analogo al I, pero con una carga Z' = Z/3. La potencia vale entonces

T N | 1 I S A W 1 (1 _
P = 3\Z’|2 e(Z") = 3’%|2re 3 —9‘Z|2re(Z)—3P[

En el circuito I11, tenemos una situaciéon similar al I, salvo que V; es la tensién compuesta. Por lo
tanto, la tension de fase que ve la carga vale, en modulo,

Vi

|VZ|=%
y entonces
Vi
Vz|? ( 3 ) Vi |? 1
P111—3| |2 e(Z) = 3=—5=re( ):I 1|2re(Z):fP1
2] 2| 2| 3

Finalmente, en el circuito IV, , podemos razonar como en el circuito /I y I1I conjuntamente, u
observar que |V;| es el moédulo de la tension compuesta, que coincide con la de fase y razonar como
en el circuito /. Entonces

Val? JP

Pry =3re(VzIz) =3re (VzIz) = 3|Z|2 re(Z) = Z2

e(Z) = Pr

(c) De los célculos anteriores, surge directamente que el circuito 17 es el que entrega la maxima
potencia activa a la carga trifasica, en tanto el 111 es la configuracién que entrega la minima potecia.

(d) Para calcular la corriente por la linea 1, lo més conveniente es pasar al circuito monofésico
equivalente. Se sugiere dibujarlos para cada caso. Se obtiene
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El circuito II1 es el que tiene la menor corriente por las lineas.

|ILII| =3 73|IL1|

(e) La potencia reactiva que consume la carga trifasica vale
2
V2|

Qz =3im (VzIz) =3 ik

m(Z)

El tridngulo de condensadores, en paralelo con la carga, va a entregar la siguiente potencia reactiva
trifasica

Qc = 3|U*Cw
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siendo w la frecuencia de trabajo, C el valor de los condensadores y |U| el valor eficaz de la tension
compuesta. De la identidad

2
Qz = Qc = 3im (Vzlz) = 3||‘/sz||2 im(Z) = 3|U[*Cw

de donde

_ VzPim(2)

- UPIZPw

Obervemos que el valor de C' estd condicionado por el cociente entre la tensiéon compuesta y la
tensiéon de fase. En el circuito 7,

C

V> 1
Uz 3
por lo que
1im(2)
Cr=-—5——"
173 ZPw
En el circuito 11, se cumple que
Vz|* = |UJ?
por lo que
m(2)
Crr = 55— =3C
T G T
En el circuito 171, igual que en el I,
V> 1
Uz 3
y entonces
1im(2)
Ciir=z-—5—-=C
=3 7w I
Finalmente, en el circtuio IV, al igual que en el I1],
im(2)
Crv = —5—=3C
v 7w T

El menor valor de condensador corresponde entonces a la carga en estrella.

Problema 2

(a)-1) Planteamos las ecuaciones de Kirchoff del circuito, junto con las ecuaciones caracteristicas
de los componentes:

Rin(t) = vo(t) = in(t) = *2
L dug(t)
Zc(t) =C dt
in(t) = in(t) +ic(t) = U‘}g) + Cd”d"it)
v;(t) = LdiCLlit(t) — av,(t) + vo(t) = L% (Uo]g) + Cdv(;t(t)) + (1 — a)vo(t)

De donde

v; = LC,(t) + %i}o(t) + (1 —a)ve(t) = {LC’(S"(IE) + %6’(15) +(1—-«a) 5(1&)} * v, (t)

Para la dltima igualdad hemos usado las propiedades béasicas del producto convolucion. Simplifi-
cando con los datos del problema, obtenemos

L6’(1t) + ;5(15)] * v, (t) = 1 [6” () + wod' (t) + wgd(t)] * vo(t)

1
i = | =58 (¢
v ()+2w0 wg

= 2
2w§
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(a)-ii) Si definimos el operador diferencial de segundo orden

1

D =
2wk

[6" () + wod' (t) + wid(t)]
tenemos que v;(t) = Du,(t) = (DJ) x v,(t), por lo que la distribucion T'(t) = (D§)~! permite
modelar el sistema como

Vo (t) = T(t) % v;(t)
Si quisiéramos hallar T'(t), debemos encontrar la solucién elemental del operador. Sabemos que
dicha soluciéon elemental verifica la identidad
1

DT =0 = — [T"(t) + woT'(t) + w3 T]
2wg

por lo que verificaremos que la h satisface dicha identidad. Calculemos las sucesivas derivadas de h,
observando que h es la distribucién asociada a una funcion seccionalmente derivable, que se anula

en el origen:
4 1
W(t) = Y(t)—w%e*%wﬂt l—2 sin (?wmﬁ) + ? cos (?wmﬁ)]

Observemos que h'(t) presenta un salto en el origen, con h(0) = 2w?. Entonces, al derivar, parece
una d de Dirac:

R (t) = 2w36(t) + Y(t)%w%e_%“’ot l—wzo (—; sin <\g§wot> + g cos (?wmﬁ))

Simplificando

B (t) = 2R5(t) — Y(t)%wge

Entonces

Operando

4 5 1 V3 V3 V3 11 (V3 B
thé(t)—l—Y(t)ﬁwoe 2 [(—2—&-2) cos <2wot> + (—2 —5 +1> sin <2w0t>1 =4(t)

Otra alternativa para verificar es hallar directamente la soluciéon elemental del operador diferencial.
Por un teorema visto en el curso, sabemos que la solucién elemental del operador diferencial lineal D
tiene la forma es una distribucién de la forma Y (¢) f(t), siendo h una funcién continua y derivable,
que satisface la ecuacion diferencial D f = 0, con condiciones iniciales f(0) = 0y f’(0) = 2w3 (pues
el operador no estd normalizado).

(a)-iii) Calculemos la Transformada de Fourier de A(t). Al ser una funcién transformable, podemos
hacerlo como distribucién o como funcién.

+oo . +oo 4 w 3 ]
H(f) = / h(t)e 72 tat = /0 ﬁwoe_Tot sin <\2[w0t> eIty =
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Escribamos todo de forma exponencial, denotando A = —2 (1 4 jv/3). Observemos que
/3 .3
4 wo, | €177 wol _ g=i5 wol 2 wo ; wo ;
h(t) =Y (t)—=wpe™ 2 ¢ : =Y (t)—=wo {6—7(14-1\/5)75 _ 6—7(1—3\/§)t}
) ( )\/§ [ 2j ( )J\/g
2 —
h(t) = =Y (t)—=wo {e)‘t - e’\t}
JV3

Por lo que la TdF vale

tee 9 5 ; tee 9 ; toe 9 -
H(f) _ / |:€)\t . e)\t:| 67327rftdt _ / woe(’\*ﬂ”f)tdt _ / woe(’\fﬂﬂf)tdt
0 0 0

VB i3 i3
__ —%w e(/\—j27rf)t‘+m _ T2 e(X—ﬂwf)t‘“"
JV3(\ = j2rf) o VB(A—j2rf) 0
_ —2wyg (—1)— jQwO Ty o —2wo {—)\ + j2rf —i—_)\ - j27rf} _ —2wo { 2jimg)\)
JV3(A = j2rf) JV3(A = j2rf) V3 L (A =jg2nf) (A —j2rf) V3 LA =jg2nf) (A — j2rf)
_ —4wo im(X) _ —4wo —@wo
IRVE] [(ﬂwf)? — (A A2 f) + |A2} V3| (27f)? = (~wo) (52 f) + 2w
2w

H(f)=— -
V)= G + o) 2n D) + 27
Por otro lado, calculamos la transferencia en régimen sonusoidal. Palnteando la malla exterior,
obtenemos

Vi+aV, = Ljwly, +V,
Planteando el nudo superior:

Vo .
Ip=Igp+1c =—+V,Cjw

R
De donde
T A . _ Ljw el oV . 2 N2
Vi+aV, = Ljw E—FVOC’jw +V,=V, =V, (1—a)+?+LC(jw) =7 [(1 = )R+ Ljw + RLC(jw)?]
De donde
, Vo R 1 1 2w
H(]w) =35 = 0

Vi RLO(jw)+ Ljw+(1—a)R  LC (jw)? + 2= + =2 (jw)? +wo(jw) + w]

que coincide con la transformada de Fourier calculada antes, cambiando w por 27 f.

(b) Para deducir los Diagramas de Bode asint6ticos, usamos las raices del denominador: A\ =
-1+ ]\/g) y A. La aproximacion asintética discute en funcion de |A| = wy = wy,. El factor de
amortiguamiento vale ( = % Re-escribamos la transferencia:

Vs, 1 w2

HU9) = 5 = 5 G + 2w () T 2

WL Wy =
|H(jw)| =~ 20log(1/2)db~ —6db

1w? 1
“n arg(H(jw) =~ 0°
W, KW =
1 w2 |H(jw)| =~ 20log(w?/2) — 40log(w) db
H(jw) =~ 5(;)2 =
J arg(H(jw) =~ +£180°
Para definir bien sentido del cambio de fase en w,,, evaluamos la transferencia en dicha fre-
cuencia: _ .
H( - 11 B 1 N |H(an)| ~ 3 (_Gdb)
Jm) = 5590 T 2

arg(H(jw,) =~ —90°(+270°)

La siguiente figura muestra los Diagramas de Bode obtenidos.
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