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Sistemas Lineales 1
Examen de febrero de 2013

Se recuerda que para aprobar esta parte de la prueba es necesario tener al menos un
ejercicio completo. Se sugiere justificar o explicar cada uno de los pasos realizados. Si utiliza
algian resultado o propiedad, eniincielo correctamente. Realice problemas distintos en hojas
separadas.

Problema 1
R
a) Considere el circuito en régimen sinusoidal de la figura Ljw B B
1. Halle la tension V,(jw) en bornes de la impedancia 1(jw) aR = —gp = 20w
Z(jw) y la corriente Iz(jw) por dicha impedancia.

b) Definiendo convenientemente la tension Vg(jw) y la
impedancia Zg(jw) en funcién de R, L, C, I(jw) y Figura 1: Circuito en régimen sinusoidal.

«a, mostrar que es posible imponer que la tensién en "M
bornes y la corriente por la impedancia Z(jw) en el + Zs(jw)
circuito de la figura 2 coincidan con las calculadas en Vs (jw) = Z(jw)

la parte anterior para el circuito de la figura 1.

Figura 2: Circuito equivalente.

c) Para Z(jw) = R+ Ljw, hallar la transferencia en régimen sinusoidal

Vo(jw)
I(jw)

observando la dimensiones de dicha transferencia.

H(jw) =

d) 1) Mostrar que para

R 14+ a) 5
— = = 100
L~ Y TaLC “0
la transferencia anterior puede escribirse somo
(jw + wo)

H(jw) = A.
(je2) (jw)? + (wo + =pz) (jw) + 100wd

siendo A una constante dimensionada que depende de las componentes del circuito.

11) Hallar « real tal que

wo.(Jw + wo)
"(jw)? + 29wo (jw) + 100w?

H(jw) =K

definiendo convenientemente la constante K.
e) Deducir y bosquejar los Diagramas de Bode asintéticos de H (jw).
f) 1) ;Qué condicién debe cumplir H (jw) para que exista una frecuencia de trabajo a la cual

la respuesta del sistema esté exactamente en fase con la entrada?

11) Hallar, si existe, una frecuencia de trabajo w; a la cual la respuesta del sistema esta
extactamente en fase con la entrada.

11) ;Qué condicion debe cumplir H (jw) para que exista una frecuencia de trabajo a la cual
la respuesta del sistema esté exactamente en cuadratura con la entrada?

1v) Hallar, si existe, una frecuencia de trabajo w; a la cual la respuesta del sistema esta
extactamente en cuadratura con la entrada.
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Problema 2

I) a) En el circuito de la figura 3 hallar la impedancia vista Z., en funciéon de C, L'y R

i1
-------------------- 7’
Is 1 Iy 4 W
: * L - + E ’ 12
5 S |
Vs @ Zeq [_) E C:: IC' R% VRE 'Uc@ [] Z lc
E E e V) s 13 R ZL
N "" R T \

W

Figura 4: Circuito trifasico del problema 2

Figura 3: Circuito del problema 2

b) Conociendo los siguientes datos:

vs(t) = 220V /2 sen (1007t)
R=22Q0 L=120mHy C =12uF

Hallar el fasor Ig de la corriente que entrega la fuente y el fasor I, de la corriente que
circula por la bobina L. Expresar los resultados en valores eficaces.

¢) Realizar un diagrama fasorial donde se representen Vg, Is e I.
d) En el diagrama anterior ubicar el fasor I de la corriente por el condensador y los fasores
Vi v Vi de los voltajes en la bobina y la resistencia respectivamente. Verifique que se
cumplan las relaciones geomeétricas entre los fasores. Justificar
1) a) Calcular las potencias activa y reactiva entregadas por la fuente.

b) Compensar la potencia reactiva entregada por la fuente sin modificar el voltaje que se
entrega a la carga Ze,.

¢) Incluir en el diagrama fasorial la corriente por el elemento de compensacion.

111) En el circuito trifasico de la figura 8 cada impedancia Zj, representa una carga ya compensada
como la de las partes anteriores.

Datos:

r =109
va(t) =220VV/2 cos (1007t)

2
b (t) =220V/2 cos (1007775 - Eﬂ)
4
ve(t) =220V V2 cos (1007rt - ?)

a) Calcular los fasores (en valores eficaces) de las corrientes 44, iy e i. por las cargas Z,.
b) Calcular i1(t), i2(t) e is(¢).

¢) Hallar las expresiones temporales de las corrientes por cada una de las bobinas de las cargas.
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Sistemas Lineales 1
Examen de febrero de 2013

Se recuerda que para aprobar la prueba es necesario tener al menos dos preguntas comple-
tas. Se debera justificar o explicar cada uno de los pasos realizados. Asimismo se pide justificar
debidamente las afirmaciones realizadas. Si utiliza algin resultado o propiedad, eniincielo co-
rrectamente. Si tiene dudas respecto a si debe probar o no determinado resultado o propiedad
que utiliza, consulte al docente. Fuera de este tipo de consultas, sélo se responderan dudas
sobre la letra.

Pregunta 1

(a) Definir la derivada de una distribucion.
(b) A partir de la definicion, calcular la derivada del escalon Y () como distribucion.
(c) Sabiendo que Y (t) + Y (—t) = 1, mostrar que

d
Sy (—t) = -8t
SV (=)= ~a(0)
(d) Sea g una funcién de clase C?, tal que g(0) =0y

g// T w29 =0

con w > 0. Considere la distribucion S(t) = Y (—t)g(—t). Mostrar que existe una constante
real ¢ tal que
S"(t) + w?.S(t) = cd(t)

Pregunta 2
Un sistema lineal presenta la siguiente transferencia en régimen sinusoidal:

(jw)* +w?
(jw)? + wn(jw) + w?

H(jw) =

siendo w, > 0.

(a) Hallar los limites laterales de la funcién arg(H (jw)) en w = w,, observando que aparece una
discontinuidad.

(b) Sea una entrada genérica
v;(t) = A cos(w;t)
Hallar la respectiva respuesta en régimen para los siguientes valores de w;:

Wn,

"W =

s w; = 10w,
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Pregunta 3

Considere el sistema de modulacién de la figura, cuya entrada es la senal w es banda acotada
W. Los filtros pasabajos son ideales, siendo fo > 2W.

0| ws(t)
: —
w(t) wi(t g
cos(4r fot)
A
— 1U4(t)
cos(2m fot) > : >
—'_>
fc

(a) Bosqueje, justificando, los espectros de las sefiales w, wy, wa, w3 y wy.

(b) Si E es la energia de la senal w, hallar las energias de las sefiales w3 y wy.

Pregunta 4

W

+ R
V2.A. cos(wt + 30°) C) I

Figura 5: Circuito de la pregunta .

Se considera el circuito de la figura 5, funcionando en régimen sinusoidal a pulsacién w.

(a) Calcular la potencia reactiva que entrega la fuente, indicando si la carga es capacitiva o
inductiva.

(b) Compensar la potencia reactiva que entrega la fuente, explicando cémo lo hace y calculando
la componente a colocar.

(¢) Una vez compensado el sistema, se duplica la frecuencia de trabajo. Calcular la potencia
reactiva que entrega la fuente en esta nueva situacion.
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Solucién

Problema 1

a) La tension V,(jw) en bornes de la impedancia Z(jw) vale

PN I SRS - . aRZ(jw)
Vo(jw) = I(jw). ok T Cjw+ Z(jw)] = 1(je). [Z(jw)(l + aRCjw) + aR]
. aRI(jw) Z(jw)
Vo(jw) = (1+aRCjw)" | Z(jw) + qrierm .

La corriente por la impedancia Z(jw) vale

Vo(jw) _ aRI(jw)
Z(jw) (14 aRCjw)’

Iz (jw) =

— ] @

(j(}.)) + (14+aRCjw)
b) En el circuito de la figura 2, la tension y corriente en la impedancia Z(jw) valen

Z(jw) 1

Vo’(jw) = Vs(jw).m ) Ilz(]w) = VS(jw).m

por lo que definiendo

, aRI(jw) ) aR

V = - Z = —
sUW) = T arcie) * 25V = T arcie)

se obtienen las expresiones (1) y (2).

Vo (jw)
I(jw) ~

¢) Para Z(jw) = R+ Ljw hallaremos la transferencia H(jw) = De lo anterior, sabemos que

aR(R + Ljw)
(R+ Ljw)(1 + aRCjw) + aR

Vo(jw) = I(jw).

Entonces

aR(R+ Ljw) B aR(R+ Ljw)
R+ Ljw + aR2Cjw + aRLO(jw)2 + aR (1 +a)R+ (L + aR2C)(jw) + aRLC(jw)?

H(jw) =

pgo S b f) 1 Gerd)
- T aR2 14+« - 14+«

aRLC (jw)? + (L:Rfcc) (jw) + (aRL)C C (jw)? + (570 + ) (jw) + (aLC)
Obsérvese que las dimensiones son adecuadas, ya que la transferencia se corresponde con una im-
pedancia.

d)
i) Para & =wg y (izg) = 100w,
1 (1+a) L o 100w2 1 a  al00wo
C  aLC R (1+a) “wo (l+a)  (1+a)
1 L (O+a) 1 1 100wo
oRC ~ R aLC 1+ a) wo (1 +a) (1+a)
Hjw) = 1L U+ 7) _1 (o + £)
ORLO (juw)? + (BREE) (o) + Sapet © (0 + (50 + ) () + 572
. 100« wo (]w + w())
H(jw) = (14 a) (5,2 100 . 2
(jw)? + ((1+a) + 1) wo(jw) + 100w
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ii) Se debe cumplir que

100 100 72 18
1=29 =28 = 100 = 28 4+ 28 = ===
(1+a)+ :>(1+a) = +28a = « 78 =

e) Deducimos los Diagramas de Bode asintoticos de médulo y fase, haciendo un anélisis por bandas
de frecuencia. La transferencia toma la forma
wo (Jw + wo) wo (Jw + wo) 100

H(jw) = K. =K. , K= >0
() (jw)? + 29w (jw) + 100w2 (jw + 4wo) (jw + 25w0) 1+ a)

y las frecuencias criticas wyp, 4w y 10wg. Entonces

wo (wo) K:>{ |H|

_ K 20log(K) — 40 db
(4wo)(25wp) 100 arg(H)

w <K wy= H(jw) ~ K.

Q&

o

. wo (w) Jw |H| =~ 20log(K/100ws) + 20log(w) db
4 H ~K———— =K.
wo Sw L dwo = H(jw) ~ Krmsee s = K 7000, = { arg(H) =~ Z(-3I)
CN wo (jw) K |H| ~ 20log(K/25)db

, wo (jw)  Kuwo { |H| 20 log(Kwp) — 201og(w) db
25w K w = H(jw) =~ K. N B = — = s T
0 Uo) > KmGe) = Jo = L arg(H) ~ -5 (+3)

La figura 6 muestra los Diagramas de Bode reales y asintoticos de H (jw).

Q

f) Sabemos que para una entrada sinusoidal i(t) = I cos(w;t), la respectiva respuesta en régimen es
vo(t) = I|H (jwi)| cos [wit + arg(H (jw;))]

i) Para que exista una frecuencia de trabajo a la cual la respuesta en régimen esté en fase con
la entrada, se debe cumplir que la funcién de transferencia en régimen tome un valor real positi-
v0 0, lo que es lo mismo, el Diagrama de Bode real de fase tiene que pasar por el valor 0 (m6dulo 27).

ii) Observando el Diagrama de Bode asintotico de fase, y considerando la continuidad de la funcién
arg(H (jw)), podemos afirmar que existe una frecuencia de trabajo a la cual la funcion anterior toma
el valor 0. Como las frecuencias criticas no estidn muy separadas entre si -menos de una década-
la aproximacion asintética es muy mala y no permite sacar una conclusién vélida sobre cual sera
esta frecuencia. En la figura 6 se muestra también el Diagrama de Bode real de fase, del cual puede
estimarse la frecuencia buscada.

iii) Para que exista una frecuencia de trabajo a la cual la respuesta en régimen esté en cuadratura
con la entrada, se debe cumplir que la funcién de transferencia en régimen tome uno de los siguientes
valores: £7 (médulo 27).

iv) Nuevamente observando el Diagrama de Bode asintético de fase, y considerando precisamente el
caracter asintdtico del mismo, vemos que no hay ninguna frecuencia de trabajo a la cual la funcién
de transferencia tome un valor con argumento miiltiplo entero de 5. Sin embargo, podemos afirmar
que para bajas y altas frecuencias de trabajo, las respuestas estaran prdcticamente en cuadratura
con la entrada.
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" 20log(K/25) |
r +20db/dec bl
20log(K/100)
3 ~20db/dec
3L
=
e
(%]
o)
m -
| | I | | I
107 10" 10° 10" 10° 10
ww
0
+172 rad
3L
=
Y
2
=
-T2 rad
| | | | L
107 10" 10° 10" 10 10
ww
Figura 6: Diagramas de Bode real y asintotico del Problema 1.
Problema 2

1) a)
1

1
Zeg=r— | (Ljw+R) = ———
Cjw+ Ljo+R

Cjw
Ljw+ R
- LO(jw)? + RCjw + 1
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b) Conociendo los siguientes datos:

vs(t) = 220V V2 sen (1007rt - %)
R=22Q0 L=120mHy C =12uF

Hallar el fasor Ig de la corriente que entrega la fuente y el fasor I de la corriente que
circula por la bobina L. Expresar los resulados en valores eficaces.
Sustituyendo los valores en la férmula 4: Z., = (29,6 + 41,15)Q

Ig = ;—S = (2,54—3,52j) A = 4,34 AL —54° I}, = % = (2,54—4,355)A = 5,04 A4 —60°

¢) Realizar un diagrama fasorial donde se representen Vg, Is e Ir.. En la figura 7 se repre-

sentan los fasores pedidos.

VL,

1)

d)

R
2,54
‘1 A T/S
60°
Ic:
A Is
Ic
Iz,

Figura 7: Diagrama fasorial del ejercicio 2

En el diagrama anterior ubicar el fasor I de la corriente por el condensador y los fasores
Vi y Vg de los voltajes en la bobina y la resistencia respectivamente. Verifique que se
cumplan las relaciones geomeétricas entre los fasores. Justificar

I es la diferencia entre Ig e Iy, es importante notar dos cosas aqui, I debe ser vertical
(L a Vg) y por el mismo motivo la proyeccion sobre el eje real de Is e I, debe ser la
misma.

Para ubicar a Vi, y Vg usamos que se cumple lo siguiente Vi || Is L Vi, y que VL + Vg =
IS5. Por lo tanto el extremo del fasor Vi estd ubicado en la intersection de la recta
perpendicular (adelantada) a I, que pasa por el origen, con la recta paralela a Is que
pasa por el extremo de Vg. Luego Vi es el fasor que va de V, a Vg.

Calcular las potencias activa y reactiva entregadas por la fuente.
S = Vs x Is = (559 + 7755)V A

de donde: P =559W y Q = 775V AR

Compensar la potencia reactiva entregada por la fuente sin modificar el voltaje que se
entrega a la carga.



Sistemas Lineales 1 Febrero, 2013

Para no modificar el voltaje entregado a la carga debemos colocar un elemento en para-
lelo. Para compensar la reactiva debemos colocar un elemento que contrarreste la parte
imaginaria de la corriente que entrega la fuente, para que la corriente total sea real (coli-
neal con Vg). Como la carga es inductiva ademés hay que compensar con un condensador.

La corriente que entregue el condensador debe ser Iy = —jIm(Is) = 3,52jA = VsChjw.
Donde C es la capacitancia del condensador que queremos colocar.
3,52
espejando: Cy 100~ % 220 50,91

Incluir en el diagrama fasorial la corriente por el elemento de compensacion.

Claramente la corriente por el elemento de compensacion es vertical (imaginaria pura),
ademas de que sumada a Ig debe dar real. Se dibuja en la figura 7

11

Va
+
AN
Up
+
Figura 8: Circuito trifasico del ejercicio 2.
1) Datos:

r =101
va(t) =220V /2 cos (1007t)

vy(t) =220V/2 cos (1007rt - %”)

4

ve(t) =220V V2 cos (1007775 — ?)

a) Calcular los fasores (en valores eficaces) de las corrientes por las cargas iq, ip € ic.

Como las cargas estan compensadas son puramente resistivas. La resistencia equivalente
seria el cociente entre el voltaje de la fuente y la corriente ya compensada, que es la parte
real de Ig.

Z5, = 220V/2,54A = 86,62

Transfigurando las cargas de tridngulo a estrella, estas nos quedan divididas entre 3 y en
serie con r, luego si hacemos una transfiguracion estrella tridngulo del total, nos queda
un sistema de cargas en tridngulo en paralelo con el sistema de fuentes, donde la carga se
vuelve a multiplicar por tres y queda igual y r se divide entre tres. El sistema se puede
representar por el equivalente de la figura 8

Las corrientes 41,23 son las mismas en el equivalente que en el original, por lo tanto
también deben serlo i,, i € ic.



Sistemas Lineales 1 Febrero, 2013

b)

Vape 220V
T+ ZL 89,90

Ia,b,c -

Larg(Vap,e) = 2,45AL arg(Va p.c)

I, =2,45A
I, =2,45A4 — 120°
I, =2,45A4 — 240°

Calcular il(t), ig(t) e i3(t). Il = Ic — Ia, IQ = Ia — Ib, I3 = Ib — Ic. |Il72,3| = |Ia,b,c\/§ =
2,45A4/3 =1,41A

I =1,41AL£150° 11(t) = 1,99 A cos (1007rt + 5%) (5)
. ™

I, =1,41A430° ia(t) = 1,994 cos (1007rt n E) (6)

Iy =1,41AL — 90° ia(t) = 1,994 cos (1007t — 7 ) (7)

Hallar las expresiones temporales de las corrientes por cada una de las bobinas de las
cargas.

Las corrientes por las bobinas se pueden obtener a partir del voltaje en bornes de las
cargas, el cual sale facilmente de aplicar divisor de voltaje. La corriente I, por la
bobina de la fase a sera igual que en la parte a, pero ajustando el voltaje por el divisor
(la corriente se multiplicara por el mismo factor ya que es proporcional a la fuente), las
demaés salen de rotarla 120 y 240 grados.

I = gi—LZLIL = gg—:gIL = 0,961, donde I}, es la misma de la parte a.

I, = 0,96 x 5,04AL — 60° = 4,84 AL — 60°
Pasando al tiempo y retrasando las otras corrientes:

ina(t) =6,84A cos (1007rt - g) (8)

iry(t) =6,84A cos (1007t — ) 9)
5

ize(t) =6,84A4 cos (1007rt - ?ﬂ) (10)

10



