
Sistemas Lineales 1 Febrero, 2013Sistemas Lineales 1Examen de febrero de 2013Se reuerda que para aprobar esta parte de la prueba es neesario tener al menos unejeriio ompleto. Se sugiere justi�ar o expliar ada uno de los pasos realizados. Si utilizaalgún resultado o propiedad, enúnielo orretamente. Realie problemas distintos en hojasseparadas.Problema 1
a) Considere el iruito en régimen sinusoidal de la �gura1. Halle la tensión Vo(jω) en bornes de la impedania

Z(jω) y la orriente IZ(jω) por diha impedania.b) De�niendo onvenientemente la tensión VS(jω) y laimpedania ZS(jω) en funión de R, L, C, I(jω) y
α, mostrar que es posible imponer que la tensión enbornes y la orriente por la impedania Z(jω) en eliruito de la �gura 2 oinidan on las aluladas enla parte anterior para el iruito de la �gura 1.
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I(jω) Z(jω)Figura 1: Ciruito en régimen sinusoidal.
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ZS(jω)+Figura 2: Ciruito equivalente.) Para Z(jω) = R+ Ljω, hallar la transferenia en régimen sinusoidal
H(jω) =

Vo(jω)

I(jω)observando la dimensiones de diha transferenia.d) i) Mostrar que para
R

L
= ω0 ,

(1 + α)

αLC
= 100ω2

0la transferenia anterior puede esribirse somo
H(jω) = A.

(jω + ω0)

(jω)2 +
(

ω0 +
1

αRC

)

(jω) + 100ω2
0siendo A una onstante dimensionada que depende de las omponentes del iruito.ii) Hallar α real tal que

H(jω) = K.
ω0.(jω + ω0)

(jω)2 + 29ω0(jω) + 100ω2
0de�niendo onvenientemente la onstante K.e) Deduir y bosquejar los Diagramas de Bode asintótios de H(jω).f) i) ¾Qué ondiión debe umplir H(jω) para que exista una freuenia de trabajo a la ualla respuesta del sistema esté exatamente en fase on la entrada?ii) Hallar, si existe, una freuenia de trabajo ω1 a la ual la respuesta del sistema estáextatamente en fase on la entrada.iii) ¾Qué ondiión debe umplir H(jω) para que exista una freuenia de trabajo a la ualla respuesta del sistema esté exatamente en uadratura on la entrada?iv) Hallar, si existe, una freuenia de trabajo ω1 a la ual la respuesta del sistema estáextatamente en uadratura on la entrada.1



Sistemas Lineales 1 Febrero, 2013Problema 2i) a) En el iruito de la �gura 3 hallar la impedania vista Zeq en funión de C, L y R
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Figura 4: Ciruito trifásio del problema 2b) Conoiendo los siguientes datos:
vs(t) = 220V

√
2 sen (100πt)

R = 22Ω L = 120mHy C = 12µFHallar el fasor IS de la orriente que entrega la fuente y el fasor IL de la orriente queirula por la bobina L. Expresar los resultados en valores e�aes.) Realizar un diagrama fasorial donde se representen VS , IS e IL.d) En el diagrama anterior ubiar el fasor IC de la orriente por el ondensador y los fasores
VL y VR de los voltajes en la bobina y la resistenia respetivamente. Veri�que que seumplan las relaiones geométrias entre los fasores. Justi�arii) a) Calular las potenias ativa y reativa entregadas por la fuente.b) Compensar la potenia reativa entregada por la fuente sin modi�ar el voltaje que seentrega a la arga Zeq.) Inluir en el diagrama fasorial la orriente por el elemento de ompensaión.iii) En el iruito trifásio de la �gura 8 ada impedania ZL representa una arga ya ompensadaomo la de las partes anteriores.Datos:

r =10Ω

va(t) =220V
√
2 cos (100πt)

vb(t) =220V
√
2 cos

(

100πt− 2π

3

)

vc(t) =220V
√
2 cos

(

100πt− 4π

3

)a) Calular los fasores (en valores e�aes) de las orrientes ia, ib e ic por las argas ZL.b) Calular i1(t), i2(t) e i3(t).) Hallar las expresiones temporales de las orrientes por ada una de las bobinas de las argas.
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Sistemas Lineales 1 Febrero, 2013Sistemas Lineales 1Examen de febrero de 2013Se reuerda que para aprobar la prueba es neesario tener al menos dos preguntas omple-tas. Se deberá justi�ar o expliar ada uno de los pasos realizados. Asimismo se pide justi�ardebidamente las a�rmaiones realizadas. Si utiliza algún resultado o propiedad, enúnielo o-rretamente. Si tiene dudas respeto a si debe probar o no determinado resultado o propiedadque utiliza, onsulte al doente. Fuera de este tipo de onsultas, sólo se responderán dudassobre la letra.Pregunta 1(a) De�nir la derivada de una distribuión.(b) A partir de la de�niión, alular la derivada del esalón Y (t) omo distribuión.() Sabiendo que Y (t) + Y (−t) = 1, mostrar que
d

dt
Y (−t) = −δ(t)(d) Sea g una funión de lase C2, tal que g(0) = 0 y
g′′ + ω2g = 0on ω > 0. Considere la distribuión S(t) = Y (−t)g(−t). Mostrar que existe una onstantereal c tal que

S′′(t) + ω2.S(t) = cδ(t)Pregunta 2Un sistema lineal presenta la siguiente transferenia en régimen sinusoidal:
H(jω) =

(jω)2 + ω2
n

(jω)2 + ωn(jω) + ω2
nsiendo ωn > 0.(a) Hallar los límites laterales de la funión arg(H(jω)) en ω = ωn, observando que aparee unadisontinuidad.(b) Sea una entrada genéria

vi(t) = A cos(ωit)Hallar la respetiva respuesta en régimen para los siguientes valores de ωi:
ωi =

ωn

2

ωi = ωn

ωi = 10ωn

3



Sistemas Lineales 1 Febrero, 2013Pregunta 3Considere el sistema de modulaión de la �gura, uya entrada es la señal w es banda aotada
W . Los �ltros pasabajos son ideales, siendo fC ≥ 2W .

w(t) w1(t)
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w4(t)
cos(2πfCt)

cos(4πfCt)
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2fC

(a) Bosqueje, justi�ando, los espetros de las señales w, w1, w2, w3 y w4.(b) Si E es la energía de la señal w, hallar las energías de las señales w3 y w4.Pregunta 4
R

L

√
2.A. cos(ωt+ 30o)

+

Figura 5: Ciruito de la pregunta .Se onsidera el iruito de la �gura 5, funionando en régimen sinusoidal a pulsaión ω.(a) Calular la potenia reativa que entrega la fuente, indiando si la arga es apaitiva oindutiva.(b) Compensar la potenia reativa que entrega la fuente, expliando ómo lo hae y alulandola omponente a oloar.() Una vez ompensado el sistema, se duplia la freuenia de trabajo. Calular la poteniareativa que entrega la fuente en esta nueva situaión.
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Sistemas Lineales 1 Febrero, 2013SoluiónProblema 1a) La tensión Vo(jω) en bornes de la impedania Z(jω) vale
Vo(jω) = I(jω).

[

1

αR
+ Cjω +

1

Z(jω)

]

−1

= I(jω).

[

αRZ(jω)

Z(jω)(1 + αRCjω) + αR

]

Vo(jω) =
αRI(jω)

(1 + αRCjω)
.

[

Z(jω)

Z(jω) + αR
(1+αRCjω)

] (1)La orriente por la impedania Z(jω) vale
IZ(jω) =

Vo(jω)

Z(jω)
=

αRI(jω)

(1 + αRCjω)
.

[

1

Z(jω) + αR
(1+αRCjω)

] (2)b) En el iruito de la �gura 2, la tensión y orriente en la impedania Z(jω) valen
V ′

o(jω) = VS(jω).
Z(jω)

ZS(jω) + Z(jω)
, I ′Z(jω) = VS(jω).

1

ZS(jω) + Z(jω)por lo que de�niendo
VS(jω) =

αRI(jω)

(1 + αRCjω)
, ZS(jω) =

αR

(1 + αRCjω)se obtienen las expresiones (1) y (2).) Para Z(jω) = R+Ljω hallaremos la transferenia H(jω) = Vo(jω)
I(jω) . De lo anterior, sabemos que

Vo(jω) = I(jω).

[

αR(R+ Ljω)

(R + Ljω)(1 + αRCjω) + αR

]Entones
H(jω) =

αR(R+ Ljω)

R+ Ljω + αR2Cjω + αRLC(jω)2 + αR
=

αR(R + Ljω)

(1 + α)R + (L+ αR2C)(jω) + αRLC(jω)2

H(jω) =
αRL

αRLC
.

(

jω + R
L

)

(jω)2 +
(

L+αR2C
αRLC

)

(jω) + (1+α)R
αRLC

=
1

C
.

(

jω + R
L

)

(jω)2 +
(

1
αRC

+ R
L

)

(jω) + (1+α)
αLCObsérvese que las dimensiones son adeuadas, ya que la transferenia se orresponde on una im-pedania.d)i) Para R

L
= ω0 y (1+α)

αLC
= 100ω2

0,
1

C
=

(1 + α)

αLC
.
L

R
.

α

(1 + α)
= 100ω2

0.
1

ω0
.

α

(1 + α)
=

α100ω0

(1 + α)

1

αRC
=

L

R
.
(1 + α)

αLC
.

1

(1 + α)
=

1

ω0
,100ω2

0.
1

(1 + α)
=

100ω0

(1 + α)

H(jω) =
αRL

αRLC
.

(

jω + R
L

)

(jω)2 +
(

L+αR2C
αRLC

)

(jω) + (1+α)R
αRLC

=
1

C
.

(

jω + R
L

)

(jω)2 +
(

1
αRC

+ R
L

)

(jω) + (1+α)
αLC

H(jω) =
100α

(1 + α)
.

ω0 (jω + ω0)

(jω)2 +
(

100
(1+α) + 1

)

ω0(jω) + 100ω2
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Sistemas Lineales 1 Febrero, 2013ii) Se debe umplir que
100

(1 + α)
+ 1 = 29 ⇒ 100

(1 + α)
= 28 ⇒ 100 = 28 + 28α ⇒ α =

72

28
=

18

7e) Deduimos los Diagramas de Bode asintótios de módulo y fase, haiendo un análisis por bandasde freuenia. La transferenia toma la forma
H(jω) = K.

ω0 (jω + ω0)

(jω)2 + 29ω0(jω) + 100ω2
0

= K.
ω0 (jω + ω0)

(jω + 4ω0)(jω + 25ω0)
, K =

100α

(1 + α)
> 0y las freuenias rítias ω0, 4ω0 y 10ω0. Entones

ω ≪ ω0 ⇒ H(jω) ≈ K.
ω0 (ω0)

(4ω0)(25ω0)
=

K

100
⇒

{

|H | ≈ 20 log(K)− 40 db
arg(H) ≈ 0

ω0 ≪ ω ≪ 4ω0 ⇒ H(jω) ≈ K
ω0 (ω)

(4ω0)(25ω0)
= K.

jω

100ω0
⇒

{

|H | ≈ 20 log(K/100ω0) + 20 log(ω) db
arg(H) ≈ π

2 (− 3π
2 )

4ω0 ≪ ω ≪ 25ω0 ⇒ H(jω) ≈ K.
ω0 (jω)

(jω)(25ω0)
=

K

25
⇒

{

|H | ≈ 20 log(K/25) db
arg(H) ≈ 0 (±2π)

25ω0 ≪ ω ⇒ H(jω) ≈ K.
ω0 (jω)

(jω)(jω)
=

Kω0

jω
⇒

{

|H | ≈ 20 log(Kω0)− 20 log(ω) db
arg(H) ≈ −π

2 (+ 3π
2 )La �gura 6 muestra los Diagramas de Bode reales y asintótios de H(jω).f) Sabemos que para una entrada sinusoidal i(t) = I cos(ωit), la respetiva respuesta en régimen es

vo(t) = I|H(jωi)| cos [ωit+ arg(H(jωi))]i) Para que exista una freuenia de trabajo a la ual la respuesta en régimen esté en fase onla entrada, se debe umplir que la funión de transferenia en régimen tome un valor real positi-vo o, lo que es lo mismo, el Diagrama de Bode real de fase tiene que pasar por el valor 0 (módulo 2π).ii) Observando el Diagrama de Bode ásintótio de fase, y onsiderando la ontinuidad de la funión
arg(H(jω)), podemos a�rmar que existe una freuenia de trabajo a la ual la funión anterior tomael valor 0. Como las freuenias rítias no están muy separadas entre sí -menos de una déada-la aproximaion asintótia es muy mala y no permite saar una onlusión válida sobre uál seráesta freuenia. En la �gura 6 se muestra también el Diagrama de Bode real de fase, del ual puedeestimarse la freuenia busada.iii) Para que exista una freuenia de trabajo a la ual la respuesta en régimen esté en uadraturaon la entrada, se debe umplir que la funión de transferenia en régimen tome uno de los siguientesvalores: ±π

2 (módulo 2π).iv) Nuevamente observando el Diagrama de Bode asintótio de fase, y onsiderando preisamente elaráter asintótio del mismo, vemos que no hay ninguna freuenia de trabajo a la ual la funiónde transferenia tome un valor on argumento múltiplo entero de π
2 . Sin embargo, podemos a�rmarque para bajas y altas freuenias de trabajo, las respuestas estarán prátiamente en uadraturaon la entrada.
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Sistemas Lineales 1 Febrero, 2013
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Figura 6: Diagramas de Bode real y asintótio del Problema 1.Problema 2i) a)
Zeq =

1

Cjω
‖ (Ljω +R) =

1

Cjω + 1
Ljω+R

(3)
=

Ljω +R

LC(jω)2 +RCjω + 1
(4)7



Sistemas Lineales 1 Febrero, 2013b) Conoiendo los siguientes datos:
vs(t) = 220V

√
2 sen

(

100πt− π

6

)

R = 22Ω L = 120mHy C = 12µFHallar el fasor IS de la orriente que entrega la fuente y el fasor IL de la orriente queirula por la bobina L. Expresar los resulados en valores e�aes.Sustituyendo los valores en la fórmula 4: Zeq = (29,6 + 41,1j)Ω

IS = VS

Zeq
= (2,54−3,52j)A = 4,34A∡−54o IL = VS

Ljω+R
= (2,54−4,35j)A = 5,04A∡−60o) Realizar un diagrama fasorial donde se representen VS , IS e IL. En la �gura 7 se repre-sentan los fasores pedidos.

54o
60o

IS

IL

2,54

IC

IC1

VS

VL

VR

Figura 7: Diagrama fasorial del ejeriio 2d) En el diagrama anterior ubiar el fasor IC de la orriente por el ondensador y los fasores
VL y VR de los voltajes en la bobina y la resistenia respetivamente. Veri�que que seumplan las relaiones geométrias entre los fasores. Justi�ar
IC es la diferenia entre IS e IL, es importante notar dos osas aquí, IC debe ser vertial(⊥ a VS) y por el mismo motivo la proyeión sobre el eje real de IS e IL debe ser lamisma.Para ubiar a VL y VR usamos que se umple lo siguiente VR ‖ IS ⊥ VL y que VL+VR =
IS. Por lo tanto el extremo del fasor VL está ubiado en la intersetion de la retaperpendiular (adelantada) a IL que pasa por el origen, on la reta paralela a IS quepasa por el extremo de VS . Luego VR es el fasor que va de VL a VS .ii) a) Calular las potenias ativa y reativa entregadas por la fuente.

S = VS × IS = (559 + 775j)VAde donde: P = 559W y Q = 775V ARb) Compensar la potenia reativa entregada por la fuente sin modi�ar el voltaje que seentrega a la arga. 8



Sistemas Lineales 1 Febrero, 2013Para no modi�ar el voltaje entregado a la arga debemos oloar un elemento en para-lelo. Para ompensar la reativa debemos oloar un elemento que ontrarreste la parteimaginaria de la orriente que entrega la fuente, para que la orriente total sea real (oli-neal on VS). Como la arga es indutiva además hay que ompensar on un ondensador.La orriente que entregue el ondensador debe ser IC1 = −jIm(Is) = 3,52jA = VSC1jω.Donde C1 es la apaitania del ondensador que queremos oloar.Despejando: C1 =
3,52

100π × 220
= 50,9µF) Inluir en el diagrama fasorial la orriente por el elemento de ompensaión.Claramente la orriente por el elemento de ompensaión es vertial (imaginaria pura),además de que sumada a IS debe dar real. Se dibuja en la �gura 7
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Figura 8: Ciruito trifásio del ejeriio 2.iii) Datos:
r =10Ω

va(t) =220V
√
2 cos (100πt)

vb(t) =220V
√
2 cos

(

100πt− 2π

3

)

vc(t) =220V
√
2 cos

(

100πt− 4π

3

)a) Calular los fasores (en valores e�aes) de las orrientes por las argas ia, ib e ic.Como las argas están ompensadas son puramente resistivas. La resistenia equivalentesería el oiente entre el voltaje de la fuente y la orriente ya ompensada, que es la partereal de IS .
ZL = 220V/2,54A = 86, 6ΩTrans�gurando las argas de triángulo a estrella, estas nos quedan divididas entre 3 y enserie on r, luego si haemos una trans�guraión estrella triángulo del total, nos quedaun sistema de argas en triángulo en paralelo on el sistema de fuentes, donde la arga sevuelve a multipliar por tres y queda igual y r se divide entre tres. El sistema se puederepresentar por el equivalente de la �gura 8Las orrientes i1,2,3 son las mismas en el equivalente que en el original, por lo tantotambién deben serlo ia, ib e ic. 9



Sistemas Lineales 1 Febrero, 2013
Ia,b,c =

Va,b,c

r
3 + ZL

=
220V

89,9Ω
∡ arg(Va,b,c) = 2,45A∡ arg(Va,b,c)

Ia =2,45A

Ib =2,45A∡− 120o

Ib =2,45A∡− 240ob) Calular i1(t), i2(t) e i3(t). I1 = Ic − Ia, I2 = Ia − Ib, I3 = Ib − Ic. |I1,2,3| = |Ia,b,c
√
3 =

2,45A
√
3 = 1,41A

I1 =1,41A∡150o i1(t) = 1,99A cos

(

100πt+
5π

6

) (5)
I2 =1,41A∡30o i2(t) = 1,99A cos

(

100πt+
π

6

) (6)
I3 =1,41A∡− 90o i3(t) = 1,99A cos

(

100πt− π

2

) (7)) Hallar las expresiones temporales de las orrientes por ada una de las bobinas de lasargas.Las orrientes por las bobinas se pueden obtener a partir del voltaje en bornes de lasargas, el ual sale fáilmente de apliar divisor de voltaje. La orriente ILa por labobina de la fase a será igual que en la parte a, pero ajustando el voltaje por el divisor(la orriente se multipliará por el mismo fator ya que es proporional a la fuente), lasdemás salen de rotarla 120 y 240 grados.
ILa = ZL

r
3
+ZL

IL = 86,6
89,9IL = 0,96IL, donde IL es la misma de la parte a.

ILa = 0,96× 5,04A∡− 60o = 4,84A∡− 60oPasando al tiempo y retrasando las otras orrientes:
iLa(t) =6, 84A cos

(

100πt− π

3

) (8)
iLb(t) =6, 84A cos (100πt− π) (9)
iLc(t) =6, 84A cos

(

100πt− 5π

3

) (10)
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