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Sistemas Lineales 1
Primer parcial, 12de mayo 2007

Recomendaciones generales:
» Leer atentamente todos los ejercicios y asegurarde no olvidar realizar alguna parte.

* En caso de no poder avanzar en un problema, cambiar otro y volver a él mas tarde. No se
demore mucho tiempo en un solo ejercicio.

» Justificar claramente los pasos realizados para res/er los problemas.

* HACER PROBLEMAS DISTINTOS EN HOJAS SEPARADAS.

* PONER EL NOMBRE EN TODAS LAS HOJAS.

» Se recuerda que la prueba es individual.

» Alfinalizar, colocar las hojas dentro del sobre ararillo y entregarlo al docente del salon.

Problema 1 ( 12 puntos )
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ﬁgura 1

a) En el circuito de la figura 1:
1) Calcular \{(jw) en funcion de V, L, Ry C.

i) Hallar w en funcion de R y C para queg $€a 0 para todo t.

En las partes siguientes los componentes del tortanen los siguientes valores:
V =40 Volts,o = 2000 rad/seg, L = 10 mHy, R = X00C = 1QF

b)i) Calcular los fasoresYV,, Va , k, I, ls. Realizar un diagrama fasorial de, V
Vo, Va, Iy, |5, 1. Enfatizar los angulos notables.

i) Calcular la corriente(t).

c)i) Calcular \¢ y Vr. Realizar para cada componente (R, L y C), unrdiag
fasorial del voltaje y la corriente que lo atragies

i) Calcular la potencia activa, reactiva y aparentesamida por R, Ly C.
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Problema 2 (9 puntos)

f(t) A

-T/4 T/2 3T/4
0 T/4 T

v

-E figura 1

a) Probar que si undlistribucion periddica sOD', de periodoT, verifica que

S(t +£) =-S(t), entonces su serie de Fourier no presenta arngpares.

Se considera la funcidit), periddica de period®d, que se muestra en la figura 1. Se
pide:
by Bosquejar las distribucionest,” y T1,", derivadas primera y segunda de la
funcionf como distribucion.

c) Hallar los coeficientes de Fourier T, que denotaremos pec,(r;"). Verificar
gue efectivamente la sefial no presenta armoniaes,pgue los coeficientes no
nulos son imaginarios puros y que:

signo(Im| ¢, (T, )| ) = ~signo(Im[ c,,.5(T ") ]).

d) Hallar los coeficientes de Fourier fieSabiendo que la potencia meéia def
2

E , ) , . )
vale 5 encontrar el nUmero de primeros armonicos neiosspara obtener el

99% de la potencia media de la sefal.

e) Se inyecta la sefd{t) en un filtro pasabajos ideal de frecuencia deecw..

Hallar una relacion entre dicha frecuencia y eiquer T que asegure que a la
salida del pasabajos se obtenga en régimen unhcsi@apotencia media sea al
menos el 99% de la potencia medid(te

Justificar claramente los pasos dados v las propiades y resultados utilizados.
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Problema 3 (5 puntos )

a) Definir la convergencia de distribuciones D"

. , . ., o, —O_
Para cada n natural, consideremos el nlih, =1 y la distribuciérT, :%
n

n

by Hallar TOD' tal quelim T, =T.

n- +oo

c) SeasOD' la distribucion asociada al pulso de amplitud & soporte el intervalo
[-1,1].

)] Hallar la distribucionr, = SC0T, . Representar graficamente el resultado.

i) Hallar la distribucionrR = lim R, . Representar graficamente el resultado.

n- +oo

Problema 4 (5 puntos )

En el circuito en fasores de la figura 1,
a) Mostrar que los fasoresRy Vyx son perpendiculares.

b) Dibujar el diagrama fasorial para V, Irp\WYx, explicando las diferencias
segun que X sea:
)] Inductiva
i)  Capacitiva

c) Dibujando el fasor ¥ a partir del origen del plano complejo, hallaniyugar
el lugar geométrico de su extremo al variar X elotsu rango.

+ VF{ -

+

Veos ot C)

figura 1

( Sugerencia:no hacerlo de forma analitica, sino recordandesiltado geométrico del arco capaz o
las propiedades de las transformaciones bilingales
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Problema 5 (9 puntos )
a) En el circuito de la figura 1, hallar la ecuacidieencial que vinculayt) con
Da;/ci)(:t)gzl/R
+ v, -
N L +
Vi gvL % R , Vo

figura 1

b) Determinar dos distribuciones T y S tales que:,, B"&*v..
c) Hallar la respuesta al impulso del sistema, congi® como entrada y
como salida y.

R

d) Hallar la respuesta del sistema a la entv, (1) =v.Y(t)e 2 .



Solucién ejercicio 1

+ Vg - -V +
/\/\/\I Va | '
_ R PEELICE
+ 1 12 +
Vi=Vcos(wt) C) 3 L V,o,=Vcos(wt+T1/2)
figura 1

a) En el circuito de la figura 1:
i) Calcular \i(jw) en funciénde V, L, Ry C.
Solucion

Aplicando superposicion al circuito de la figura/h, se puede calcular como la suma
de los aportes de cada fuente por separado. Déoesiatomando los circuitos de las
figuras 2 y 3, Va(jw) = Val(jw) + Va2(jw). Obsemngue se puede realizar esta suma
en fasores porque las frecuencias de ambas fussriaguales.

Val Va2 I
YWY i

R 1/jwC

“{,() jwl 1jwe —— R % iwL V < pil2

figura 2 figura 3

Considerando en la figura 2 la impedancia equivalde jwL y 1/jwC, y en la figura 3
la impedancia equivalente de R y jwL, se puedecuta Val y Va2 aplicando
divisores de tension, resultando:

_( N P [ . jaLR
Z1=(jal )| - =— - -_la

(; )(WCJ (&2Co 22= R = 5

oz z2 . valja) = lie)l-aRC]
va(je) R+Zlv+22+}/chV<A (i) (jow)fLRC+jal +R




i) Hallarwen funcién de R y C para que Va sea 0 para todo t.
Solucion

Si pasamos al tiempo la solucién hallada en |la gaterior, tenemos:
Va(t) = A cos @t +¢) donde A es el modulogyla fase de Va ).
Para que Va sea 0 para todo t, se debe cumpliAgue, esto se logra anulando el

L, . 1
numerador en la expresion Vajj por lo tantow = e

En las partes siguientes los componentes del tortenen los siguientes valores:
V =40 Volts,m = 2000 rad/seg, L = 10 mHy, R = X00C = 1QuF
b) i) Calcular los fasores YV, Va, h, |y, Is. Realizar un diagrama fasorial de, V
Vo, Va, k, Iy, Is.

Solucién

Con los datos anteriores el circuito queda:

+ VR - -VC +
/W\/ Va || i50 ohm
100 ohm |

i2 N

. i1
40 C) i3l % 20 ohm 40 < T1/2

Donde| Va=12.6 V <-108.4° =-3.98 -j11.95V
Vi=40V
V,=j40V =40V <90°

Hay que calcular] I, e k:

= 046A<15.2°

Iy

Vi, _ (40+ 398+ j1195V
R 10CQ

= 0.02(%2)( j40+ 398+ j1195V = 104A<1756°

VC
|, =
jaC
_V, 126V <-1084°

=Va - = 063A<1616°
jol  20Q <9

5

Diagramas fasoriales:



V2 =40V < 90°

I3 =0.63A <161.6°

V1 = 40V A/

1 =0.46A < 15.2°
Va=12.6V <-108.4 12 =1.04A <175.6°

iii) Calcular i(t)
Solucién

Pasando al tiempo los fasoresl4, e k (i(t) = Re[l éY), se tiene:

i1(t) = 0.46 cos (2000t + 0.27) 4
i»(t) = 1.04 cos (2000t + 3.06) 4
is(t) = 0.63 cos (2000t + 2.82) 4

PP P

c) i) Calcular £y Vg. Realizar para cada componente (R, L y C), unrdrag
fasorial del Voltaje y la corriente que lo atraaes

Solucién

V. =V, -V, =(398+ j5195V =5210V <85.6°
V, =V, -V, =(4398+ j1195V =455% <15.2°

Diagramas fasoriales por componente:

= (o]
IR = 0.46A <15.2° 13 =0.63A <161.6 VC =52.1V < 85.6
VR = 45,57V <15.20

Va=12.6V <-108.4

2 =1.04A <175.6°

Resistencia Inductancia Condensador

i) Calcular la potencia activa, reactiva y apaéeetonsumida por R, L y C
Solucion

Observando que la resistencia solo consume poteaatia, y la bobina y el
condensador solo consumen o entregan reactivdizanto que:
VI VI VI
S=— P=Rg — =Im|—
2 2 Q 2




Se obtiene la siguiente tabla

Potencia activa Potencia reactiva Potencia aparente
(Watts) (VAr) (VA)
Resistencia 10.4 0 10.4
Inductancial 0 4 j4
Capacitor 0 -27.2 -j27.2

Fuera de letra:

Se calcula la potencia entregada por las fuentes:

Potencia activa (Watts)Potencia reactiva (VAr) Potencia aparente (VA)
Fuente 1 -8.8 2.4 -8.8+j2.4
Fuente 2 -1.6 20.8 -1.6 +j20.8

Haciendo un balance de potencia se ve claramepti@aguma de las potencias es 0.




SOLUCION DEL EJERCICIO 2 DEL PRIMER PARCIAL, 2007
PABLO MONZON
Parte a)

7 Sea S(t) € D’ una distribucién periédica, de periodo T, tal que

S(t+ Z) =-S(t)

2
Dicha propiedad la cumple también la distribucién S (s) € D'(T") que representa a
S en un periodo. Definamos la pulsacion w = 2% Por definicién de coeficiente de

Fourier, tenemos que

cnl8) = 7 (3007 =~ (8l Do) =~ L (Sl el

donde en la tiltima igualdad hemos realizado el cambio de variable u = s+ % Apli-
cando linealidad y considerando nuevamente la definicién de coeficiente de Fourier,
llegamos a que
1
——.e
T

Por lo que para n par, se concluye que ¢, (S) = 0.

T
2

Sy

cn(S)z—l.ej”w%. S(u),e”imwn) = INFZ (S(u), e ) = (=1)" e, (9)
T

Partes b) y c)

Derivemos la funcién f, que se muestra en la figura 1-a) como distribucién. Al
ser f una funcién continua, su derivada como distribucién (T]’c) coincidird con la
distribucién asociada a la derivada de f como funcién en los puntos donde es deri-
vable (T). La grifica de la figura 1-b) muestra que T} es la distribucién asociada
a una onda cuadrada que oscila entre los valores :I:%. La derivada segunda de f
como distribucién se obtiene entonces derivando T ]’c Como T} es la distribucion
asociada a una funcién seccionalmente constante, tenemos que T]’c’ contiene sélo
deltas de Dirac en los puntos de discontinuidad de la onda cuadrada. El resultado
se muestra en la figura 1-c). La distribucién de D'(I) asociada a T es

! __@ _f % _g
T7(s) = Tés 1 +T53 1

El respectivo coeficiente de Fourier es

L /7 s\ 8E . |
Cn (T}/) — T <T]/c/(3),e_]nw5> — ﬁ |:_€—an% + €_an%:|

8E _inT - 8FE . /nm n SE .
Cn( }’) = ﬁ [7@ ingy 4 etd 2] = QJ.W.SIH (7) = (]) ﬁ [1 — (fl) ]
1



2 PABLO MONZON

Verificamos que los coeficientes pares se anulan, lo cual es coherente con lo visto en
la parte (a). Ademds, observemos que

G =i, (TP =—

Parte d)

De la propiedad de los coeficientes de Fourier para distribuciones
en(T') = (jnw)en (T)
obtenemos que
cn(TJﬁ.’) T2.cn(TJ£’)
enl(f) = “n2w? . —dn2p2
El valor medio de f es cero, ya que el grafico de f es simétrico respecto del eje de

abscisas. Los coeficientes pares de f se anulan pues también lo hacen los de Tj’c’ .
Finalmente, los restantes coeficientes de Fourier valen

4F 4F
C4n+1(f) = —jw s C4n+3(f) = +j(

dn + 4n + 3)272

La potencia que transportan los primeros N armonicos de la senal f viene dada por

n=N

Pv=Y lealf)P

n=—N



PABLO 3

Como f es una senal real, entonces |c,| = |c_,|, de donde

n=N
Py =23 len()?

n=1
Comencemos con el primer armoénico.
16 E?
P =2ci(f)]? =2.— = 0,329E” = 98,5%P,,
T

Como no hay arménicos pares, P, = P;. Sigamos con Pj:

2
Py =2 [les(F)]? +[es ()] = 2.% (1 + 811) = 99,77 %P,

Entonces, necesitamos al menos hasta el tercer armonico.

Parte e)

El filtro pasabajos ideal dejard pasar' s6lo las frecuencias menores a su frecuencia
de corte we. Por lo tanto, para tener a la salida del filtro una senial cuya potencia
media sea al menos el 99 % de la potencia media de f(t), de las infinitas frecuencias
presentes en ésta, deberan pasar por lo menos la fundamental y el tercer armoénico
(ver parte d)). Entonces, se debe cumplir la relacién

3 *6—7r<w
W—T C

1Dejar pasar significa que estas frecuencias aparecerdn a la salida con la misma amplitud que
tienen a la entrada.



Ejercicio de Teoria de Distribuciones y Convolucién.

1. Definir convergencia de distribuciones en D’.

2. Sea h, =1/ny
On, —0_n,

T =
" 2h,

Hallar T € D’ tal que T' = lim,, T},.
3. Sea S la distribucién asociada al pulso de amplitud 1 con soporte el intervalo [—1, 1].

a) Hallar la distribucién R, = T, * S. Representar graficamente el resultado

b) Hallar la distribucién R = lim,, R,. Representar graficamente el resultado.
Solucién:

1. Decimos que una sucesién {7},} con T, € D’ converge a T' € D’ (y escribimos T" = lim,, T},
siysolosi < Ty, p>—=p,<T,0>VpeD.

2. Observemos que, dada ¢ € D, se tiene que:

_ 5hn — 5_hn _ 1
< T B 0 o (olh) — ()

Y como h,, — 0 cuando n — oo, el itlimo término es un cociente incremental que tiende
a ¢'(0), ya que ¢ es infinitamente derivable. Por lo tanto:

<Tn,p >—n 90/(0) =< _5/790 >
Por lo que T = —¢'.

3. a) Sustituyendo T, y aplicando propiedades de convolucién:

Oh, —0—h 1 1
T,%S=|—"——-"=" =—(9 ——(6_
w5 < 2h, >*S 2hy, O *8) = g (0o + 5)
Utilizando que 0, % S(t) = S(t — a) se tiene que:
. i(dhn *.5) es un pulso de amplitud ﬁ = 5 en el intervalo [-1+41/n,1+1/n].

. i(é_hn*S) es un pulso de amplitud i = 5 en el intervalo [-1—1/n,1-1/n].

Al hacer la diferencia de las dos distribuciones anteriores obtenemos que R,, consiste
en la distribucion asociada a la funcién:

—n/2 site[-1—1/n,—1+1/n]
f&)y=<¢ n/2  site[l—1/n,1+1/n]
0 en otro caso

b) La distribucién R puede hallarse pasando al limite en R, obtenido en la parte
anterior, o bien utilizando el hecho de que la convolucién es una operacion continua,
por lo que:

R=1lmR, =1lim(T, *S) = limT,)* S =TS =—-§ xS
Al ser ' * S = 8" =§_1 — 6 (la derivada como distribucién de S), se tiene que:

R=—-6_1+6



Solucién Ejercicio 4 del primer parcial de 2007

a)

Calculando los fasoresgW Vx, tenemos:

R iX
Ve=— gy =_3"
R i X" R+X

por lo que

. X R (X Donde se ve claramente qug ¥ Vg estan
Vx =] R VR

E =] desfasados 90° (son perpendiculares).

R+jX

b) i) Caso inductivo. El diagrama fasorial es gugnte:
VX

Figura 1
i) Caso capacitivo. El diagrama fasorial es eliggte:
VR

Figura 2
Analizando ambos diagramas se ve que en el caspadenpedancia inductiva la
corriente se atrasa con respecto al voltaje y eassl de una impedancia capacitiva la
corriente se adelanta al voltaje. En la resisteglci@ltaje y la corriente son colineales.



Esto se debe a que en cada componenteXl, cuando Z = R (real) no se introduce
ningun desfasaje por lo que ¥ | son colineales, cuando Z= jX con X positivag@
inductivo), se deben sumar 90° a | para encordriaske de ¥, y cuando Z = -jX se
deben restar 90° a | para encontrar la fase.de V

En cuanto al desfasaje entre V e |, se observague diagrama la corriente es el
conjugado de la corriente en el otro diagrama, sstdebe a que arg(l) = arg(V)-arg(2)
= -arg(Z) ya que arg(V)=0.

En el caso inductivo arg)l=arctg(X/R) >0 y en el caso capacitivo

arg(lc) =arctg(-X/R) < 0. En las ecuaciones anterioreggusgle ver que

arg(l) = - arg(k) lo que corresponde a complejos conjugados.

c) En fasores V = ¥+ Vx, ademas de la parte a) sabemos guesperpendicular a
Vx. Obteniéndose el siguiente diagrama fasorial, ddadinea continua representa el
caso capacitivo y la punteada el inductivo:

Siguiendo el razonamiento anterior a medida qu'm\)eentre(— 00,+00) Vg va

describiendo la curva tal que el vector V se ve i@ angulo de 90°, este lugar
geomeétrico es por definicion el arco capaz cormnedignte al vector V y un angulo de
90°, ademas al ser el angulo de 90°, V es un diardetdicha circunferencia.

Por lo dicho anteriormente: el lugar geométricdadeextremos de ¥que se obtienen

al variar X en todo su rango es la circunfereneiaehtro V/2 (sobre el eje real) y radio
VI/2.



Solucion primer parcial de Sistemas Lineales 1 2007

Andrés Alcarraz

3 de mayo de 2007

1. Ejercicio X

Parte a.
Vo = RG.vp, + Riig, (Nudo y ley de Ohm) (1)
oo — dvr 4 R diL — dvr 4 R YL derivando al ecuacién anterior, RG=1 (2)
VL = U — U (malla exterior) (3)
dvo — dvs _ dvo | p vizto (sustituyendo 3 en 2) (4)
. dve v, _ dv; v,
finalmente: | 252 + R = Gt + RE
Parte b.

Si definimos los operadores D; = 2% + % y Dy = % + % tenemos que Di(v,) = Da(v;), que por propiedades de la
T=25+%5yS=0+%5|

convolucién y la 0 es lo mismo que D1 (d) * v, = D2(0) * v;. Por lo tanto

Parte c.

La respuesta al impulso serd T~ ! % S pues v, = T~ ! % S % v;. Hallamos T~ 1.

Por el teorema de la inversa T~ sera de la forma T—! = Y (¢)f(t) con f € C* y que cumpla la ecuacion diferencia

2f"+ & f = 0 con condiciones iniciales f(0) = 3.
i 1

Resolviendo la ecuacion diferencial f(t) = Ae™2L" y al plantear las condiciones iniciales f(0) = A = 3.

Por lo tanto
—_ Ry
e 2L

2

T'=Y(t)

1

Ahora debemos convolucionar 7~ con S:

T~ S=Y(Of(t) % (6 + T8) = ==+ %Y(t)f(t)

=fO)+Y@)F () + %Y(t)f(t) =.55(t) +Y(t) (ﬁeﬂ + 5T -

S h(t) = 50(t) + V(1)o7

Y esta dltima expresién es la respuesta al impulso.



Parte d.
I.

Para hallar la respuesta al escalén hay que convolucionar la respuesta al impulso hallada en la parte anterior con el
escalon:

h(t) « IV.Y (£) = 1V <0,5§(t) £ Y (1) + Y(t)%e*%t * Y(t)>

R t
= 1V.Y(1) (0,5 + E/ e‘zRL“du> =1V.Y (t) (0,5 —0,5e 7
0

)

II.

Al igual que en la parte anterior realizamos la convolucion entre la entrada y h(t):

h(t) * vi(t) = ”iét) + %.Y(t)e—%t «v;(t)

O sea que



