Sistemas Lineales 1

Rejunte de ejercicios teoricos

1.Sea S ={p: R = Cc C®: limy t’“go(l) =0 V [,k € N} el espacio de funciones
temperadas. Probar que si ¢ € S entonces tiene sentido F|p], ademés que F : S — S es
decir que Vp € S, Flp] € S. Se sugiere el siguiente esquema de prueba:
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= Probar que Flp] € C*, luego considerar F[(t'¢)™] y el teorema de Lebesgue,
conocido por la propiedad 4.

Como corolario del ejercicio explicar porque tiene sentido la definicion de transforma-
da de Fourier en distribuciones temperadas.

2.
(a) Definir el concepto de distribucion temperada.

(b) Sea g(t) una funcion periodica localmente integrable de periodo T'. Mostrar que su
distribucion asociada es temperada. (Sugerencia: recordar que lim, -c,(g) = 0)

(c) Sea gi(t) = g(®)[Y (¢t) — Y (t — T)]. Mostrar que C,, = £G1(n%5), siendo G la trans-
formada de Fourier de g;.

(d) Mostrar que

9(t) = gu(t) * Y 8(t —nT)

nez
(e) Mostrar que
G(f) = 5 2 Guln T )o(f —n)
nez

3.

(a) Hallar la Transformada de Fourier y la transformada de Fourier Conjugada de la delta
de Dirac, a partir de las respectivas definiciones para distribuciones cualesquiera.



(b) A partir de la relacion entre la TdF y la TdFC, hallar la TdF de la funciéon idéntica-
mente igual a 1.

(¢) Sea G(f) la TdF de una funcion transformable g(t) y sean 6 y f. reales positivos.
Hallar, de al menos dos maneras diferentes, la TdF de g(t)cos(w.t 4 6), donde w,. =
27 f.

(d) Calcular la TdF de Y (¢)e tsen(w.t)

4. Sea g(t) € L1, y G(f) su Transformada de Fourier: G(f) = A(f) + jB(f).

(a) Indicar cual es la T. de Fourier de g(—t). Justificar.

(b) Si g(t) es real, probar que G(f) = G(—f).
Aplicacion: Sea g(t) = Y (t)e=*, con a > 0.
(c) Hallar A(f) y B(f)-

(c) Verificar que A(f) es par y B(f) es impar.
(c) Calcular las T. de Fourier de hy(t), ho(t) y hs(t).
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5.

(a) Deducir la expresion general de la derivada de la distribucion asociada a la funcion
localmente integrable que presenta un salto en el origen.

(b) Definir el cambio de variable en distribuciones, explicando por qué se define de esa
manera.

(c) Sea T'(t) la distribucion asociada a la funcién Y (—t), siendo Y el escalon. Probar que
T'(t) = —d(t). (Sugerencia: observar que Y (t) + Y (—t) = 1).

(d) Sean g;(t) y go(t) dos funciones C' que cumplen g;(0) = g2(0) y satisfacen la ecuacion
diferencial: 2" + w?z = 0, con w > 0. Mostrar que la distribucion S(¢) asociada a la
funcion Y (t) gy (t) + Y (—t)go(—t) verifica la identidad S” +w?*S = ¢d, hallando el valor
adecuado de c.

6. Se sabe que, si tanto g como tg(t) viven en L; se verifica que %]—"[g(t)](f) =
Fl(=jg2mt)g(t)](f). A partir de la definicion de transformada de Fourier para distribu-
ciones en S’ probar que derivar en el tiempo equivale a multiplicar en frecuencia. Como
corolario del ejercicio explicar porque, a diferencia de la serie de fourier en distribuciones,
esta propiedad no sirve para calcular la transformada de Fourier de T a partir de la de
T.

7. Sea T la distribucion asociada la funcion constante identicamente 1. Observar que
es temperada y luego usando la propiedad del ejercicio anterior hallar F[T]. Recordar la
proposicion 2.5 de las notas teodricas que dice:

Proposicion 1. Sea T € D', a € C™ tal que presenta tinica raiz en t=0y es ademds raiz
simple. Entonces a(t)T(t) = O(t) si y solo si T(t) = Cé(t), donde C es una constante.

Para determinar la constante recordar que p(z) = e ™ es un punto fijo de la trans-
formada y ademas integra 1 en la recta real.



