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Résumé

Le développement de nouveaux applicatifs multimédia multi-parties évolue à une vitesse
vertigineuse de sorte que les réseaux traditionnels sont dépassés. De nombreux développe-
ments sont actuellement en cours, particulièrement sur la gestion de la qualité de service et
sur les communications de groupe. Les aspects portant sur le routage on été quelque peu né-
gligés par la communauté scienti�que malgré leur importance dans une architecture adaptée
aux nouveaux services. Le manque de routage performant, extensible à de grands réseaux
et supportant la notion de qualité de service et/ou de communication de groupe (multicast)
constitue un frein important pour la démocratisation de nouvelles applications (qui sont elles
déjà prêtes).

Nos travaux portent sur l'évaluation de performances de protocoles de routage. Plus exac-
tement, le présent rapport est structuré en deux parties, l'une sur le routage multicast et
l'autre sur le routage unicast.

Dans la première partie de la thèse, nous nous intéressons au routage multicast (c'est à dire
adapté aux communications de groupe). Le but de ces protocoles est de construire des �arbres�
de di�usion interconnectant les membres d'un groupe donné. Nous étudions les performances
des arbres hiérarchiques centrés, qui apparaissent comme un candidat très intéressant pour
le routage multicast dans de très grands reseaux (routage �externe� IP). Nous donnons en
particulier des rêgle de dimensionnement de ce type d'arbres permettant une optimisation des
ressources.

Dans la seconde partie, nous nous intéressons au routage sensible a la qualité de service et
à ses performances. Ce type de routage prend en compte l'état du réseau (congestion, délais,
etc.) et la qualité de service demandée par l'utilisateur a�n de choisir des chemins ayant une
plus grande chance d'accepter le �ux (ou la connexion). Ces protocoles nécessitent la dissé-
mination d'informations de routage dans le réseau, ce qui représente un sur-coût protocolaire
important. Il est donc necessaire de trouver un compromis entre la qualité des décisions de
routage et la quantité d'informations à échanger. Le sur-coût est contrôllé en limitant la fré-
quence des raîchissement des informations de routage et en limitant la portée géographique
de ces di�usions (on parle alors de routage hiérarchique). Nous étudions les performances de
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protocoles de routage sensibles à la qualité de service, dans un réseau plat (une seule aire de
routage) puis dans un réseau hiérarchique (plusieurs aires de routage).

L'analyse de performances de protocoles de routage est très di�cile avec les techniques
habituelles : Les résultats de �les d'attente se limitent à des topologies rudimentaires (par
exemple trois noeuds en triangle) et la complexité des simultations devient ingérable dans le
contexte de réseaux hiérarchiques (vu le nombre de con�gurations à tester). Nous proposons
une modélisation du routage basée sur la géométrie stochastique permettant de représenter
la topologie d'un réseau avec un nombre extrèmement limité de paramètres. Les résultats
sur les processus ponctuels et le calcul de Palm permettent ensuite d'obtenir des expressions
explicites des grandeurs étudiées en fonction de ces paramètres.



Abstract

New multimedia multiparty software are being developped and are evolving very quickly,
posing novel constraints to the supporting networks. Todays, many such applications are stable
and ready to use, but their widespread deployment is limited because todays networks are not
well suited to support them � mainly for their lack of multiparty communication support and
ability to deliver quality of services to speci�c real time �ows. Intensive research and develop-
ment e�orts are being made in order to allow for QoS provisioning and group communications
in packet networks (IP, ATM). However, the routing aspects may have been neglected even
through it represents a very important building block of future networks architectures. The
development of performant and scalable routing protocols, supporting group communications
(multicasting) and/or quality of service is essential for the support of new services.

Our works deal with routing protocols and their performance evaluation. More precisely,
this thesis is divided into two parts : The �rst one is dedicated to multicast (i.e. for group
communications) routing, and the second one to unicast (i.e. point to point) routing.

In the �rst part, we focus on multicast routing protocols, i.e. routing protocols adapted
for group communications. The goal of this type of protocol is to build a �tree� connecting
the members of a particular group. We study the performances of hierarchical center based
trees, which represent a very interesting candidate for scalable wide area multicast routing
protocols. In particular, we give dimensioning rules for deploying these type of trees in order
to minize network ressources.

In the second part, we analyse the performances of QoS (Quality of Service) sensitive
unicast routing protocols. This type of routing protocol takes into account network states
(such as congestion, delays) and user QoS requirements in order to choose path which have
the best chance to accomodate the incoming �ows (or connections). These protocols however
require the dissemination of network state information which can represent an important
overhead. It is very important to be able to �nd a good trade-o� between routing information
accuracy (leading to optimum path selection) and network overhead. The overhead can be
controlled by limiting the routing information update frequency and by limiting the scope of
routing information broadcasts (in a so-called hierarchical routing protocol). In this thesis,
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we study the performance of QoS sensitive routing protocols in a �at network (i.e. in a single
routing area) and in a hierarchical network (i.e. with several routing aereas).

The study of performance of routing protocols is a very di�cult task with legacy analysis
methods : queuing results are limited to very simple topologies (such as three nodes forming
a triangle) and the complexity of simulations explodes, particularly in hierarchical networks
where the number of possible topologies to test grows exponentially with the number of hie-
rarchical levels. In this thesis, we propose a stochastic geometric approach which allows us to
model an arbitrary network topology with a very limited number of parameters. Well known
results on point processes and Palm calculus leads to simple closed expressions for the studied
quantities. Performance analysis and optimization then reduce to simple functional analysis.
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1

Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Contexte de l'étude

Les travaux rapportés dans le présent manuscrit ont été e�ectués au sein du département
Informatique et Réseaux de l'ENST et ont été �nancés par le CNET (Consultations Théma-
tiques Informelles). La consulation portait sur l'étude des nouvelles architectures de réseaux
permettant de supporter les nouvelles applications multimédia et multi-parties.

Nous assistons en e�et depuis quelques années à l'apparation de nouvelles applications
posant de nouvelles contraintes sur les réseaux sous-jacents.

� Applications Multimédia. Tout d'abord, de nombreuses applications requérant le trans-
fert de la voix, de sons et même de vidéo sont apparues. La visio-conférence ou la
téléphonie sur poste de travail ne sont que les exemples les plus courants. Les �ux
générés par ce type d'application sont di�ciles à transmettre en raison des débits gé-
nérés (surtout pour la vidéo) et de leurs fortes contraintes temporelles. Il est apparu
nécessaire de pouvoir o�rir de meilleures qualités de services (bande passante, délais et
gigue1 garantis).

� Applications Multicast. Les applications font de plus en plus intervenir plusieurs per-
sonnes à la fois. Qu'il s'agisse de di�usions audio ou vidéo, de visio-conférence, de travail
collaboratif (traitement de texte partagé) ou même de jeux distribués liés à des environ-
nements virtuels, le paradigme un émetteur-un récepteur n'est plus valable. Les réseaux
actuels sont basés sur des communications point-à-point. Le besoin est donc apparu de
développer des infrastructures �multicast�, c'est à dire adaptées aux communications de

1gigue : Variation du délais.
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groupe.
Le développement de nouveaux applicatifs évolue à une vitesse vertigineuse de sorte que

les réseaux traditionnels se sont vus dépassés. Historiquement, les capacités des réseaux ont
souvent précédé le marché des services les utilisant. Nous nous trouvons à présent dans la si-
tuation inverse : les applications multimédia-multiparties atteignent leur maturité industrielle
mais des réseaux tels que l'Internet ne les supportent pas encore (ou pas encore e�cacement).
De nombreux développement sont nécessaires, essentiellement sur la gestion de la qualité de
service et sur les communications de groupe.

Le réseau Internet.

L'Internet o�re une base de développement logiciel unique, grâce à sa grande ouverture.
La popularisation de l'Internet a certainement contribué à la formidable accélération dans
l'apparition de nouveaux services. Pourtant, le réseau Internet actuel n'est plus adapté aux
besoins des applications qu'il a lui-même générées et doit donc évoluer � on parle d'Internet 2.

� Le réseau mondial actuel ne permet pas d'assurer une quelconque qualité de service
aux applications : il est basé sur un paradigme �best-e�ort� (c.à.d. �je fais de mon
mieux�). De nombreux travaux sont en cours pour permettre une qualité de service
garantie ou tout au moins une di�érentiation de services � certains services (temps
réels par exemple) pouvant être traités di�éremment des simples services de transfert
de données.

� Le paradigme non orienté connexion (ou �datagramme�) o�re une grande souplesse
pour le transfert de données mais est mal adapté aux nouveaux services multimédia.
Les réseaux basés sur le concept de ��ux� (et non plus de �paquet �) apparaissent avec
des nouvelles architectures comme MPLS2 (ou les architectures IP sur ATM même si
elles ne font pas l'unanimité).

� Le paradigme �point-à-point� (ou �unicast�) du réseau Internet n'est plus non plus
adapté aux applications multi-parties. La communauté Internet avait très bien anticipé
ce nouveau besoin puisque un réseau expérimental �multicast� (permettant de gérer
plus e�cacement les communications de groupe) existe depuis 1992. Néanmoins, ce
réseau n'a pas su évoluer assez rapidement : Les applications sont déjà prêtes, mais il
reste de très nombreux travaux à réaliser pour pouvoir supporter les communications
de groupe à grande échelle.

2MPLS : MultiProtocol Label Switching.
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Les réseaux ATM.

Les besoins en terme de qualité de service des nouvelles applications avaient été très bien
anticipées par les opérateurs avec le développement des réseaux ATM � peut être trop,
certains reprochent à cette technologie son manque de �exibilité pour le support des données
(c.à.d les applications traditionnelles). Les réseaux ATM ont été conçus pour supporter l'inté-
gration de services : Gestion de Tra�c, Réservation de ressources, Routage sensible à la qualité
de services, etc. sont disponibles depuis de nombreuses années. Dans la pratique cependant,
il faut tout d'abord remarquer que les industriels ont eu du mal à suivre le rythme e�réné
de la normalisation. Des commutateurs aux fonctionnalités vraiment satisfaisantes n'existent
que depuis deux à trois années.

Le développement des réseaux ATM a été accompagné d'un développement de nouvelles
applications pouvant tirer partie de leurs fonctionnalités quasiment nulles. Ceci est du pour
une part au fait que les applications existantes sont basées sur un paradigme �datagram-
me� alors que les réseaux ATM sont orientés-connexions. Notons également que les APIs3
normalisés existent depuis moins d'un an... Si la technologie est à présent opérationnelle,
le dimensionnement de ces réseaux, nécessaire pour un déploiement à grande échelle, reste
encore mal maîtrisé, notamment sur les aspects liés au routage.

De nombreux travaux sont également nécessaires pour que cette technologie puisse sup-
porter les nouvelles applications :

� Les applications sont basées sur TCP/IP et ses évolutions. De nombreux travaux ont
été menés (et sont encore en cours) a�n de pouvoir supporter e�cacement les réseaux
IP.

� Le réseau ATM actuel est mal adapté aux communications de groupe. Des connexions
point-à-multipoints sont disponibles mais manquent de �exibilité (gestion basée à la
source). De nombreux travaux sont en cours pour faciliter la gestion de ce type de
connexions4. Par contre, aucune extension permettant le support de véritables capacités
multicast n'est pour l'instant prévues, bien que des recherches en amont soient menées.

3API : Application Part Interface. Interface o�erte aux applications, permet d'ouvrir une connexion et de

demander une qualité de service particulière par exemple.
4Les capacités LIJ (Leaf Intitiated Join) sont bien disponibles dans l'UNI 4.0 de l'ATM Forum mais ne sont

pas encore supportées par le routage.
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1.2 Travaux de recherche e�ectués

1.2.1 Thèmes abordés

Les travaux de recherche présentés dans ce manuscrit portent sur le routage, c'est à dire
la fonction permettant de déterminer le chemin à suivre pour acheminer une information vers
son destinataire.

Routage Multicast.

Nous avons vu dans la section précédente que de nombreux travaux sont en cours pour
le support de communication de groupe, c.à.d. le multicast. Comme nous l'expliquons dans
le chapitre 2, la principale di�culté réside dans le développement de protocoles de routage
multicast adaptés aux réseaux de grandes dimensions. Les protocoles multicast existants sont
en e�et mal adaptés à un réseau aux dimensions aussi grandes que le réseau Internet. L'ab-
sence de protocole supportant de grands réseaux retarde la popularisation des applications
multiparties. Les solutions basées sur des �arbres hiérarchiques� représentent une solution très
prometteuse. Les études ont essentiellement portées sur les aspects algorithmiques. Le manque
de résultats sur leurs performances rend le dimensionnement de ces objets di�cile. Nous nous
intéressons à ce problème dans la première partie de ce rapport.

Routage QoS.

De nombreux travaux ont été menés pour le support de la qualité de service dans les
réseaux. L'essentiel des travaux a porté sur les fonctionalités de bas niveaux (ordonnancement,
gestion de tra�c, etc.). Le développement du routage sensible à la qualité de service a fait
l'objet de moins d'attention, bien qu'il s'agisse d'une pièce indispensable d'une architecture
supportant la qualité de service. Dans la seconde partie de ce rapport, nous nous intéressons
à ce type de protocoles de routage.

Il a été démontré que l'utilisation d'un routage sensible à la qualité de service peut en-
gendrer des gains intéressants en terme d'utilisation de ressources, sans que le surcoût associé
ne soit trop important. Néanmoins, le manque de résultats précis sur les performances de tels
protocoles rend leur mise en oeuvre di�cile. Dans les études présentées, nous essayons de com-
prendre l'impact des di�érents paramètres mis en jeu sur les performances globales du réseau.
Nous recherchons également des règles de dimensionnement simples permettant d'utiliser à
bon escient cette technologie.
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1.2.2 Outils utilisés

L'étude de performances de protocoles de routage s'avère extrêmement délicate avec les
méthodes d'analyse traditionelles.

� Les modèles analytiques classiques (basés sur des �les d'attente ou des analyses marko-
viennes etc.) sont mal adaptés vu la complexité des systèmes considérés. Les quelques
résultats disponibles sont basés sur des topologies extrêmement rudimentaires (trois
noeuds connectés en triangle par exemple...) [102].

� Les études par simulation sont très délicates. A�n de s'assurer que le protocole de rou-
tage étudié fonctionne sur tout type de réseau, les simulations font en général appel à
des générateurs de graphes aléatoires. Il est nécessaire de réaliser un grand nombre de
simulations (sur des topologies générées aléatoirement) pour obtenir des moyennes signi-
�catives. Lors de nos études de performances dans un contexte hiérarchique, le nombre
de combinaisons di�érentes à tester (di�érentes structures hiérarchiques possibles) rend
cette technique irréalisable.

Les études menées dans ce document sont basées sur ces modèles analytiques utilisant la
géométrie stochastique. Cette approche nouvelle a l'avantage de permettre de travailler sur
des modèles macroscopiques, décrivant la topologie des réseaux avec un nombre de paramètres
extrêmement limité. Les résultats assez puissants sur les processus ponctuels (Calcul de Palm)
permettent d'obtenir des formules explicites (souvent simples) comme une fonction de ces
paramètres.

Nous avons pris connaissance des techniques de modélisation de réseaux par la géométrie
stochastique grâce à des travaux récents du CNET et de l'INRIA sur le dimensionnement de
la boucle locale et de réseaux mobiles. Des travaux préliminaires nous ont ensuite encouragés
à appliquer cette technique à l'étude de protocoles de routage. Nous avons conscience que les
concepts mathématiques manipulés ne sont pas encore très connus de la communauté Réseaux.
C'est pour cette raison qu'il nous est apparu nécessaire d'inclure en troisième partie (annexes)
une brève présentation des concepts mathématiques et des théorèmes utilisés.

1.2.3 Organisation du document

Ce document est organisé en trois parties. La première partie traite du routage multicast.
La seconde partie est consacrée au routage sensible à la qualité de service. Finalement, la
troisième partie regroupe les annexes résumant les résultats et les concepts nécessaires à la
compréhension des modèles utilisés.
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Chapitre 2

Le Routage Multicast

Dans cette partie, nous nous concentrons sur le routage multicast et plus particulièrement
sur les algorithmes et protocoles de routage multicast hiérarchiques. Nous commençons par
une brève introduction sur le routage multicast dans l'Internet � sauf mention explicite, nous
ne parlerons que des réseaux IP, les seuls possédant à ce jour de véritables capacités multicast.

2.1 Introduction

Le multicast est une technique particulière permettant de réduire considérablement les
coûts de transmission pour des communications de groupes (c.à.d. un émetteur vers plu-
sieurs récepteurs (�one-to-many�), ou plusieurs émetteurs vers plusieurs récepteurs (�many-to-
many�)). Nous commençons cette introduction sur cette nouvelle technique en présentant les
avantages du multicast sur le point-à-point ou la di�usion (�broadcast�) et en analysant les
contraintes technologiques que cette technique implique.

2.1.1 Origine du mot.

L'introduction de nouvelle techniques de di�usion de groupe a engendré la création de
nouveaux mots de vocabulaire. Les communications traditionelles, faisant intervenir une source
et un destinataire, sont parfois quali�ées de communication �unicast�. Ce néologisme a été
formé à partir du mot �broadcast� en introduisant le pré�xe �uni� pour bien spéci�er que cette
communication ne fait intervenir qu'une source et un destinataire. Le mot �multicast� est
également un néologisme formé à partir du mot anglo-saxon �broadcast�. Le pré�xe �multi�
spéci�e dans ce cas que la communication implique plusieurs récepteurs (et peut-être également
plusieurs émetteurs). Ce mot n'est pourtant pas à confondre avec son ancêtre �broadcast� qui
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désigne une di�usion totale. En e�et, une di�usion multicast ne fait pas intervenir toutes les
machines connectés à un réseau mais seulement un sous-ensemble bien dé�ni de ces machines.

2.1.2 Avantages du multicast.

Le multicast a été introduit avec l'avènement des applications multi-parties (conférences
sur Internet, etc.) et les applications de travail collaboratif (traitement de texte partagé,
simulations réparties, etc.). Autrement dit, le mot multicast est indissociablement lié à la
notion de communication de groupe, cette technique ayant été introduite a�n de réduire les
coûts de communication pour ce genre d'applications.

3

2

1

A

B

DC

(a) Di�usion en Unicast

Multiplication

(b) Di�usion en Multicast

Noeud Hote membre du groupeHote

Fig. 2.1 � Intérêt du Multicast

Avec une technique traditionnelle �unicast�, une communication faisant intervenir plusieurs
récepteurs nécessite l'émission successive de la même information, et ce autant de fois qu'il y
a de destinataires. Il est facile de comprendre le gâchis en terme de bande passante que ces
répétitions d'informations strictement identiques représentent. La �gure 2.1(a) représente une
di�usion partielle vers 3 stations sans capacités multicast, de sorte que la même information
est envoyée 3 fois sur le premier lien et 2 fois sur le lien A-C.

Lorsque les n÷uds du réseau possèdent des capacités de multiplication, il est possible pour
la source d'envoyer un seul message, qui sera copié et envoyé sur les di�érentes �branches de
l'arbre� multicast lorsque ceci est nécessaire. La �gure 2.1(b) représente une di�usion partielle
lorsque les n÷uds du réseau possèdent ces capacités multicast.
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2.1.3 Le point de vue de la signalisation.

Du point de vue de la signalisation, le multicast introduit également de nouvelles facilités
et de nouveaux concepts. Dans le cas unicast, les di�érents récepteurs doivent se faire connaître
à la source, un à un, a�n que celle-ci puisse envoyer l'information avec l'adresse de chaque
destinataire. Ceci peut aussi être le cas pour des connexions point-à-multipoints avec Frame-
Relay ou ATM, où c'est encore à la source de gérer le groupe : Les nouveaux destinataire se
font connaître à la source qui doit alors rajouter une nouvelle branche à son arbre de di�usion.
De même à chaque départ d'une feuille, la source doit enlever la branche correspondante.
Cette signalisation �basée à la source� est donc adaptée pour des groupes de faible taille, ou
lorsque la source désire restreindre l'entrée dans le groupe. Pour des di�usions de très grande
envergure1 cette technique n'est pas réalisable, car la gestion du groupe à proprement parlé
pourrait saturer la source.

A

B

DC

(a) Signalisation revenant à la source

A

B

DC

(b) Signalisation basée au niveau des récep-

teurs

Noeud Hote membre du groupeHote

Fig. 2.2 � Point de vue signalétique.

Avec les nouvelles techniques multicast a donc été introduite une signalisation basée au
niveau des récepteurs2. Dans ce cas, la source n'a absolument pas à se soucier de la taille du

1Une séquence d'information �CNN Live� par exemple pourrait être suivie par des centaines de milliers de

personne sur l'Internet dans un avenir proche. Pour donner un ordre d'idées, les di�usion vidéo du décollage

des fusées de la NASA sont d'ors et déjà suivis par plus d'un millier de personnes en moyenne, même si le

réseau expérimental multicast (le �M-bone�) est encore très limité � seuls les grandes universités et quelques

laboratoires de recherche y sont connectés. Les départs et les arrivées dans ce groupe sont extrèmement fré-

quents.
2C'est le cas dans les réseaux IP. Bien que l'ATM ne dispose pas de capacités multicast à proprement

parlé, une signalisation �basée récepteur� est en cours de développement [64] à l'ATM Forum pour faciliter la
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groupe, toute la gestion de l'arbre étant e�ectuée par le réseau 3. Les hôtes désirant participer
à la communication utilisent alors des messages spéci�ques pour joindre le groupe, le réseau
possédant des mécanismes pour permettre de rajouter une nouvelle branche menant vers cette
destination. La �gure 2.2 illustre la di�érence entre les approches où l'initiative appartient à
la source ou aux récepteurs.

2.1.4 Contraintes technologiques.

Nous avons rapidement présenté les principales motivations qui ont permis de créer le
multicast. Cette technique requiert des capacités supplémentaires à mettre en ÷uvre dans le
réseau.

� Capacités de Multiplication. Nous avons mis en évidence précédemment que le multicast
ne peut fonctionner que si les n÷uds du réseau sont pourvus de capacité de duplication
des informations reçues.

� Adressage. Nous avons jusqu'à présent passé sous silence ce problème. Nous avons vu
que si les capacités de duplication sont présentes dans le réseau, il su�t à la source
d'envoyer une seule fois cette information pour joindre tous les destinataires. Mais vers
quelle adresse est envoyée cette information ? Dans un réseau en mode datagramme, nous
pourrions penser à inclure dans les paquets la liste des adresses de tous les destinataires.
Ceci ne serait bien sûr pas réalisable pour de grands groupe. Il est donc nécessaire de
dé�nir une adresse spéci�que identi�ant le groupe.

� Protocoles et Signalisation. Il est nécessaire de mettre en place des procédure spéci�ques
a�n de construire les arbres de di�usion. On peut distinguer deux types d'interfaces
mettant en jeu des procédures di�érentes :
� Hôte-Réseau. Des messages doivent être dé�nis pour permettre aux hôtes de faire part
au réseau de leur désir de joindre ou de quitter un groupe donné.

� Réseau-Réseau. Des procédures doivent ensuite être mises en place pour construire ou
modi�er l'arbre multicast selon les requêtes des hôtes. On parle de �routage multicast�.

2.2 Fonctions à mettre en ÷uvre

gestion des connexions point-à-multipoints. Il s'agit des capacités LIJ (�Leaf Intiated Join�) introduites dans

l'UNI 4.0 [65]. Ces capacités ne sont pas encore disponibles car elles ne sont pas encore supportées par PNNI v.1

[63].
3Avec certains protocoles IP, la source ignore même s'il existe des récepteurs dans le groupe multicast qu'il

a créé.
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Dans cette section, nous revenons plus précisément sur les contraintes technologiques évo-
quées dans le paragraphe précédent.

2.2.1 Capacités de Duplication

Nous avons vu l'intérêt (en terme de bande passante économisée) d'introduire des capacités
de duplication dans le réseau. Cette multiplication peut avoir lieu à deux niveaux :

� Au niveau des réseaux à accès multiple . La plupart des segments LAN (ou BMA4) ont
des capacités di�usantes qui peuvent être utilisées pour éviter de retransmettre plusieurs
fois l'information. Le �ltrage est alors assuré au niveaux des routeurs ou des hôtes. Les
segments Ethernet possèdent de véritables capacités multicast (le �ltrage 5 étant alors
assuré au niveau 2 au lieu du niveau 3). Certains réseaux WAN (ou NBMA 6) comme
Frame-relay ou ATM possèdent également des liaisons point-à-multipoints 7 permettant
de joindre directement plusieurs destinataires.

� Au niveau des routeurs. La plupart des matrices de commutation actuelles permettent de
dupliquer un élément d'information vers plusieurs ports de sortie. Cette fonctionalité est
particulièrement facile à mettre en ÷uvre pour des architectures de commutation basées
sur un bus di�usant. La nature di�usante du �fond de panier� se prête en e�et très bien
à cette tâche � il su�t d'autoriser à plusieurs ports de sortie d'écouter simultanéement
le médium pendant l'intervalle de temps (�slot�) désiré.

En conclusion, les architectures actuelles permettent en général la duplication d'informations.
L'introduction de capacités multicast dans le réseau est le plus souvent un problème logiciel,
et non matériel.

2.2.2 Adressage

Nous avons vu que l'introduction de capacités multicast nécessite la dé�nition d'un adres-
sage de groupe. A chaque communication multicast est associée une adresse spéci�que. Les
machines désirant participer à la session multicast doivent joindre l'adresse de cette session. Il
faut remarquer que l'introduction de ces adresses impose des comportements qui ne pouvaient
exister dans le cas de communications unicast. En particulier,

� Plusieurs stations peuvent avoir la même adresse multicast : en e�et, tous les membres
du groupe possèdent la même adresse multicast, quelque soit leur localisation sur le

4BMA : Broadcast Multiple Access.
5Des adresses MAC multicast sont dé�nies.
6NBMA : Non Broadcast Multiple Access.
7Les liaisons multipoints-à-point (�VC-Merging�) sont également en cours de normalisation à l'ATM Forum

(PNNI v.2 [64]). Les liaisons multipoints-à-multipoints ne sont par contre pas encore disponibles.
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réseaux (c.à.d. indépendamment de leur adresse unicast).
� Un hôte peut posséder autant d'adresses multicast qu'il désire, suivant le nombre de
sessions qu'il veut joindre.

0 ...

1 0 ...

1 1 0 ...

1 1 1 0 ...

1 1 1 1 ...

A

B

C

D

E

Classe

0.0.0.0  à  127.255.255.255

128.0.0.0 à 191.255.255.255

192.0.0.0 à 223.255.255.255

224.0.0.0 à 233.255.255.255

...

BornesReprésentation binaire

Fig. 2.3 � Plan d'adressage IPv4.

Adresses IP de groupe.

Pour envoyer des données vers un groupe multicast, il su�t d'envoyer à son routeur par dé-
faut des paquets dont l'adresse destinataire est l'adresse du groupe en question � un émetteur
n'a même pas besoin de s'enregistrer comme étant un membre du groupe dans les réseaux mul-
ticasts de l'Internet. En IPv4, les adresses de groupe (ou adresses multicast) sont des adresses
réservées (ou interdites) du plan d'adressage. Plus précisément, il s'agit d'adresses de classe D
(cf. �gure 2.3) � classe d'habitude interdite dans l'Internet.

Adresses ATM Multicast.

Cette propriété des réseaux ATM est souvent méconnue, et pourtant les adresses de groupe
existent également dans ces réseaux ! L'UNI 8 version 4.0 de l'ATM-Forum [65] dé�nit en e�et
ce type d'adresse, même si les réseaux ATM ne supportent pas le multicast pour l'instant. Ces
adresses sont utilisées pour le �anycasting� (voir plus loin) présenté dans l'UNI 4.0 et P-NNI
version 1 [63, pages 32-34]. Les adresses de groupe ATM sont facilement reconnaissables à leur
champ AFI9 bien spéci�que (un champ AFI de groupe est associé à chaque AFI individuel),
comme présenté dans [65, Annexe 5]. La �gure 2.4 représente les di�érents formats d'adresses
ATM dé�nies10.

Remarque 2.1 �Anycast� est encore un nouveau néologisme inspiré de �unicast�, �multicast�
et �broadcast�. Comme le pré�xe anglo-saxon �any� l'indique, il ne s'agit pas de di�usion mais

8UNI : User-Network Interface.
9AFI : Authority and Format Identi�er.

10Sur la �gure 2.4, DSP signi�e �Domain Speci�c Part�, DCC désigne le �Data Country Code� et ICD le

�International Code Designator� � voir [65] pour plus de détails.
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d'une transmission vers un membre du groupe (et un seul). Il ne s'agit bien entendu pas de
n'importe quel membre du groupe, le routage s'assure en général que la connexion soit ouverte
vers le membre du groupe le plus proche de l'appelant. Cette propriété est très utilisée pour
contacter des serveurs11.
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Fig. 2.4 � Plan d'adressage ATM.

2.2.3 Protocoles et Signalisation

Traditionnellement, les hôtes ne sont jamais impliqués dans le routage sauf pour des besoins
particuliers12. Cette séparation des tâches se retrouve également dans le cas du multicast.

Interface Hôte-Réseau.

Dans le réseau Internet, la signalisation multicast entre un hôte et son routeur par défaut
est assurée par le protocole IGMP (Internet Group Membership Protocol) [75]. Il s'agit d'un
protocole extrèmement simple de �polling�. Le routeur en charge d'un sous-réseau IP envoie
régulièrement des requêtes (avec un TTL13 de 1) pour connaître l'appartenance des hôtes du
sous-réseaux aux di�érents groupes multicast. Les hôtes du sous réseau renvoient (après un
temps aléatoire, pour éviter les collisions) au routeur un message dans lequel ils spéci�ent à
quels groupes (c.à.d. à quelles adresses de classe D) ils appartiennent. Des messages supplé-
mentaires viennent se gre�er à ces requêtes/réponses dans IGMP version 2 [75] a�n de prendre
en compte plus rapidement l'arrivée ou le départ d'un membre du groupe.

Interface Réseau-Réseau.

Les routeurs IP disposent grâce au protocole IGMP des informations sur les groupes mul-
ticast qu'ils doivent laisser passer sur leurs interfaces � car des hôtes situés derrière ces

11Serveur LEC ou LECS dans LAN Emulation par exemple.
12Redondance en cas de panne d'un routeur, ou routage en mode passif pour des serveurs possédant de

nombreuses interfaces.
13TTL : Time To Live.
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interfaces désirent participer à ces groupes. Il ne s'agit néanmoins que d'informations locales.
Il est nécessaire de mettre en place des procédures entre routeurs a�n de construire l'arbre de
di�usion multicast. C'est le rôle des protocoles de routage multicast. Nous consacrons le reste
de ce chapitre à ce sujet.

2.3 Principaux types d'arbres

Avant d'étudier plus en détail les di�érents protocoles de routage multicast, il nous a semblé
nécessaire de présenter les di�érents types d'arbre de di�usion qu'il est possible de construire.
En e�et, une des di�cultés majeures dans le développement de protocoles de routage multicast
est le choix du type d'arbre. Il n'y a en e�et pas de choix �canonique� : Certains arbres ont
d'excellentes performances du point de vue des délais de bout-en-bout mais utilisent en général
beaucoup de ressources. D'autres types d'arbres permettent d'utiliser le minimum de ressources
possibles mais peuvent conduire à des délais de bout-en-bout assez médiocres, etc.

Dans cette section, nous présentons les principaux types d'arbres en insistant sur leurs
avantages et inconvénients respectifs. A�n de comparer ces arbres, il nous faut d'abord dé�nir
les critères de performances les plus signi�catifs 14 :

� Complexité. La construction de l'arbre permettant de joindre les di�érents membres du
groupe multicast nécessite des algorithmes plus au moins complexes selon le type d'arbre
sélectionné. La complexité peut être mesurée de deux façon selon que l'on considère un
groupe statique ou dynamique.
� Dans le cas statique, il s'agit de joindre une liste de n÷uds donnée.
� Dans le cas dynamique, nous étudions la capacité de l'arbre à s'adapter à l'arrivée ou
au départ d'une feuille avec le moins d'opérations possible.

� Coût. Le �coût� de l'arbre est mesurée en fonction des ressources utilisées. En général,
il s'agit uniquement du nombre de liens impliqués dans l'arbre construit.

� Délais. Les délais de bout-en-bout sont également importants pour les �ux à contraintes
temporelles ou pour des applications interactives.

Il est di�cile de comparer les performances d'un arbre par rapport à un autre, car les
résultats obtenus dépendent évidemment de la topologie considérée. Les comparaisons n'ont
donc de sens que sur des performances �moyennes� sur des topologies très variées. Les résultats
que nous mentionnons dans la suite sont tirés de résultats de simulation [11, 26, 25] obtenus sur
un très grand nombres de topologies, tirées grâce à des générateurs de graphes aléatoires [28].
Dans la suite de cette section, nous décrirons donc des comportements globaux (en moyenne
sur un grand nombre de topologies possibles).

14Nous les citons dans un ordre arbitraire.
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2.3.1 Arbre partagé/Arbre spéci�que

Tout d'abord, il est important de noter que les arbres multicasts peuvent être classés
en deux grandes catégories : les arbres partagés ou les arbres spéci�ques à une source. Un
arbre spéci�que est construit à partir d'une source déterminée, de sorte qu'il est nécessaire
de construire plusieurs arbres pour un même groupe multicast si ce groupe comprend plu-
sieurs émetteurs. Il s'agit donc d'arbres unidirectionnels (de la source vers les récepteurs). Au
contraire, un arbre partagé est établi une fois pour toute pour interconnecter tous les membres
du groupe multicast. Il s'agit donc d'arbres bidirectionnels, où il n'y a pas de distinction entre
émetteurs et récepteurs.

(a) Arbre spéci�que à une source. (b) Arbre partagé.

Fig. 2.5 � Arbres partagés ou spéci�ques à une source.

Sur la �gure 2.5 sont représentés ces deux types d'arbre pour un réseau simple � les
membres du groupe multicast étant représentés en bleu. Comme nous pouvons le voir, les
arbres spéci�ques peuvent utiliser un plus grand nombre de liens. La di�érence entre ces deux
types d'arbre porte sur le nombre d'états à stocker pour maintenir l'arbre en place. Dans le cas
d'arbres spéci�ques, il y a un arbre à décrire pour chaque source. Autrement dit, les n÷uds du
réseau doivent stocker un nombre d'états de l'ordre de grandeur O(GS) où G est le nombre
de groupes multicast présents dans le réseau et où S désigne le nombre moyen de sources par
groupe multicast. Dans le cas des arbres partagés, au contraire, le nombre d'états à stocker ne
dépend pas du nombre de sources, de sorte que l'ordre de grandeur est dans ce cas en O(G).

Les arbres partagés sont donc plus adaptés pour des réseaux étendus et des réseaux de
transit (devant véhiculer des informations d'un très grand nombre de groupes multicast). Nous
reviendrons sur cette remarque lorsque nous aborderons le protocole PIM et les travaux actuels
de l'IETF.

Remarque 2.2 Nous n'avons pas traité dans ce paragraphe des phénomènes de concentration
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que peuvent engendrer certains types d'arbres. Si les arbres partagés sont plus économiques
en terme de ressources (nombre d'états), des phénomènes de congestion peuvent apparaître
au niveau de certains liens qui fédèrent le tra�c provenant des di�érentes sources du groupe
multicast. A l'opposé, les arbres spéci�ques permettent de distribuer le tra�c provenant des
di�érentes sources sur des chemins di�érents, générant ainsi moins de congestion [18, 10]. Tout
dépend en fait du choix e�ectué pour dé�nir un ��ux� dans le contexte du multicast : Soit
une di�usion d'une source donnée vers des destinataires, ou seulement une communication
de groupe, indépendamment de qui émet. Cette di�érence est bien mise en évidence dans le
contexte du protocole RSVP15 par exemple [68].

2.3.2 Arbre de plus court chemin (SPT)

Les arbres de plus court chemin, nommés SPT (de l'anglais �Shortest Path Tree�), sont les
arbres les plus utilisés actuellement.

Construction.

Les arbres SPT sont extrêmement simples à construire : Chaque feuille de l'arbre est connec-
tée à la source en utilisant le plus court chemin dé�ni par le protocole de routage unicast
sous-jacent. Néanmoins, les capacités multicast des n÷uds du réseau sont utilisées car deux
branches qui se réunissent en un point donné sont fusionnées. Par exemple, les branches D−B
et E −B se rejoignent au niveau du n÷ud F sur la �gure 2.6.

Remarque 2.3 A�n de pouvoir di�érencier les di�érents arbres d'un même groupe, les routeurs
doivent consulter l'adresse source des paquets reçus. Avec le routage unicast, les décisions sont
basées sur l'adresse du destinataire uniquement. Pour le routage multicast, il est nécessaire de
consulter à la fois l'adresse du destinataire (adresse de groupe) et l'adresse source dans le cas
des arbres spéci�ques.

Performances.

Par construction, les délais de transmission de ce type d'arbre sont minimaux (et ce quelque
soit la topologie considérée). Du point de vue de l'utilisation des ressources, les arbres SPT ne
sont par contre pas très économiques. Tout d'abord, il s'agit d'arbres spéci�ques. D'autre part,
chaque branche est construite indépendamment des autres par routage unicast, sans se soucier
de l'éventuel proximité de n÷uds du même groupe multicast. Il serait possible d'économiser

15RSVP : Resource reSerVation Protocol. Deux types de réservations sont dé�nies : soit une réservation

explicite pour un couple (Source,Groupe) ou une réservation partagée pour le groupe, indépendamment de la

source, notée (∗, Groupe).
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Fig. 2.6 � Arbre de type SPT.

des ressources en rejoignant une branche existante, même si les délais de bout-en-bout en
seraient légèrement a�ectés. Par exemple, la liaison A−E est très coûteuse : En passant par
A − C − F , une économie d'un lien serait opérée. Par contre les délais pourraient en être
a�ectés puisqu'il faudrait alors 5 �sauts� pour passer de A à E au lieu des 4 sauts préconisés
par l'algorithme de plus court chemin16.

2.3.3 Arbre de Steiner

Les arbres de Steiner ne sont pas encore mis en ÷uvre 17 mais constitue une approche
intressante du point de vue théorique et extrêmement prometteuse. Un arbre de Steiner est
un arbre partagé permettant de connecter les membres du groupe à travers un graphe donné,
et ce en minimisant les ressources utilisées. La �gure 2.7 montre un exemple d'arbre de Steiner
(utilisant un nombre minimal de liens) sur un graphe relativement simple.

Construction.

La construction d'un arbre de Steiner est un problème NP-complet, ce qui le rend extrê-
mement di�cile à mettre en ÷uvre dans un réseau de grandes dimensions. Il s'agit néanmoins
d'un problème bien connu de la théorie des graphes et il existe une littérature abondante sur
le sujet (voir [14] par exemple). Des nombreuses heuristiques ont été proposées, l'heuristique
KMB [16] (des initiales de ses trois inventeurs) étant l'une des plus connues et des plus uti-

16Si la métrique choisie est le nombre de sauts.
17A l'exception de quelques réseaux expérimentaux de faible taille.
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Fig. 2.7 � Arbre de type Steiner.

lisées18. La plupart des heuristiques se ramènent à un problème de type �arbre couvrant de
poids minimum� (ou �minimum spanning tree� 19). Imaginons que les routeurs disposent de la
topologie du réseau (un graphe) et de la localisation des membres du groupe multicast. Les
heureustiques de Steiner contiennent en général les trois étapes suivantes :

1. Le graphe original est réduit de manière à ne conserver que les n÷uds du groupe mul-
ticast. Il s'agit d'un graphe maillé dont les arêtes sont marquées par les poids des plus
court chemins joignant les deux points considérés.

2. Un algorithme d'arbre couvrant est utilisé sur le graphe réduit : Seule une partie des
arêtes est ainsi sélectionnée.

3. Les branches correspondant aux arêtes sélectionnées dans l'arbre couvrant de poids
minimum (sur le graphe réduit) sont alors construites.

Il a été prouvé que les arbres construits par ce type d'heuristiques utilisent dans le pire des
cas 2 fois de liens qu'un arbre de Steiner � Cette borne est très pessimiste puisque des
simulations donnent une ine�cacité (ratio coût heuristique / coût Steiner) moyenne de 1, 05

pour l'algorithme KMB [25]. Les principales variations parmi les di�érentes heuristiques portent
sur le troisième point, certaines d'entre eux essayant d'inclure dans l'arbre des points du graphe
dont la connectivite est importante a�n de réduire le coût de l'arbre (les �points de Steiner�).

Remarquons qu'en dehors des considérations de complexité, la construction d'un arbre de
Steiner nécessite la connaissance de la localisation de la totalité des membres du groupe :
Ces informations ne sont pas toujours présentes car elles requièrent la mise en ÷uvre d'un

18Pas dans les réseaux réels, puisque ce type d'arbre n'est quasiment pas utilisé, mais pour les simulations.

Le coût d'un arbre est en e�et systématiquement comparé à celui d'un arbre de Steiner.
19Spanning Tree : Il s'agit de rejoindre tous les points d'un graphe en utilisant le moins de ressources
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protocole de dissémination d'informations sur les groupes multicast. Nous pouvons donc voir
que ce type d'arbre est mal adapté dans un contexte dynamique : Il faut annoncer le départ ou
l'arrivée de membres du groupe dans tout le réseau (ou tout au moins dans toute le domaine
de routage).

De plus, la littérature porte en général sur le problème �statique� de construction. Des
heuristiques permettant de modi�er l'arbre a�n de rajouter ou de supprimer une feuille ont
été peu traitées. Les heuristiques de type Steiner mentionnées précédemment ne sont en gé-
néral pas itératives : Pour que les performances (en terme de consommation des ressources)
soient maintenues malgré les changements qui surviennent dans le groupe, il est nécessaire de
recalculer entièrement l'arbre de di�usion à chaque changement. Des heuristiques plus simples
à mettre en ÷uvre et permettant d'ajouter de nouvelles branches sans modi�er la totalité
de l'arbre ont été étudiées dans [25, 11]. Certaines variantes des heuristiques classiques (type
KMB) peuvent également être itératives [29]. Toutes les variantes itératives conduisent à une
utilisation des ressources moins intéressante [25, 11].

Performances.

Par construction, les arbres de Steiner sont optimaux vis à vis du coût (c.à.d. de l'utilisation
des ressources) � les heuristiques ne permettant bien sûr pas des coûts optimaux. Les délais
subis à la traversée ce type d'arbre peuvent par contre être assez médiocres. Sur la �gure 2.7 par
exemple, il faut 5 sauts pour relier les n÷uds B et E alors que 3 sauts su�raient. Les délais ne
sont pas satisfaisants (pour des �ux à contraintes temporelles) dans certains con�gurations, les
arbres de Steiner conduisant parfois à des arbres en �couronne�. Pour illustration, la �gure 2.8
montre un cas pathologique ou il est nécessaire de passer par 4 liens pour joindre les deux
extrémités, alors que ces deux n÷uds sont directement connectés.

Fig. 2.8 � Un cas pathologique.

Remarquons que de nombreuses études ont été e�ectuées sur les arbres de Steiner avec
contraintes (sur les délais) [20, 29]. Les heuristiques développées permettent d'obtenir de
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meilleurs délais de bout-en-bout, au prix d'un coût supérieur.

2.3.4 Arbre centré (CBT)

Nous avons vu l'intérêt des arbres partagés pour réduire le nombre d'états à stocker au
niveau des n÷uds du réseau. L'arbre de Steiner permet de construire des arbres partagés, mais
la construction de ces arbres est très complexe et nécessite la localisation de tous les membres
des groupes multicast (information inconnue dans l'Internet actuel 20 par exemple). Les arbres
centrés permettent de construire des arbres partagés de manière extrêmement simple. De plus,
les performances obtenues par ces arbres peuvent être intéressantes.
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Fig. 2.9 � Arbre de type CBT.

Construction.

Un n÷ud du réseau est désigné comme �point de rendez-vous� ou un �centre� � d'où
la désignation anglosaxone �Center Based Tree� (CBT). Pour connecter une feuille à l'arbre
multicast, il su�t de connecter cette feuille au RP (c.à.d. au point de rendez-vous) par le plus-
court chemin (en utilisant le routage unicast sous-jacent). Comme dans le cas d'un arbre SPT,
les branches se rejoignant en un même point sont fusionnées. Par exemple, les branches E−R
et D −R se rejoignent au niveau du n÷ud F sur la �gure 2.9.

La construction d'un arbre centré est donc extrêmement simple mais elle requiert la
connaissance du point de rendez-vous. En général, les points de rendez-vous sont statiques

20Dans l'internet actuel... Et très certainement dans le futur également, les spécialistes de l'IETF étant tout à

fait hostile à la propagation de ce genre d'informations au niveau du routage externe � Ce genre d'information

ne pouvant être �agrégé� (voir deuxième partie).
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(�xés une fois pour toute par l'administrateur) de sorte que cette information est entrée lors
de la con�guration des n÷uds du réseau. Des mécanismes permettant d'obtenir l'identité d'un
point de rendez-vous dynamiquement sont en cours de développement [13]. A�n d'éviter de
trop grandes concentrations de tra�c au niveau d'un point de rendez-vous, il existe en général
plusieurs RPs, chacun étant responsable d'une plage d'adresse multicast. La sélection du RP
adéquat est donc extrêmement simple après consultation de l'adresse du groupe que la feuille
cherche à joindre (par �hashing�).

Performance.

Les performances des arbres centrés dépendent de l'emplacement du point de rendez-vous.
Il est facile de voir que le RP a tout intérêt à être situé au �milieu� du réseau (si ceci à un sens...).
Il serait tentant de choisir le RP dynamiquement en fonction de la localisation des membres du
groupe, a�n de minimiser les ressources utilisées (et éventuellement sous contraintes du point
de vue des délais du bout en bout). Cependant, cette optimisation nécessite la localisation de
tous les membres du groupe21. De plus, il s'agit, comme pour le cas de l'arbre de Steiner, d'un
problème NP-complet. Des heuristiques très simples, et donc exploitables dans un réseau opé-
rationnel, ont été développées[12]. Néanmoins, ces heuristiques n'ont jamais été véritablement
mises en ÷uvre dans l'Internet. Les RP sont généralement �xés administrativement, indépen-
damment de la location des membres du groupe. Notons que même lorsque le RP est placé
de manière arbitraire, les performances moyennes (délais, coûts) sont raisonables : Le gain en
terme de ressources utilisés peut être très signi�catif par rapport à des arbres SPT dans le cas
d'applications many-to-many, sans que les délais en soient trop a�ectés [10].

2.3.5 Bilan

Sur la table 2.1 sont résumés schématiquement les caractéristiques moyennes des trois
types d'arbres multicast étudiés. Les résultats annoncés sont issus des remarques faites dans
les trois paragraphes précédents et d'après des résultats de simulation biens connus dans le
monde Internet [26, 11, 10].

Les arbres de Steiner sont donc particulièrement intéressants du point de vue théorique
car ils permettent de réduire considérablement les ressources (nombre de liens et états dans
les routeurs) utilisés par un groupe multicast. Dans un réseau de grande dimension ou un
réseau de transit, cette solution pourrait être très intéressante si sa mise en ÷uvre n'était pas

21Dans la plupart des protocoles construisant ce type d'arbre, les RP ne savent absolument pas combien de

machines sont connectés au groupe. En fait, ce n÷ud ne prend conscience qu'il est un RP que lorsqu'il reçoit

une demande de raccordement au groupe.
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SPT CBT Steiner
Complexité Faible Faible Grande
Dynamisme Bon Bon Mauvais
Coût Important Moyen Faible
Etats O(GS) O(G) O(G)

Délais Faible Moyen Moyen
Concentration Faible Forte Forte

Tab. 2.1 � Comparaison des principaux types d'arbres.

si complexe. A cause de son manque de dynamisme et de la trop grande complexité associée
à sa construction, les arbres de Steiner ne sont pas utilisés à l'heure actuelle.

Les arbres SPT sont les plus utilisés pour leur simplicité et leurs excellentes performances
pour les �ux multimédia ou les �ux interactifs (faible délais et faible concentration 22). Néan-
moins, ce type d'arbre consomme beaucoup de ressources (nombre d'états, nombre de liens mis
en jeu) : Il serait préférable d'utiliser des arbres partagés pour des applications many-to-many
sans contraintes temporelles trop exigentes.

Les arbres CBT apparaissent comme une solution intermédiaire par rapport aux deux cas
extrêmes précédents : Les délais peuvent être assez bons si le RP est bien placé et l'utilisation
de ressources est très nettement réduite par rapport à des arbres SPT dans le cas de groupes
possédant plusieurs sources. Ce type d'arbre est de plus très facile à mettre en ÷uvre, de sorte
que cette solution est préconisée pour des applications �many-to-many� sans contraintes temps
réelles trop exigeantes. Étant donné qu'il s'agit d'un arbre partagé (et donc réalisable dans de
grand réseaux23) facile à construite, ce type d'arbre est également envisagé pour des réseaux
de transit (c.à.d. pour le routage externe24 IP par exemple).

Remarque 2.4 Nous n'avons présenté dans cette section que les arbres élémentaires. D'autres
variantes existent, comme les arbres hiérarchiques dont nous parlons à la �n de ce chapitre et
qui seront également l'objet d'étude du chapitre 3.

2.4 Protocoles de Routage Multicast existants

Dans cette section, nous décrivons rapidement l'état de l'art sur les protocoles de routage
22Concentration : voir remarque 2.2 à la page 17 du tra�c.
23Les anglo-saxons diraient �scalable�.
24Voir partie suivante. En simpli�ant, il s'agit du routage permettant de relier des domaines de routage

indépêndants entre eux.
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multicast. Nous nous concentrons sur les protocoles de l'Internet (les autres réseaux étant
dépourvus de tels protocoles25).

2.4.1 DVMRP

DVMRP (Distance Vector Multicast Routing Protocol) fût le premier protocole de routage
multicast utilisé dans l'Internet. Il s'agit dans sa première version d'un protocole extrêmement
basique de di�usion (�broadcast�) et non de di�usion sélective : Tout paquet émis est di�usé
dans tout le réseau et est donc reçu par tous les routeurs de l'Internet. Le �ltrage n'est assuré
qu'au niveau local par les routeurs IP en fonction des informations reçues par le protocole
IGMP � l'information est transmise sur le réseau local si au moins un hôte participe au
groupe multicast.

Pour éviter les problèmes de boucles qui peuvent être créées lors de la di�usion, un pro-
tocole spéci�que, nommé �Reverse Path Broadcasting� (RPB) est utilisé � on parle aussi de
RPF (Reverse Path Forwarding). Lors de la réception d'un paquet multicast, l'adresse source
est analysée a�n de déterminer si ce paquet doit être relayé vers les autres interfaces ou être
détruit. Cette décision est prise en consultant une table de routage unicast : le port de sortie
menant (par le plus court chemin) vers la source est déterminé. Si cette interface correspond
à celle sur laquelle a été reçue le paquet, l'information est transmise en aval. Dans le cas
contraire, le paquet reçu est détruit. Cet algorithme permet donc de construire un arbre cou-
vrant, optimal pour les délais de di�usion lorsque le réseau est symétrique. L'arbre peut être
amélioré en analysant les messages échangés par le protocole de routage unicast sous-jacent
(il s'agit d'un algorithme �distance vector26�, cf. chapitre 4). Il est alors possible de déterminer
s'il et nécessaire ou non de transmettre l'information sur certaines interfaces � selon que le
plus court chemin à partir du n÷ud voisin vers la destination passe par cette interface ou
non... La �gure 2.10 représente les arbres couvrants obtenus par cette technique.

Cette technique rudimentaire n'est pas très e�cace car l'information est reçue par tous les
n÷uds du réseau, qu'ils désirent participer au groupe ou non. Le protocole DVMRP v.2 per-
met d'éliminer les di�usions vers des réseaux qui ne font pas partie du groupe par �pruning� :
Une di�usion (RPB) est régulièrement e�ectuée, de sorte que tous les routeurs du réseau re-
çoivent l'information. Les routeurs ne possédant aucun membre du groupe sur leurs interfaces
envoient ensuite un message spéci�que en amont a�n de ne plus recevoir d'information pour
ce groupe. Un routeur renvoie ce message prune en amont si toutes ces interfaces désirent

25En ATM par exemple, il n'y a pas à proprement parlé de routage multicast. Les connections point-à-

multipoints étant ouvertes branche par branche par le routage unicast.
26D'où le nom choisi de �Distance Vector Multicast Routing Protocol�. DVMRP ne fonctionne en fait avec

un protocole de routage unicast de type �distance vector�.
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Fig. 2.10 � Di�usion �Reverse Path Broadcasting�.

quitter le groupe. Ce message de �pruning� est donc transféré de proche en proche, éliminant
les branches super�ues. Après quelques échanges signalétiques, un arbre SPT est �nalement
construit, comme le montre la �gure 2.11.

Fig. 2.11 � Di�usion partielle �Reverse Path Multicasting�.

Remarquons que l'arbre SPT a été construit de manière extrêmement simple, sans qu'au-
cune information sur la localisation des membres du groupe multicast n'ait été échangée sur
le réseau. En revanche, ce protocole sou�re des limitations suivantes :

� Broadcast périodiques. A�n de pouvoir s'adapter dynamiquement aux changements dans
le groupe multicast (arrivée ou départ de feuilles), il est nécessaire de reconstruire l'arbre
périodiquement. Ces reconstructions sont assurées par une di�usion totale par RPB suivis
de nouveaux messages de �pruning�.
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� Robustesse. Le protocole de routage unicast intégré (utilisé par l'algorithme RPF) est
un protocole de type �distance vector� (cf. chapitre 4) assez rudimentaire sou�rant de
problèmes de convergence (�comptage à l'in�ni�). Les Métriques utilisées limitent de plus
l'étendue du réseau (32 sauts maximum).

� Surcoût. Ce protocole fonctionne avec son protocole de routage unicast propre (de type
�distance vector�), indépendant du protocole de routage unicast sous-jacent 27.

� Arbres SPT. Ce protocole ne peut pas construire d'arbres partagés.

Remarque 2.5 Ce protocole [85] est désormais historique, et n'est quasiment plus utilisé �
étant remplacé par le protocole PIM pour le routage interne. Par contre, le protocole DVMRP
permet d'utiliser des �tuyaux� (encapsulation IP dans IP) permettant de franchir des routeurs
ne supportant pas le multicast. DVMRP est encore utilisé dans le M-bone (voir plus loin) pour
la dé�nition de ces tunnels � Bien que dans ce cas également, ce protocole soit de plus en plus
remplacé par des solutions propriétaires (en attendant l'arrivée de standards) plus souples et
moins �bavardes�.

2.4.2 PIM

Le protocole PIM [10] doit son nom au fait qu'il peut fonctionner sur n'importe quel pro-
tocole unicast sous-jacent ("Protocol Independent Multicast") � contrairement à son prédé-
cesseur. Il s'agit en fait de deux protocoles distincts qui peuvent être utilisés de paire :

� Mode dense. Le protocole PIM-DM [72] (PIM-�Dense Mode�) est très proche du protocole
DVMRP, mais utilisant les tables de routage du protocole de routage unicast sous-jacent
(quelqu'il soit). Ce protocole permet donc de construire des arbres SPT par di�usion puis
élagage des branches inutiles (c.à.d. algorithme RPF ).

� Mode Épars. Le protocole PIM-SM [73] (PIM-�Sparse Mode�) permet de construire des
arbres CBT (par défaut, voir �gure 2.12(a)) ou SPT (sur demande explicite, voir �-
gure 2.12(b)). Les informations d'un groupe multicast ne sont transmises vers une feuille
qu'après l'établissement (une signalisation spéci�que étant dé�nie à cette �n) d'une

27Il y a donc deux protocoles de routage unicast tournant en parallèle, ce qui représente un gâchis certain

en terme d'utilisation des ressources. Néanmoins ce dédoublement a été voulu a�n de contrôler le coût des

�tuyaux� (voir remarque 2.5) pour construire une topologie logique (au dessus de la topologie physique et des

tunnels). Les métriques peuvent aussi être ajustées pour pouvoir utiliser des chemins di�érents pour le tra�c

multicast et le tra�c unicast. Si la table de routage unicast existante était utilisée, la totalité des chemins reçus

du �tuyau� serait détruite � l'algorithme RPF ne sélectionnant pas cette inferface comme la plus appropriée

pour joindre la source dans ce cas puisque les chemins unicast et multicast sont di�érents... Des techniques

alternatives comme MGBP (voir plus loin) sont plus adaptées pour les fournisseurs de service Internet (véritable

notion de �police routing�).
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branche e�ectuée � il n'y a aucun phénomène de �di�usion� comme c'est le cas dans
PIM-DM.

La �gure 2.12 résume brièvement les mécanismes mis en ÷uvre pour la construction d'un
arbre SPT ou CBT pour le protocole PIM-SM � Le fonctionnement de PIM-DM ne sera pas décrit
dans ce paragraphe, étant totalement similaire à celui de DVMRP. Avec le protocole PIM-SM,
un arbre centré est construit initialement, comme montré sur la �gure 2.12(a). Le point de
rendez-vous est �xé administrativement lors de la con�guration des routeurs. Les récepteurs
peuvent ensuite prendre l'initiative de quitter l'arbre centré et de joindre explicitement une
source donnée (cf. �gure 2.12(b)), si le tra�c émis par cette source devient soutenu (un débit
seuil est dé�ni par l'admistrateur).
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(a) Arbre centré (par défaut)
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(b) Arbre spéci�que (sur demande)

Fig. 2.12 � Signalisation du protocole PIM-SM.

La dénomination �mode épars�/�mode dense� est justi�ée par les applications visées par
chaque protocole : comme montré dans [27], le mode épars est plus économique en terme
d'échanges de signalisation ou d'états à stocker lorsque le groupe est faiblement distribué dans
le réseau (c.à.d. lorsque le nombre de membres du groupe est faible par rapport au nombre
total de n÷ud du réseau). Au contraire, le mode dense est plus adapté lorsque les membres
du groupe sont fortement concentrés dans le réseau (c.à.d. une large proportion des routeurs
du réseau désirent participer au groupe multicast). D'après des résultats de simulation, la
frontière entre ces deux modes se situe aux alentours d'une densité de 30 à 40% (c.à.d. 40%
des routeurs doivent participer au groupe multicast).

Le protocole PIM est de plus en plus utilisé dans les réseaux locaux, essentiellement sous sa
forme dense. Les fournisseurs de service s'intéressent également de plus en plus à ce protocole
pour le �sparse mode� qui permet d'éviter les di�usions intempestives dans le réseau et per-
met également de construire des arbres partagés, plus économiques en termes de ressources.
L'avantage majeur de cette solution est d'être indépendante du protocole de routage unicast



2.4. PROTOCOLES DE ROUTAGE MULTICAST EXISTANTS 29

sous-jacent et surtout de pouvoir o�rir di�érents types d'arbres ( SPT ou CBT) et di�érentes
signalisations (adaptées au mode dense ou épars) dans un même protocole 28.

2.4.3 Autres protocoles

Les protocoles les plus utilisés sont indiscutablement les protocoles PIM et DVMRP. D'autres
protocoles ont néanmoins été dé�nis et sont parfois disponibles sur le marché. C'est le cas
notamment de MOSPF et CBT.

MOSPF.

MOSPF [80] est une extension du fameux protocole de routage unicast OSPF 29 �MOSPF
signi�e �Multicast extension to OSPF�. Ce protocole construit des arbres SPT uniquement. Les
informations sur les groupes multicast sont échangées dans le réseau (grâce à des messages
�Link State Advertisements� spéci�ques). Chaque routeur dispose de la vision topologique du
réseau et de la localisation des membres du groupe multicast. Il leur est donc possible par
un simple calcul (Bellman-ford par exemple) de construire une représentation de l'arbre SPT.
Aucune di�usion ni aucun échange signalétique n'est donc nécessaire pour la construction des
arbres multicast. Les arbres partagés ne sont pas supportés.

CBT.

Le protocole CBT [9] (�Center Based Tree�) construit, comme son nom l'indique, des arbres
centrés. Il s'agit d'un protocole peu �bavard� (adapté au mode épars) proche du protocole
PIM-SM. La di�érence majeure avec ce dernier vient de la signalisation. Le protocole CBT
permet également de construire des arbres hiérarchiques centrés (voir plus loin) � la création
de ces arbres pouvait conduire à des boucles ou des blocages (�dead-locks�) dans sa première
version [21, 66], de sorte que cette facilité n'est plus présente dans CBT v.3 [66].

2.4.4 Le �M-bone�

Un réseau expérimental, nommé �M-Bone� (pour �Multicast Back-Bone�), a été introduit
dans l'Internet depuis 1992. Il relie la plupart des centres de recherches et des campus univer-
sitaires mondiaux. Les fournisseurs de service Internet ont été très réticents, au départ, à l'idée
d'o�rir des services multicast, à l'exception de quelques fournisseurs de services sur la Silicon

28Le mode �sparse/dense� est proposé par certains constructeurs. Dans ce mode de fonctionnement, le mode

�sparse� est utilisé si un point de rendez-vous est dé�ni pour l'adresse multicast du groupe. Dans le cas contraire,

le mode �dense� est utilisé
29OSPF : Open Shortest Path First. Voir chapitre 4.



30 CHAPITRE 2. LE ROUTAGE MULTICAST

Valey. Ce état de l'art est en train de changer puisque les plus grands fournisseurs de services
o�rent à présent des services multicast 30� sinon, de tels projets sont souvent à l'étude.

Architecture.

Les ressources multicast ne sont donc généralement pas supportées dans l'Internet. La
connectivité entre les domaines multicast (appelés les �nuages multicast�) est souvent assurée
par des �tuyaux� (encapsulation IP dans IP) permettant de franchir les zones qui ne supportent
pas le multicast. Historiquement, les tuyaux étaient construits grâce au protocole DVMRP dont
nous avons parlé plus haut, mais cette solution est de plus en plus abandonnée au pro�t de
protocoles propriétaires31, ce protocole n'étant pas adapté pour des réseaux de trop grande
taille32. Le manque de protocole de routage multicast viable à grande échelle, c.à.d adapté au
routage inter-domaine (ou �externe� cf. chapitre 4) constitue un frein au développement du
multicast. Des solutions sont en cours de développement chez les constructeurs et à l'IETF �
nous y consacrons la �n de ce chapitre. A l'intérieur des �nuages multicast�, n'importe quel
protocole évoqué plus haut peut être utilisé � Il s'agit le plus généralement de PIM-DM, ou
PIM-SM dans une moindre mesure.

Fonctionnement.

Le M-bone est un succès du point de vue du développement de nouvelles applications.
Nous décrivons rapidement dans la suite de cette section l'organisation de ce réseau (pour
mieux comprendre à quelles �ns tous ces protocoles de routage multicast sont utilisés ! ! !)

Jusqu'à présent, nous n'avons pas parlé d'un problème extrêmement important associé
au multicast : la gestion du plan d'adressage et les annonces de sessions multicast. Ces deux
fonctions sont assurées par des programmes appelés �Session Directory 33� utilisant les proto-
coles SDP (Session Directory Protocol [76]) et SAP (Session Announcement protocol [78]) .
Ces programmes se connectent sur une adresse IP multicast réservée sur laquelle sont annon-
cées (sous des formats spéci�és par les protocoles précédemment cités) les di�érentes sessions
multicast actuellement en cours sur l'Internet. Au delà de l'attrait pour l'utilisateur (son �pro-

30Voir http ://www.psc.edu∼mathis/contacts.html pour quelques informations o�cieuses sur les fournis-

seurs de services multicast.
31GRE, MSDP, MBGP pour Cisco par exemple. Voir http ://www.cisco.com.
32Le protocole de routage unicast sous-jacent est un algorithme �distance-vector� peu sophistiqué (sujet aux

problèmes de comptage à l'in�ni) et non-hiérarchique. Voir le chapitre 4 pour plus de précisions sur ces notions

de routage unicast.
33Les principaux logiciels sont : le sd de Berkeley ou le sdr de l'UCL.

Voir http ://www.it.kth.se/∼e93_mda/mbone/ripewg/resources.html par exemple pour une liste des sites

de téléchargement.
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gramme télévisé� en quelque sorte), les adresses multicast permettant de joindre ces sessions
sont annoncées, avec des informations sur les applications utilisées et les formats des données
transmises. Ceci permet alors à sdr (ou sd) de lancer directement les applications avec les
paramètres adéquats pour participer aux sessions sélectionnées. Ces programmes possèdent
également des protocoles de création de session et d'invitation (Session Initiation Protocol
[77]) a�n de pouvoir inviter certains membres à joindre un groupe multicast. Notons qu'il n'y
a pas réellement de contrôle de session multicast (pour des groupes privés), la sécurité étant
assurée par cryptage des données. La �gure 2.13 montre quelques captures d'écrans lors d'une
utilisation du programme sdr.

(a) Fenêtre principale (b) Description d'une session multicast

Fig. 2.13 � Exemple d'utilisation de sdr.

Il est possible de dé�nir des couvertures géographiques pour les sessions créées en jouant
sur le champ TTL34 des paquets IP. La �gure 2.14 résume les conventions de couverture géogra-

34TTL : Time To Live.
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phique du Mbone. Les paquets émis sont �ltrés aux passages dans les routeurs en fonction des
TTLs a�n d'assurer ces couvertures géographiques. Finalement, notons que lors de la création
d'un nouveau groupe multicast, l'adresse multicast du groupe est sélectionnée aléatoirement
par le �répertoire� (sdr) parmi les adresses qui semblent libres (c'est à dire pour laquelle au-
cune annonce n'a été reçue par le protocole SAP). Des architectures d'allocation d'adresses
plus élaborées sont en cours d'étude [71, 19, 69]. Le groupe �MALLOC� de l'IETF travaille
sur ce problème.

128
64

32
16

1

TTL

Réseau local
Site
Pays
Continent
Tout l’Internet

Fig. 2.14 � Couverture géographique d'une session multicast.

2.5 Travaux en cours

Le multicast dans son ensemble est un sujet extrêmement proli�que de développement
et de recherche. Nous ne citons dans la suite que quelques problèmes qui nous intéressent
directement pour la suite de cette partie, c'est à dire les travaux sur le routage multicast à
proprement parler.

Les protocoles de routage multicast intra-domaine sont à présent bien spéci�és et mis en
÷uvre. Par contre, le manque de protocole adapté aux très grands réseaux est un frein au
développement des capacités multicast dans l'Internet. Les travaux sur le routage multicast
portent donc essentiellement sur le routage multicast inter-domaine.

2.5.1 �Policy Routing�

Le protocole DVMRP est encore utilisé de nos jours pour les �tuyaux� que ce protocole
supporte et également grâce aux métriques que ce protocole transporte, indépendamment
de la topologie sous-jacente. Grâce à ces métriques propres, il est possible de contrôler le
routage sur une topologie logique (au dessus des �tuyaux�). Une application intéressante de
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cette capacité est de dé�nir des chemins di�érents pour les tra�cs unicast et multicast � ce
qui impossible si le routage unicast standard est utilisé par l'algorithme RPF.

La séparation entre le routage unicast et le routage multicast est une forme particulière
d'une notion plus générale de routage que les anglo-saxons appellent �policy-routing 35� : Il
ne s'agit plus d'un routage basé sur la topologie uniquement (plus courts chemins), mais qui
doit tenir compte d'autres contraintes. Dans l'Internet, les principales contraintes sont causées
par les accords commerciaux entre les di�érents fournisseurs d'accès ou de services Internet :
Un fournisseur de service (ISP36 A) accepte, moyennant �nance, de propager les informations
provenant de l'ISP B. L'ISP B peut être un petit fournisseur d'accès à Internet couvrant
une région, et l'ISP A un large fournisseur de service international par exemple. L'ISP B est
peut-être également relié à un autre fournisseur national ISP C. Il est probable que dans ces
conditions, L'ISP A accepte les paquets provenant de l'ISP B mais refuse les paquets qui
auraient pu traverser B en provenance de l'ISP C...

Ces accords commerciaux (entre autres) posent de fortes contraintes sur les politiques
de routage. Ces problèmes sont résolus dans le cas du routage unicast par le protocole BGP
(Border Gateway Protocol [82]). Il n'existe encore aucun équivallent dans le cadre du multicast
� rappelons nous que le M-bone est un réseau expérimental qui n'est donc pas du tout
concernés par les problèmes d'accords commerciaux évoqués plus haut.

Les solutions en cours d'étude proposent en général de propager les informations de routage
multicast par le protocole BGP de façon à béné�cier de ses capacités à gérer le �policy routing�.
Ces solutions sont basées sur le protocole BGP 4+ [67], qui permet l'échange d'informations
supplémentaires (par rapport aux informations de routage unicast). On peut citer notamment
les travaux suivants : [70, 84] et [83].

2.5.2 Arbres Hiérarchiques

Présentation.

De nombreux travaux sont également en cours sur l'utilisation des arbres hiérarchiques. Il
est en e�et reconnu que l'utilisation d'arbres partagés est ineluctable pour le routage inter-
domaine d'un réseau aussi important que l'Internet. Il n'est pourtant pas question d'utiliser
des arbres de Steiner, trop complexes et nécessitant des informations sur la localisation des
membres des groupes multicasts. Les arbres centrés apparaissent comme un candidat intéres-

35Le terme de �policy routing� utilisé pour l'Internet actuel et BGP 4 pourrait faire sourire certains spécia-

listes. Il est vrai que les fonctionalités o�ertes sont pour l'instant minimalistes. L'architecture MPLS est d'ailleurs

très attendu car elle devrait permettre un développement considérable dans ce domaine (plus généralement

sur le �fra�c engineering� dans l'Internet).
36ISP : Internet Service Provider
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sant [10]. Néanmoins, le choix du core et les problèmes associés (voir [15]) rendent di�cile leur
mise en ÷uvre à si grande échelle. L'idée d'utiliser un arbre basé sur une hiérarchie de point
de rendez-vous est donc apparue.

Domain D4
C3

C1

C4

C2

D3

D2

D5
C5

D1

Fig. 2.15 � Arbres hiérarchiques centrés à deux niveaux hiérarchiques.

Sur la �gure 2.15 est représenté un arbre centré à deux niveaux hiérarchiques. Le réseau
est divisé en domaines de routage multicast dans lesquels sont dé�nis un ou plusieurs points de
rendez-vous � chacun d'entre eux étant associé à une plage d'adresse multicast par exemple.
Au niveau hiérarchique supérieur, un (ou plusieurs) point(s) de rendez-vous central est (sont)
désigné(s) � ce n÷ud peut très bien être un RP de niveau inférieur également. Les routeurs
recevant une demande de participation au groupe multicast (via IGMP) se connectent au RP de
leur domaine (correspondant à l'adresse multicast souhaitée). Si ce RP n'appartient pas déjà
au groupe, il doit à son tour joindre unl RP de niveau hiérarchique supérieur et ainsi de suite
jusq'à atteindre le RP central. Les niveaux hiérarchiques peuvent par exemple représenter les
sites d'une entreprise puis l'entreprise, la région, le pays, le contient puis l'Internet global.

L'arbre résultant est un arbre partagé (bidirectionel) dont la construction n'est pas beau-
coup plus complexe que celle d'un arbre CBT � si on suppose la liste des cores et la dé�nition
des domaines de routage multicast connues. L'avantage de cette approche est que, malgré
sa simplicité, l'arbre hiérarchique s'adapte naturellement à la distribution géographique des
membres du groupe multicast. Si les membres du groupe sont tous localisés dans un domaine
particulier, l'arbre construit consiste essentiellement en un arbre centré couvrant le domaine et
ne fait intervenir aucun autre RP ou n÷uds des autres domaines � à l'exception du RP central.
Si des nouveaux membres du groupe apparaissent dans d'autres domaines, de nouveaux RP
interviennent, etc.

Les performances de ces arbres hiérarchiques ont été néanmoins peu étudiées. La plupart
des recherches sur les arbres hiérarchiques ont porté sur les aspects algorithmiques essentiel-
lement. Quelques brêves études par simulation sont disponibles dans [23, 21]. L'impact du
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nombre de niveaux hiérarchiques et plus générallement de la structure hiérarchique sur les
performances de ces arbres hiérarchiques centrés n'ont pas été étudiés à notre connaissance.
Il nous a semblé qu'il s'agit pourtant d'un problème essentiel pour le dimensionement de ré-
seau � Faut-il, par exemple, utiliser les domaines de routage unicast existants ou utiliser des
domaines de routage multicast plus petits (resp. grands), organisés avec plus (resp. moins)
de niveaux hiérarchiques ? Dans le chapitre suivant, nous analysons les performances d'arbres
hiérarchiques centrés grâce à une étude analytique a�n d'apporter quelques réponses à ce
problème délicat.

Nous nous sommes également intéressés aux algorithmes de construction des arbres hié-
rarchiques [7, 3], mais ces travaux sont trop peu avancés pour les inclure dans ce rapport.

Travaux relatifs aux arbres hiérarchiques centrésl.

La première architecture basée sur une hiérarchie de points de rendez-vous a été introduite
dans le protocole CBT [9] . Plus exactement, ce protocole dé�nit deux niveaux hiérarchiques : Un
point de rendez-vous principal est utilisé pour interconnectés les RPs secondaires, où viennent
se connecter les routeurs. Néanmoins, les versions récentes de CBT [66] ne possèdent plus qu'un
seul niveau hiérarchique à cause de problèmes de boucles et de blocages (�deadlocks�) identi�és
dans [21]...

La véritable notion d'arbres hiérarchiques apparaît très brièvement dans un rapport de
recherche de l'UCL37 [15]. La hiérarchie de points de rendez-vous permet en e�et de résoudre
de nombreux problèmes liés à la connaissance du point de rendez-vous avec les arbres centrés.
Les recherches n'ont hélas pas pu être poursuivies � bien que de nombreuses idées de cette
proposition aient été reprises quelques années plus tard pour le développement de l'architecture
MASC/BGMP .

Les arbres hiérarchiques centrés ont été étudiés plus en profondeur à l'UCSC 38. Dans
[21], les problèmes de boucles liées à la construction d'arbres hiérarchiques ont été étudiées.
La solution proposée résout les problèmes de boucles et de blocages dans la construction
de l'arbre � une preuve formelle du bon fonctionnement de l'algorithme étant donnée. Les
performances de ces arbres en terme de délais et de consommation de ressource sont également
brièvement étudiées par simulation. Il apparaît que les arbres hiérarchiques sont légèrement
plus complexes à construire (en terme de messages échangés) par rapport à un arbre CBT
classique. Les délais moyens peuvent par contre être améliorés signi�cativement suivant la
structure hiérarchique choisie. Dans [22], une architecture complète permettant de construire
des arbres hiérarchiques centrés à l'échelle de l'Internet est proposée par les même auteurs.

37UCL : University College London.
38UCSC : University of California at Santa Cruz.
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Vers des Réseaux ATM Multicast ?

Les arbres hiérarchiques centrés ont été également été très étudiés dans les réseaux ATM.
En e�et, ces réseaux ne possèdent pas à ce jour de capacité multicast à proprement parler
� bien que des connexions point-à-multipoints existent 39 Les connexions point-à-multipoints
actuelles sont très coûteuses en terme de ressources (arbres de type SPT). Des travaux sont
donc en cours pour permettre l'introduction d'arbres partagés dans les réseaux ATM. Les
arbres hiérarchiques apparaissent comme un excellent candidat, car la structure hiérarchique
du routage (unicast) PNNI, présentée dans le chapitre 4, peut être utilisée aisément pour
la création d'arbres hiérarchiques centrés [23]. Nous nous sommes également intéressés à ces
problèmes [5, 7], bien qu'il n'ait pas été possible de les inclure dans ce manuscrit, faute de
place.

Notons �nalement que la structure hiérarchique peut également être utilisée pour la créa-
tion d'arbres de Steiner hiérarchiques. L'avantage de cette technique est que les calculs liés à
la construction des arbres de Steiner sont toujours limités à des domaines de routage de faible
taille [24]. Remarquons néanmoins que cette solution n'a pas eu d'échos dans l'Internet, car
le nombre de niveaux hiérarchiques du réseau des réseaux est insu�sant pour travailler avec
des domaines su�samment petits40.

Développements à l'IETF.

Les développements algorithmiques sur les arbres hiérarchiques ont été suivis avec inté-
rêt par la communauté IETF et ont inspiré très nettement les développements actuels sur
l'architecture de routage multicast inter-domaine MASC/BGMP [17].

Dans cette architecture, la notion d'arbre hiérarchique à deux niveaux est utilisée, bien
qu'il ne s'agisse pas d'arbres hiérarchiques centrés. Les spécialistes de l'IETF ont en e�et
reproché à cette solution un manque de robustesse du au fait que la connectivité de l'arbre
peut être perdue au cas où le RP central deviendrait défaillant. Dans BGMP un arbre centré
est construit au niveau des domaines de routage de sorte que le point de rendez-vous est un
domaine de routage et non un routeur. La connectivité de l'arbre est donc assurée tant qu'il
existe une route (par routage unicast) menant vers ce domaine.

Le point de rendez-vous est �xé comme le domaine créateur du groupe multicast. Un
39Les connexions point-à-multipoints sont construites branche par branche par le routage unicast, sans

utiliser les adresses de groupe. Il ne s'agit donc pas de multicast. Les capacités de �Leaf-Intiated-Join� [64]

peuvent être considérées comme une solution �multicast� bien que les adresses de groupe ATM ne soient pas

utilisées. Le L.I.J. est supporté par l'UNI 4.0 mais n'est pas encore opérationnel : Il faudra attendre la sortie

de PNNI version 2...
40Ces notions de taille de domaines et de niveaux hiérarchiques sont étudiés en détail dans le chapitre 6
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protocole d'allocation d'adresse spéci�que (MASC [71]) permet d'associer à chaque domaine des
plages d'adresses multicast, de sorte que la détermination du domaine de rendez-vous est aisée.
Au niveau de chaque domaine, les informations sont relayées grâce à un protocole de routage
multicast traditionnel (DVMRP, PIM-DM, PIM-SM, etc.). Il existe donc une hiérarchie d'arbres
multicast : Un arbre centré reliant les domaines entre eux, et des arbres hétérogènes au niveau
des domaines.

Les travaux sur MASC/BGMP ont pour ambition de créer une architecture capable d'étendre
les capacités multicast au niveau de l'Internet mondial. Ces développements sont e�ectués à
l'IETF, conjointement dans les groupes BGMP et MALLOC et devraient aboutir 41 d'ici la �n
de l'an 2000.

41D'après le cahier des charges de ces groupes. Voir http ://www.ietf.org.
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Chapitre 3

Modélisation des arbres hiérarchiques

centrés

Comme nous l'avons montré dans le chapitre précédent, les arbres hiérarchiques o�rent des
propriétés particulièrement intéressantes pour le support du multicast dans de grands réseaux.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons spéci�quement aux arbres hiérarchiques centrés, dont
nous étudions les performances grâce à une étude analytique basée sur les processus ponctuels
et le calcul de Palm � ces concepts étant présentés brièvement en annexe A. Cette étude a
été menée en partie en collaboration avec François Baccelli et a fait l'objet d'une présentation
à Infocom [3].

Dans la section suivante, le modèle utilisé pour cette étude est présenté. Les di�érents
critères de performances sont ensuite évalués dans les sections suivantes : L'utilisation de
ressources de l'arbre hiérarchique est étudié dans la section 3.2, les délais moyens à la section 3.3
et les coûts de construction à la section 3.4. Quelques remarques et conclusions viennent en�n
clore ce chapitre.

3.1 Présentation du modèle

3.1.1 N÷uds du réseau

Les n÷uds du réseau seront représentés par des points tirés aléatoirement sur le plan IR2.
La nature aléatoire de cette approche nous permet de faire le minimum d'hypothèses sur la
structure du réseau � les grandeurs étudiées dans les sections suivantes étant des moyennes
par rapport à toutes les réalisations possibles du réseau.
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Plus précisément, les n÷uds du réseau (c.à.d. les routeurs par exemple) seront représen-
tés par un processus de poisson π0 homogène sur IR2 d'intensité λ0 (cf. paragraphe A.3 en
annexe). Parmi tous ces n÷uds, seule une proportion donnée désire participer au groupe mul-
ticast étudié. Nous utiliserons donc un processus π∗0 construit par amincissement de π0 avec
la probabilité p∗0. Autrement dit, un tirage de Bernouilli de paramètre p∗0 est e�ectué sur les
di�érents points de supp(π0)1 : seuls les points de supp(π∗0) seront membres du groupe mul-
ticast. Bien sûr, le processus obtenu est également homogène et son intensité est λ∗0 = λ0p

∗
0.

Remarquons que des modèles plus complexes, permettant de prendre en compte des phéno-
mènes d'inhomogénéïté dans la distribution spatiale seraient également possibles � bien que
les calculs ultérieurs seraient bien plus complexes. Nous considérerons par mesure de simpli-
cité des processus homogènes ; le cas de processus plus complexes est discuté à la �n de cette
section.

A�n d'observer un réseau de taille �nie, nous limiterons notre analyse à un ensemble W

de IR2 de surface p.s. �nie. Autrement dit, seuls les points contenus dans cette fenêtre d'ob-
servation seront considérés. Nous reviendrons dans la suite sur cette remarque. Notons dès à
présent que cette restriction spatiale dé�nit un modèle non homogène � tous les n÷uds consi-
dérés étant placés dans une fenêtre W . Cependant, nous conservons un modèle �localement
homogène� au sein de W , le processus observé étant une restriction d'un processus homogène.
Nous négligerons d'ailleurs quelques �e�ets de bord� à la frontière de cette fenêtre.

3.1.2 Points de Rendez-vous

La construction des arbres multicast centrés nécessite la dé�nition de n÷uds spéci�ques
appelés �points de rendez-vous�, notés RP2. Comme précédemment, ces n÷uds spéci�ques se-
ront représentés par des points de processus de Poisson. Si un arbre à H niveaux hiérarchiques
est utilisé, il nous faut dé�nir H processus ponctuels : π1, π2, . . ., πH−1, d'intensités respectives
λ1, λ2, . . ., λH−1 véri�ant

λ0 > λ1 > . . . > λH−1

Les n÷uds de π0 sont connectés à leur RP de niveau 1, c'est à dire à des points de supp(π1).
Certains points de supp(π1) ont donc en charge la distribution d'informations vers d'autres
routeurs, d'autres restant au contraire inactifs si ils n'ont reçu aucune demande de participation
au groupe. Ceci nous permet de dé�nir un second processus π∗1 dé�ni par amincissement de
π1 en ne gardant que les RPs �actifs�. A leur tour, les points de supp(π∗1) doivent se connecter
à un RP de niveau 2 pour rejoindre le groupe de sorte qu'il est possible de dé�nir un processus

1supp(π) désigne le support du processus π, c'est à dire l'ensemble des points de IR2 qui sont associès à ce

processus. Voir le chapitre A pour plus de précisions sur ces notations.
2RP : Rendez-vous Point.
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π∗2. Ce procédé se répète à chaque niveau hiérarchique, dé�nissant les processus π∗k pour tout
k = 1, 2, . . . ,H − 1.

Nous supposerons dans la suite que les processus π1, . . . , πH−1 sont des processus de Poisson
homogènes, indépendants entre eux et indépendants de π0. Ce choix est justi�é par le fait qu'en
général, les RPs sont choisis administrativement, c.à.d. indépendamment de la distribution
spatiale des membres du groupe multicast3.

Nous introduirons les probabilités de Palm associés aux processus π0, . . ., πH−1 que nous
noterons IPπ0

0 , . . ., IPπH−1

0 . Ces probabilités sont dé�nies en annexe A. Les grandeurs moyennes
calculées sous ces probabilités seront notées IEπ0

0 [.], . . ., IEπH−1

0 [.].

3.1.3 Structure hiérarchique

A�n de construire l'arbre hiérarchique centré, des informations sur l'identité des di�érents
RPs doivent être dissimulées dans le réseau. Pour que les membres du groupe ou les RPs puissent
être connectés à un RP de niveau supérieur. Il s'agit en général du RP de niveau supérieur
qui est le plus proche (par rapport aux distances dé�nies par le routage unicast) ou d'un RP
prédé�ni administrativement pour un domaine de routage particulier.

Dans notre modèle, nous utiliserons les pavages de Poisson-Voronoi (voir chapitre B) pour
dé�nir les domaines de routage multicast. Un RP x de supp(πk) (pour k = 1, . . . ,H − 1) sera
en charge d'une zone délimitée par la cellule de Voronoi, centrée en x et générée par πk (et
notée Cx(πk) comme dans l'annexe B). Par construction,

� Un n÷ud de supp(π∗k) est connecté au n÷ud de supp(πk+1) le plus proche (par rapport
à la distance euclidienne).

� Un n÷ud x ∈ supp(π∗k) est connecté au RP y ∈ supp(πk+1) si et seulement si x ∈
Cy(πk+1).

Nous utilisons également les cellules de Voronoi pour dé�nir notre fenêtre W et le compor-
tement de l'arbre hiérarchique au niveau le plus haut. Nous dé�nissons en e�et le processus
de Poisson homogène πH , indépendants de π0, . . ., πH−1, et d'intensité λH = 1. Les RPs actifs
de supp(π∗H−1) sont connectés au point de supp(πH) le plus proche, comme montré précé-
demment. Ceci dé�nit donc un modèle comportant une in�nité d'arbres hiérarchiques à H

niveaux. Nous nous concentrerons sur les caractéristiques moyennes (par rapport à tous ces

3Des recherches sur des algorithmes adaptatifs permettant une bonne adaptation de l'arbre à la distribu-

tion spatiale du groupe multicast sont également en cours, en collaboration avec François Baccelli. Quelques

algorithmes ont notamment été proposés dans [3].
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arbres), c.à.d. à des grandeurs du type :

1
λH |B|

IE
 ∑
x∈supp(πH)∩B

f(x)


où f(x) est une grandeur caractéristique de l'arbre centré en x au niveau hiérarchique le plus
haut et où B est une fenêtre arbitraire (par stationnarité des processus). Comme montré
au paragraphe A.4, ceci revient à considérer la cellule de Voronoi centrée à l'origine sous la
probabilité de Palm IPπH0 � cette cellule �typique� (sous Palm) représente donc la �fenêtre
d'observation� W dont nous avons parlé précédemment.

Fig. 3.1 � Une réalisation du modèle d'arbre hiérarchique utilisé.

Une représentation d'un tel modèle est donnée sur la �gure 3.1 pour H = 3 niveaux
hiérarchiques. A�n de mieux décrire la structure hiérarchique obtenue, nous introduirons les
paramètres

mk = IEπk+1

0 [πk(C0(πk+1))] ,

pour k = 0, 1, . . . ,H − 1. Ces grandeurs représentent le nombre moyen de routeurs désirant
participer au groupe multicast4 (pour k = 0) ou de RPs actifs (pour k > 0) dont un point
de rendez-vous est responsable. Autrement dit, ce paramètre permet de mesurer la �taille�

4Ces routeurs ont reçus des demandes de participation au groupe via IGMP.
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moyenne des domaines multicast d'un niveau hiérarchique donné. Remarquons que ces quan-
tités peuvent être exprimées aisément en fonction des intensités des processus π1, . . . , πH−1 :

Proposition 3.1
mk =

λk
λk+1

pour k = 0, 1, . . . ,H − 1.

Preuve. Il s'agit d'une application directe de la formule d'échange de Neveu (cf. para-
graphe A.6 en annexe). �

Remarque 3.1 Remarquons également que ces grandeurs sont reliées par la relation suivante :
H−1∏
i=0

mi =
λ0

λ1

λ1

λ2
. . .

λH−1

λH
= λ0

avec la convention λH = 1.
Ce modèle étant dé�ni, il est possible d'étudier quelques aspects intéressants sur les perfor-

mances de ces arbres hiérarchiques. Comme nous l'avons évoqué dans le chapitre précédent,
un des principaux critères d'évaluation de performance est le �coût� de l'arbre permettant
d'évaluer la quantité de ressources utilisées par l'arbre de di�usion multicast. Ce critère de
performance nous amène à dé�nir la connectivite des n÷uds du réseau et une fonction de coût
associée à ces connections.

3.1.4 Connectivité

Nous avons jusqu'à présent parlé de connectivité entre un routeur ou un RP actif et son RP
de niveau supérieur, sans faire aucune hypothèse sur la nature de cette connectivité.

Si le domaine considéré possède des capacités multicast, tous les n÷uds ou RP du domaine
sont pourvus de capacités de duplication. Dans ce cas, un arbre centré (ou arbre de concen-
tration de Delaunay dans ce modèle particulier, cf. section 3.5) peut être établi pour relier les
routeurs ou RPs actifs à leur point de rendez-vous. Il su�t à ces n÷uds d'envoyer un message
de signalisation5 vers le RP en suivant le routage unicast. Si deux branches se réunissent en un
point donné, les capacités multicast de ce point seront mises en ÷uvre.

Il n'est pas toujours possible de construire des arbres de concentration à tous les niveaux
hiérarchiques. En e�et, la totalité des n÷uds ne dispose pas toujours de capacités multicast.
Dans ce cas, une technique dite de �tunnelling� est utilisée pour relier les n÷uds multicast

5Comme c'est le cas dans PIM ou CBT � cf. chapitre précédent.
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à travers un domaine unicast. Cette technique consiste à ouvrir des �tuyaux� (c.à.d. une
encapsulation IP dans IP) entre un membre et son RP. L'inconvénient de cette technique est
que, si deux branches se rejoignent en un point donné, l'information doit être transmise deux
fois à partir du RP (vers l'une et l'autre des branches).

Dans la suite, nous considérerons le cas où les ressources multicast ne sont pas disponibles
dans tout le réseau � les routeurs et les RPs actifs étant donc connectés par des �tuyaux� .
La fonction de coût que nous utiliserons correspondra à la distance séparant les deux extré-
mités de ce tuyau. Ceci ne veut absolument pas dire que nous considérons que ces n÷uds sont
directement connectés : le �tuyau� passe vraisemblablement à travers plusieurs n÷uds inter-
médiaires (suivant le routage unicast sous-jacent), mais nous mesurons le coût de ce tuyau
comme étant sa longueur. Dans le cas de graphes de Delaunay et du routage markovien (cf. pa-
ragraphe B.4.2 en annexe), cette hypothèse est justi�ée puisque le nombre de sauts nécessaire
à la connection de deux points donnés est proportionnel à la distance les séparant (théorème
de Møller).

Remarquons que le réseau multicast expérimental actuel de l'Internet, le �M-bone�, est
constitué de domaines multicast interconnectés par ces fameux �tuyaux� IP-dans-IP. L'analyse
que nous menons dans la section suivante peut donc être appliquée au réseau internet actuel,
les noeuds (au niveau physique) et les RPs actifs (au niveaux hiérarchiques supérieurs) pouvant
être vus comme les �nuages� multicast.

3.1.5 Calculs Préliminaires

Dans la suite de ce chapitre, nous aurons besoin de l'expression des intensités des processus
π∗1, . . ., π∗H−1. Rappelons que l'intensité de π∗0, notée λ∗0 = λ0p

∗
0, est connue puisqu'il s'agit

d'un paramètre de notre modèle. Similairement, nous noterons par λ∗1, . . ., λ∗H−1 les intensités
des processus π∗1, . . ., π∗H−1, avec λ∗1 = λ1 p

∗
1, . . . , λ∗H−1 = λH−1 p

∗
H−1.

Notons qu'un point de rendez-vous de niveau k devient actif s'il existe au moins un membre
du groupe (pour k = 1) ou un RP actif de niveau hiérarchique k − 1 (pour k > 1) dans la
cellule de Voronoi dont il a la charge.

Proposition 3.2 La probabilité p∗k est donnée par l'expression suivante :

p∗k = IPπk0

{
π∗k−1 (C0(lπk)) > 0

}
Preuve. Il s'agit d'une simple application de la formule de Campbell (cf. théorème A.5 en
annexe). Il est possible en e�et d'écrire, pour tout B ⊂ IR2,

λ∗k|B| $ IE
[∫

B
1{π∗k−1(Cx(πk))>0}dπk

]
= λ1IPπk0

{
π∗k−1 (C0(πk)) > 0

}
|B|
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�

Il est impossible d'exprimer cette probabilité sous une forme explicite car la distribu-
tion des processus {π∗k}k=1,...,H−1 nous est inconnue. Il ne s'agit pas de processus de Poisson
(contrairement aux processus {πk}k=1,...,H−1 dont ils sont issus) � les tailles de deux cellules
de Voronoi voisines étant corrélées.

Dans le cas de processus de Poisson, il est possible d'obtenir une formule approchée, comme
nous le montrons dans la proposition suivante.
Proposition 3.3 Si les processus {π∗k}k=1,...,N−1 étaient des processus de Poisson indépendants
de πk, nous pourrions écrire :

p∗k ≈ 1−

(
αλk

λ∗k−1 + αλk

)α
où α ≈ 3.57.

Preuve. Dans le cas de processus de Poisson,

p∗k = 1− IPπk0

{
π∗k−1(C0(πk)) = 0

}
= 1− IEπk0

[
exp

(
−λ∗k−1|C0(πk)|

)]
.

La distribution de la taille d'une cellule typique de Voronoi n'est pas connue explicitement.
Néanmoins, nous avons à notre disposition d'excellentes approximations qui ont été obtenues
par ��tting� à partir de simulations. Comme présenté dans annexe B à la page 212, |C0(πk)|
suit, sous IPπk0 , une distribution proche de

f(x) =
bα

Γ(α)
xα−1 exp(−bx)

où b ≈ αλk et α ≈ 3.57. Après intégration, nous arrivons donc au résultat annoncé. �

Ce résultat n'est donc pas exact dans la mesure où les processus considérés ne sont pas
des processus de Poisson. Néanmoins, des résultats de simulations montrent que la formule
précédente donne d'excellents résultats (cf. �gure 3.2) et constitue donc un très bonne ap-
proximation. Nous utiliserons cette identité dans la suite de ce chapitre.

Nous achèverons ces remarques préliminaires avec la proposition suivante sur les dérivées
très particulières des intensités des RPs actifs par rapport à l'intensité des feuilles de l'arbre
multicast.
Proposition 3.4

∂λ∗k
∂λ∗0

=
k∏
i=1

(1− p∗i )
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Fig. 3.2 � Validation de l'approximation proposée.

Preuve. Remarquons tout d'abord que p∗ = 1−
(

1 +
λ∗k−1

αλk

)−α
, de sorte qu'une simple déri-

vation conduit à la relation de récurrence :

∂λ∗k
∂λ∗0

=
∂λ∗k−1

∂λ∗0
(1− p∗k)

�

3.1.6 Critères de performances

Le modèle présenté nous permet d'étudier les performances des arbres hiérarchiques cen-
trés, sous di�érents aspects :

� Coût de l'arbre. Il s'agit de la quantité de ressources utilisées pour la distribution des
informations vers les di�érents membres du groupe multicast. Comme c'est en général
le cas dans les simulations, nous utiliserons comme coût la somme des longueurs des
di�érents liens (c.à.d des �tuyaux� dans ce cas) mis en jeu.

� Délais. Les délais moyens sont également des critères importants de performance pour
des �ux multimédia ou interactifs. Nous évaluerons ces délais comme le nombre de
tuyaux traversés pour aller d'un point à un autre (ce qui revient à considérer que les dif-
férents liens ont des capacités et des états de congestion indépendants et identiquement
distribués).
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� Coût de construction. Le surcoût protocolaire et signalétique associé au maintient et à
la construction de l'arbre est également un critère important de performance.

3.2 Coût de l'arbre

3.2.1 Analyse

Soit I le coût moyen6 de l'arbre hiérarchique construit au sein de la fenêtre d'observation
W et soit Ik le coût moyen engendré par les tuyaux connectant les routeur RPs actifs de
supp(π∗k) à leur RP de niveau k + 1 � pour k = 0, . . . ,H − 1. Par construction, nous avons
bien sûr :

I =
H−1∑
k=0

Ik

Avec les hypothèses e�ectuées (notamment sur W et l'utilisation de �tuyaux�), nous pou-
vons écrire :

Ik = IEπH0

[∫
C0(πH)

∫
Cy(πk+1)

||z − y|| π∗k(dz) πk+1(dy)

]
(3.1)

où les notations propres aux processus ponctuels et présentées dans l'annexe A sont utilisées.
Ces expressions prennent une expression fort simple en utilisant le calcul de Palm.

Proposition 3.5
Ik =

λ∗k
2
√
λk+1

pour tout k = 0, . . . ,H − 1.

Preuve. En appliquant la formule d'échange de Neveu (corollaire A.3 en annexe), l'équa-
tion (3.1) peut être simpli�ée,

Ik = λk+1IEπk+1

0

[∫
C0(πk+1)

||z||π∗k(z)

]

Introduisons alors zk0 le point de supp(πk) le plus proche de l'origine. Une application de la
formule de Neveu (corollaire A.3 en annexe) permet alors d'écrire, pour tout k = 0, . . . ,H−1 :

Ik = λ∗kIE
π∗k
0

[
||zk+1

0 ||
]

= λ∗kIEπk0

[
||zk+1

0 ||
∣∣π∗k−1(C0(πk)) > 0

]
6Nous utilisons un 'I', comme �Infractruture�, pour désigner ce coût.
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où la dernière relation découle de l'interprétation de la probabilité de Palm comme une probabi-
lité conditionelle (cf. paragraphe A.5 en annexe). Remarquons que ||zk+1

0 || est une fonctionelle
des processus πk+1, alors que l'événement {π∗k−1(C0(πk)) > 0

} ne dépend que des processus
πk, πk−1, . . ., π1 et π∗0, qui sont tous indépendants de πk+1 par construction. Nous arrivons
donc à l'identité suivante :

Ik = λ∗kIEπk0

[
||zk+1

0 ||
]

= λ∗kIE
[
||zk+1

0 ||
]

où la dernière relation découle de l'indépendance de πk et πk+1. En appliquant le lemme sui-
vant, nous arrivons �nalement au résultat annoncé. �

Lemme 3.1 Soit zk0 le point de supp(πk) le plus proche de l'origine (pour tout k = 0, . . . ,H−1).
Ce point obéit à l'identité suivante :

IE
[
||zk0 ||

]
=

1
2
√
λk+1

Preuve. D'après [90]. Notant par C(x, r) le disque ouvert de centre x ∈ IR2 et de rayon r, il
est possible d'écrire :

IE
[
||zk0 ||

]
= IE

[∫
E
||x||1{πk(C(0,||x||))=0} πk(dx)

]
= λk

∫
E
||x|| IPπk0 {πk (C(−x, ||x||)) = 0} dx

où nous avons utilisé la formule de Campbell (théorème A.5 en annexe). Finalement, d'après
le théorème de Slivnyak (théorème A.4 de l'annexe A),

IPπk0 {πk (C(−x, ||x||)) = 0} = IP{πk (C(−x, ||x||)) = 0}

cette dernière expression pouvant s'écrire IE
[∏

x∈supp(πk) 1{x6∈C(−x,||x||)}
]
. Il su�t alors d'ap-

pliquer le théorème A.2 (page 188) pour achever ce calcul :

IE
[
||zk0 ||

]
= λk

∫
E
||x|| exp

(
−λkπ||x||2

)
dx

= 2πλk

∫ ∞
0

r2 exp
(
−λkπr2

)
dr

=
∫ ∞

0
exp

(
−λkπr2

)
dr

�
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Corollaire 3.1 Le coût de l'arbre hiérarchique s'exprime simplement sous la forme :

I =
H−1∑
k=0

λk p
∗
k

2
√
λk+1

où les {p∗k}k=1,...,H−1 peuvent être calculés récursivement comme montré dans la proposi-
tion 3.3.

Le coût de l'arbre hiérarchique prend donc une expression extrêmement simple, en fonction
des intensités des di�érents processus et de la proportion de n÷uds du réseau désirant partici-
per au groupe multicast. Il est donc possible de déterminer l'impact de la structure hiérarchique
sur le coût de l'arbre. Néanmoins, les relations de récursivité entre les p∗k (k = 1, . . . ,H−1) ne
sont guère faciles à manipuler de sorte que des évaluations numériques sont nécessaires. Dans
deux cas particuliers cependant, l'expression du coût de l'arbre hiérarchique prend une forme
simpli�ée :il nous est alors possible d'étudier le comportement de cet arbre analytiquement.
Ces deux cas particuliers seront dénommés �mode dense� et �mode épars� par référence au
vocabulaire introduit dans le protocole de routage multicast PIM :

� Mode épars. Ce cas correspond à une distribution clairesemée des membres du groupe
dans le réseau, que nous modéliserons par la relation p∗0 ≈ 0.

� Mode dense. Ce cas correspond à une forte participation des n÷uds du réseau au groupe
multicast, que nous modéliserons par la relation p∗0 ≈ 1.

3.2.2 Mode épars

Proposition 3.6 En mode épars, c.à.d. sous l'hypothèse p∗0 → 0, la fonction de coût de l'arbre
hiérarchique prend la forme dégénérée suivante :

I =
H−1∑
k=0

λ∗0
2
√
λk+1

Preuve. L'hypothèse p∗0 � 1 conduit également aux relations p∗k � 1 ∀k = 1, . . . ,H − 1 (cf.
proposition 3.3). De plus, nous pouvons alors écrire : p∗1 ≈ λ0

λ1
p∗0 et par itération

p∗k ≈
λ∗0
λk

pour tout k = 1, . . . ,H−1. Le coût exprimé précédemment prend alors l'expression annoncée.
�

Corollaire 3.2 Dans ces conditions, il n'est pas dur de voir qu'en mode épars, le coût est
minimum lorsque l'arbre ne comporte qu'un seul niveau hiérarchique ( H = 1), c.à.d. un seul
point de rendez-vous.
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La structure optimale à un seul niveau hiérarchique s'explique aisément par les arguments
géométriques suivants.

Fig. 3.3 � In�uence de l'ajout d'un niveau hiérarchique supplémentaire.

Remarque 3.2 Considérons l'arbre multicast représenté sur la �gure 3.3. Les lignes pointillées
représentent les tuyaux IP-dans-IP reliant les membres au point de rendez-vous central lors-
qu'un seul niveau hiérarchique est utilisé. Lorsqu'un niveau hiérarchique supplémentaire est
rajouté (lignes épaisses), deux phénomènes distincts peuvent être observés :

� Le chemin reliant un membre au core central devient plus long puisqu'il est nécessaire
de passer par des points de rendez-vous intermédiaires. C'est le cas notamment dans la
cellule grisée de la �gure 3.3.

� Un tuyau joignant un point de rendez-vous au RP central peut être partagé entre plusieurs
membres du même domaine multicast. Ce phénomène de �concentration� permet de
réduire considérablement le coût de l'arbre.

Ces deux phénomènes sont donc antagonistes du point de vue de leur in�uence sur la fonction
de coût. Dans le cas général, il existe un compromis entre ces deux phénomènes. Dans le
cas du mode épars, le premier e�et est prédominant, car la probabilité que deux membres
appartiennent à la même cellule est négligeable. Il est donc préférable de joindre directement
le point de rendez-vous central.

3.2.3 Mode dense

Proposition 3.7 Sous l'hypothèse p∗0 ≈ 1, c.à.d. en �mode dense�, le coût de l'arbre hiérarchique
prend la forme suivante :

I =
H−1∑
k=0

λk

2
√
λk+1
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Preuve. p∗0 ≈ 1 entraîne par itération p∗k ≈ 1 pour k = 1, . . . ,H − 1 et l'expression du coût
(cf. corollaire 3.1) prend la forme simpli�ée annoncée. �

Cette fonction de coût n'est pas monotone par rapport aux intensités λ1, . . ., λH−1 et
admet un miminum que nous pouvons déterminer aisément par dérivation.

Structure Optimale.

Proposition 3.8 A l'optimum, la structure hiérarchique obéit aux relations suivantes, pour tout
k < H − 1,

mk = 2
√
mk+1

Ik = 2 Ik+1

Preuve. Après dérivation de I par rapport à λk, on arrive à :√
λk
λk+1

=
1
2
λk−1

λk

qui peut être reformulée sous une forme plus parlante en utilisant les mk exprimés dans la
proposition 3.1, ou les Ik exprimés au début de cette analyse. �

Corollaire 3.3 Pour un nombre H de niveaux hiérarchiques donnés, la structure optimale mi-
nimisant le coût de l'arbre est décrite par les identités suivantes :

m0 = 4
(
4−H λ0

) 1

2H −1

mk = 4
(
4−H λ0

) 2k

2H −1 pour k = 1, . . . ,H − 1.

Preuve. En utilisant les relations de la proposition 3.8, il est facile d'arriver à l'expression ;

mk = 4
(m0

4

)2k

La remarque 3.1 de la page 43 permet alors d'achever ce calcul. �
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Corollaire 3.4 A l'optimum, les intensités des processus représentants les points de rendez-vous
sont donnés par la relation suivante :

λk = 4−k
(
4H
) 2k −1

2H −1 (λ0)
2H−2k

2H−1

Preuve. Il su�t de remarquer que ∏k−1
i=0 mi = λ0

λk
pour k = 0, . . . ,H − 1. �

Les relations précédentes donnent la structure hiérarchique permettant de minimiser le
coût de l'arbre hiérarchique pour un nombre de niveaux hiérarchiques donné. Le paragraphe
suivant étudie spéci�quement l'in�uence du nombre de niveaux hiérarchiques H pour une
structure optimale.

Nombre de niveaux hiérarchiques optimal.

Corollaire 3.5 Pour une structure hiérarchique optimale, le côut de l'arbre s'écrit :

I = 2
(
1− 2−H

) (
2−H

) 1

2H−1

(√
λ0

)1+ 1

2H−1

Preuve. D'après la proposition 3.8, I = 2I0

(
1− 2−H

). L'expression de I0 se déduit alors
aisément de celle de m0 donnée dans le corollaire 3.3. �

Cette évolution est représentée sur la �gure 3.5 pour di�érentes valeurs de λ0 (c.à.d le nombre
total de membres du groupe présents dans W ). Nous pouvons voir que ces courbes admettent
un minimum pour un nombre de niveaux hiérarchique bien choisi. Dans la suite, nous ferons
comme ci H était un nombre réel. Ceci nous permettra de déterminer approximativement le
nombre optimal de niveaux hiérarchiques à utiliser.
Proposition 3.9 Le coût de l'arbre est minimisé pour la structure hiérarchique décrite plus haut
et pour un nombre de niveaux hiérarchiques proche de :

H∗ =
1
2

log2 (λ0)

Preuve. Posant K = 2H − 1, on trouve

I = 2
K

K + 1
(K + 1)−

1
K

(√
λ0

)1+ 1
K

Par une simple dérivation de I, on arrive alors à la relation K + 1 =
√
λ0. �
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Fig. 3.4 � Coût de l'arbre hiérarchique en fonction de H.

Corollaire 3.6 La structure optimale est approximativement décrite par les égalités suivantes,
pour tout k = 0, . . . ,H − 1 :

mk = 4

λk = λ0 4−k

Preuve. Il su�t de remarquer que

mk =

2
( √

λ0

K + 1

) 2k

K

2

et K + 1 =
√
λ0 à l'optimum... �

Remarques sur les résultats obtenus.

Remarque 3.3 L'optimum est donc atteint pour un grand nombre de niveaux hiérarchiques,
avec des domaines de routage multicast de très faibles tailles. Une telle structure hiérarchique
est di�cilement réalisable dans un réseau réel. Néanmoins, les courbes de la �gure 3.4 semblent
indiquer qu'il su�t d'un nombre extrêmement limité de niveaux hiérarchiques pour limiter
de manière signi�cative le coût de l'arbre. On voit même que la courbe H 7→ I(H) est
extrêmement �plate� autour de l'optimum. Même pour des groupes multicast de très grande
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taille, le coût n'évolue plus signi�cativement pour H > 3 � ce qui est tout à fait compatible
avec le nombre de niveaux hiérarchiques de l'Internet actuel.

Remarque 3.4 Lorsqu'un faible nombre de niveaux hiérarchiques, nous avons pu déterminer
que la structure hiérarchique optimale requiert de grands domaines multicast aux niveaux
hiérarchiques supérieurs, et de petits domaines aux niveaux inférieurs (cf. proposition 3.8).
La �gure 3.5 représente un arbre hiérarchique possédant cette structure optimale pour trois
niveaux hiérarchiques et un nombre total de n÷uds présents dans W égal à λ0 = 103.

Fig. 3.5 � Exemple de structure hiérarchique minimisant le coût de l'arbre.

3.2.4 Extensions

Cas général

Dans les paragraphes précédents, nous avons étudié les structures hiérarchiques optimales
permettant de minimiser le coût de l'arbre de di�usion multicast dans des cas particuliers
(mode �dense� et mode �épars�). Nous avons notamment pu mettre en évidence qu'un nombre
extrêmement limité de niveaux hiérarchiques est su�sant pour obtenir une bonne utilisation
du réseau dans le cas �dense�. Or il faut bien comprendre que le �mode dense� constitue
un pire cas. C'est en e�et lorsque tous les n÷uds du réseau désirent participer au groupe
multicast que les phénomènes de concentration sont les plus importants. C'est donc bien dans
ce cas que le nombre de niveaux hiérarchiques à utiliser doit être maximum, pour encourager
ces concentrations au niveau des RPs intermédiaires. En résumé, dans le cas général (c.à.d
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pour une proportion p∗0 de membres du groupe multicast quelconque), le nombre de niveaux
hiérarchiques à utiliser reste toujours très limité.

Fonction de Coût.

Dans les calculs précédents, nous avons considéré une fonction de coût proportionelle à
la longueur des tuyaux. Il s'agit en e�et d'un choix désormais classique pour l'analyse de
performances des protocoles de routage multicast, dans les outils de simulation. Dans le cas
de graphes de Delaunay et de chemins markoviens (voir paragraphe B.4), cette hypothèse est
également justi�ée par le théorème de Møller : Le nombre de liens physiques traversés étant,
en moyenne, proportionnel à la distance euclidienne séparant les deux extrémités. Le théo-
rème B.2 de l'annexe B permet également de relier la somme des longueurs des liens physiques
utilisés avec la longueur euclidienne du �tuyau�, ces deux quantités étant asymptotiquement
proportionelles d'un facteur 4

π lorsque les deux extrémités sont su�samment éloignées.
Nous aurions pu néanmoins choisir une fonction de coût plus générique. En fait, notre

modèle permet d'obtenir des expressions analytiques pour toute fonction de coût du type

c(l) = a.lb

où l est la longueur euclidienne du �tuyau� considéré. La seule di�culté résiderait dans la
généralisation du lemme 3.1 pour le calcul de IE[a||zk0 ||b] � or ce calcul a déjà été e�ectué
lors de précédents travaux du CNET et de l'INRIA sur la géométrie aléatoire (voir [87]).

Les structures optimales mises en évidences dans l'étude précédente engendrent de fortes
concentrations autour des points de rendez-vous des niveaux hiérarchiques supérieurs. Ces
structures ne peuvent donc pas toujours être réalisées si des contraintes existent sur le nombre
maximal de �tunnels IP� qu'un RP peut supporter. Il est néanmoins possible de reprendre
l'analyse précédente en e�ectuant une minimisation de la fonction de coût avec des contraintes
sur les grandeurs :

ck = IEπk0

[
π∗k−1(C0(πk))

]
< Ck

par exemple, avec k = 1, . . . ,H. Notons que d'après la formule d'échange de Neveu, ck =
λ∗k−1

λk

pour tout k = 1, . . . ,H.

Homogénéité.

Nous avons dû, dans les calculs précédents, considérer des processus homogènes a�n de
simpli�er notre analyse. Les membres du groupe sont alors distribués de manière homogène
dans le réseau. Notre modèle ne permet donc pas d'étudier les cas où les membres d'un
groupe seraient cloisonnés dans certaines parties du réseau uniquement. L'utilisation de modèle
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inhomogènes restent néanmoins di�cile, car tous les résultats sur le calcul de Palm, énumérés
en annexe A, ne pourraient être utilisés tels quels 7. Des extensions utilisant des processus de
Poisson doublement stochastiques (ou encore appelés processus de Cox) paraissent par contre
prometteuses. Comme présenté dans [94], ces processus sont stationnaires (et permettent donc
l'utilisation du calcul de Palm) tout en permettant de prendre en compte des phénomènes
d'inhomogénéité. Des études sont en cours pour l'utilisation de ce type de processus.

Hypothèse �tunnelling�.

L'étude précédente a été e�ectuée sous l'hypothèse �tunelling�, c'est à dire pour modéliser
un réseau où les capacités multicast sont rares. Les membres du groupe et les points de rendez-
vous sont donc connectés par des �tuyaux� (encapsulation IP dans IP ou GRE8).

Les capacités multicast sont de plus en plus déployées dans le réseau Internet et les �tuyaux�
sont voués à disparaître à long terme. Si les capacités multicast sont disponibles dans tout le
réseau (et non pas seulement dans certains �nuages� multicast), l'analyse menée ci-avant n'est
plus valable. En e�et, les phénomènes de concentration (partage d'une partie d'une branche
entre plusieurs feuilles) ne pouvaient avoir lieu qu'au niveau des points de rendez-vous, alors
que ces phénomènes peuvent prendre place au niveau de n'importe quel n÷ud dans un réseau
multicast.

A la �n de ce chapitre, un nouvel objet, nommé �arbre de concentration de Delaunay�, est
dé�ni a�n d'étudier les phénomènes de concentration pouvant intervenir au niveau des n÷uds
intermédiaires. Cet objet s'est hélas révélé fort complexe et nous n'avons donc pas pu achever
l'étude sur les performances des arbres hiérarchiques utilisant des arbres de concentration.

Des résultats préliminaires de simulations [5, 7] permettent néanmoins de donner quelques
pistes. Les résultats obtenus par simulation sur des graphes aléatoires sont très di�érents
suivant le générateur de graphe utilisé. Pour des graphes purement aléatoires ou aucune notion
de localité n'existe � deux points quelconques ont une probabilité p d'être connectés, quelque
soit la distance les séparant � il s'est avéré que l'optimum est atteint pour un seul niveau
hiérarchique seulement, et ce quelque soit la densité du groupe multicast. En revanche, lorsque
les graphes générés présentent une certaine localité � la probabilité que deux points soient
reliés est une fonction décroissante de la distance qui les séparent � l'optimum est atteint
pour un grand nombre de niveaux hiérarchiques, a�n de faciliter l'e�et de concentration. Nous
avons d'ailleurs trouver une structure optimale très proche de celle mise en évidence ci-avant

7Le projet RNRT GEORGES (CNET, INRIA, ENST) vient d'être monté pour travailler sur le développe-

ment et l'utilisation d'outils basés sur les processus ponctuels inhomogènes.
8GRE : Generic Routing Encapsulation.
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avec :

H∗ = log2 (N)

m0 = . . . = mH−1 = 2

où N est le nombre de n÷uds du réseau considéré. Nous renvoyons le lecteur au rapport rédigé
à la suite de ces travaux [7] pour plus de détails.

3.3 Délais

Le délai est également un critère extrêmement important de performance, d'autant plus
qu'il existe souvent un compromis à trouver entre coût de l'arbre et délai � comme nous
l'avons vu dans le chapitre précédent. Néanmoins, la notion de délai est assez di�cile à dé�nir
dans un contexte �many-to-many�, c'est à dire lorsque chaque membre du groupe multicast
est à la fois un récepteur et un émetteur potentiel.

3.3.1 Di�usion à partir du RP central.

Remarquons qu'une di�usion basée à partir du point de rendez-vous central est assez facile
à étudier : H tuyaux IP-dans-IP sont utilisés pour joindre un membre quelconque du groupe. Si
nous considérons les délais rencontrés à la traversée d'un �tuyau� proportionnels à sa longueur
euclidienne, nous obtenons la variable suivante :

Dc =
H∑
k=1

IE
[
||zk0 ||

]
où IE[||zk0 ||] représente la longueur moyenne d'un tuyau reliant un point de supp (π∗k−1) à son
RP le plus proche. Comme montré dans le lemme 3.1, ce délai peut être exprimé simplement
en fonction des intensités des di�érents processus.

Proposition 3.10 Le délai subi du RP vers un membre quelconque du groupe est, en moyenne :

Dc =
H∑
k=1

1
2
√
λk

Remarque 3.5 Les délais de di�usion sont donc bien sûr minimisés pour H = 1, c.à.d. un
seul niveau hiérarchique � le délais étant alors de 1

2 . Comme nous l'avions déjà remarqué (cf.
remarque 3.2 à la page 50), l'ajout de niveaux hiérarchiques supplémentaires rallonge le chemin
entre une feuille et la racine de l'arbre, car ce chemin doit passer par des RPs intermédiaires.
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Dans la suite de cette brève analyse des délais, nous étudions l'évolution du délais de
transmission en fonction du nombre de niveaux hiérarchiques suivant la structure utilisée. En
particulier, il est très intéressant de pouvoir observer l'évolution de ce délais pour une structure
minimisant le coût de l'arbre (étudié dans la section précédente) dans le cas �dense�.

Délais observés pour une structure minimisant le coût de l'arbre.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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7
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y

H

Fig. 3.6 � Évolution des délais de di�usion en fonction de H.

Il est facile de tracer l'évolution de Dc en fonction du nombre de niveaux hiérarchiques H
en utilisant les expressions des intensités {λk}k=1,...,H−1 à l'optimum (cf. corollaire 3.4 à la
page 52). La �gure 3.6 représente cette évolution pour λ0 = 1024. Nous pouvons observer une
évolution de type géométrique : Les délais évoluent très peu lorsque H est assez faible (en fait
pour H < H∗). Les délais deviennent par contre très importants pour de grandes valeurs de
H. Les propositions suivantes permettent de mieux comprendre cette évolution.

Proposition 3.11 Pour H ≈ H∗ et λ0 � 1, le coût de di�usion est donné par Dc ≈ 1, c.à.d.
le double du coût de di�usion rencontré pour un seul niveau hiérarchique.

Preuve. Si à l'optimum (par rapport à la fonction de coût), nous savons que les intensités
obéissent aux égalités suivantes : λk ≈ λ04−k de sorte que la fonction de délai s'écrit :

Dc ≈
2H − 1√

λ0
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Il su�t alors de remarquer que l'optimum est atteint pour 2H =
√
λ0 d'où

Dc ≈ 1− 1√
λ0

�

Proposition 3.12 Pour un très grand nombre de niveaux hiérarchiques (H � 1), la fonction
de délai évolue géométriquement avec H puisque

Dc ≈
2H − 1√

λ0

Preuve. Pour H � 1, les expressions des λk minimisant le coût (cf. corollaire 3.4) peuvent
être approchées au premier ordre par λk ≈ λ04−k de sorte que la fonction de délai prend la
forme approchée annoncée. �

Remarque 3.6 Le compromis entre coût et délai est donc très bien mis en valeur dans ce cas
puisque les fonctions de coût (cf. �gure 3.5) et de délai (cf. �gure 3.6) sont respectivement
décroissantes et croissantes pour H < H∗. Par contre, les résultats précédents tendent à
montrer qu'il est préférable d'utiliser un faible nombre de niveaux hiérarchiques : Le coût est
réduit très signi�cativement avec un faible niveau hiérarchique et n'évolue que très peu ensuite.
De plus, les délais ne sont pas trop a�ectés lorsque le nombre de niveaux hiérarchiques reste
faible (c.à.d. H < H∗). En�n, l'utilisation d'un trop grand nombre de niveaux hiérarchiques
peut être catastrophique, car un tel choix pourrait à la fois conduire à un coût supérieur à
l'optimum et surtout à des délais de di�usion inacceptables (croissance géométrique des délais
avec H pour H � 1).

3.3.2 Délais à partir d'un point quelconque

Lorsque l'arbre hiérarchique est utilisé par des applications �many-to-many�, c'est à dire
pour lesquelles tout membre du groupe est à la fois un récepteur et une source potentielle.
Les délais sont alors plus di�ciles à appréhender. Nous pouvons néanmoins utiliser la fonction
Q (cf. proposition B.10 en annexe B) pour mesurer la distance à parcourir entre deux points
quelconques du réseau.
Proposition 3.13 Soit N(ρ) le niveau hiérarchique le plus haut qu'il est nécessaire d'emprunter
pour joindre deux points quelconques distants de ρ. N(ρ) suit alors la distribution suivante :

IP{N(ρ) = k} = Q
(
ρ
√
λk

) k−1∏
i=1

(
1−Q

(
ρ
√
λi

))
pour k = 1, . . . ,H − 1,
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IP{N(ρ) = H} =
H−1∏
i=1

(
1−Q

(
ρ
√
λi

))
Preuve. Par dé�nition, deux points distants de ρ appartiennent à la même cellule de Voronoi
engendré par πk avec la probabilité Q(ρ√πk) (voir proposition B.10 en annexe). Le résultat
en découle directement. �

Corollaire 3.7 Il est nécessaire d'emprunter 2IE[N(ρ)] tuyaux en moyenne pour rejoindre deux
points distants de ρ. Si le délais de traversée d'un tuyau est supposé proportionnel à sa longueur
euclidienne, le délais subis pour rejoindre ces deux points est donné par l'identité suivante :

D(ρ) =
H∑
k=1

1√
λk

k−1∏
i=1

[
1−Q

(
ρ
√
λi

)]
Preuve. Il su�t de remarquer que la longueur moyenne d'un tuyau de niveau k est donné
par IE[||zk0 ||] = 1

2
√
λk
. On arrive alors à

D(ρ) =
H∑
k=1

IP{N(ρ) = k}
k∑
i=1

1√
λi

qui peut être simpli�é en utilisant les expressions de IP{N(ρ) = k}. �

Délais observés pour une structure optimale.

Sur la �gure 3.7 est représenté l'évolution du délais subis en fonction de la distance ρ

séparant deux points donnés et en fonction du nombre de niveaux hiérarchiques. Les intensités
des processus ont été calculées en utilisant les expressions de la section 3.2 pour une structure
minimisant le coût de l'arbre hiérarchique dans le cas �dense�et pour λ0 = 1024.

Le délai subi pour joindre un membre du groupe situé à proximité (c.à.d. pour ρ � 1)
diminue avec le nombre de niveaux hiérarchiques H. En e�et, lorsque H augmente, la taille
d'un domaine multicast de niveau physique diminue, de sorte que la distance à parcourir pour
joindre le point de rendez-vous est plus faible. Il est en e�et facile de véri�er que pour ρ� 1,
D ≈ 1√

λ1
.

Lorsqu'au contraire la destination observée est très éloignée de l'émetteur (c.à.d. ρ� 1), le
délais est de plus en plus mauvais lorsque le nombre de niveaux hiérarchiques augmente, car le
chemin menant à ce point doit faire de nombreux détours par des RPs intermédiaires. Lorsque
ρ � 1, on observe en e�et D ≈ ∑H

k=1
1√
λk
. Cette valeur vaut d'ailleurs D ≈ 2√

λ0

(
2H − 1

)
pour H � H∗ comme nous l'avons montré dans la section précédente (cf. délais de di�usion
à partir du point de rendez-vous central).
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Fig. 3.7 � Évolution du délais subi en fonction de H et de la distance ρ.

Remarque 3.7 Les résultats précédents montrent qu'il est préférable de ne pas choisir un
nombre trop important de niveaux hiérarchiques � comme nous l'avons déjà mis en évidence
dans le cas d'une di�usion à partir du RP central. Lorsque ρ� 1, les délais ne diminuent plus
signi�cativement dès H = 3, et ce même pour de grand réseaux. En revanche, les délais aug-
mentent géométriquement (pour H � H∗) avec le nombre de niveaux hiérarchiques utilisés,
lorsque ρ� 1.

3.3.3 Remarques

L'étude précédente a été e�ectuée sous l'hypothèse d'un réseau aux ressources multicast
rares, utilisant des �tuyaux�. Les résultats présentés dans cette section ne sont donc valables
que dans ce cas précis. Lorsque les capacités multicast sont disponibles dans la totalité du
réseau, les phénomènes de concentration peuvent avoir lieu au niveau de tous les n÷uds du
réseau � au lieu des seuls RPs. Il est alors possible qu'un message envoyé sur l'arbre ne passe
par aucun RP pour atteindre certaines destinations � un n÷ud intermédiaire e�ectuant une
di�usion locale. Les délais peuvent donc être signi�cativement plus court lorsque ρ� 1. Dans
le cas ρ� 1 au contraire, l'intuition nous pousse à penser que les phénomènes de concentration
jouent un rôle négligeable, le chemin devant de toute façon passer par les RPs à chaque niveau
hiérarchique.

3.4 Coût de construction
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Dans les deux sections précédentes, nous nous sommes intéressés aux performances (res-
sources utilisées et délais) des arbres hiérarchiques une fois ceux-ci construits. Nous n'avons
par contre pas encore considéré la construction de ces arbres. Les aspects algorithmiques liés à
la construction de ces arbres ne seront pas traités dans ce chapitre (nous en avons brièvement
parlé dans le chapitre précédent). On peut néanmoins remarquer que la construction et le
maintien de ces arbres nécessitent des échanges de messages de signalisation � quelque soit
la procédure utilisée pour dé�nir les domaines multicast et faire connaître la localisation des
di�érents points de rendez-vous. En particulier, un n÷ud du réseau désirant joindre le groupe
multicast doit le faire savoir à son point de rendez-vous local. De plus, si ce RP n'appartient pas
déjà à l'arbre de di�usion (c.à.d s'il n'est pas encore �actif�), ce dernier doit alors joindre à son
tour le RP de niveau supérieur et ainsi de suite. Notre modèle permet de calculer explicitement
le nombre moyen de messages échangés et d'autres grandeurs associées à la construction de
ces arbres.

3.4.1 Coût global

Nous considérons dans cette section le coût global engendré par la construction d'un arbre
hiérarchique joignant un nombre donné de feuilles. Plus exactement, étant donné λ∗0, le nombre
moyen de n÷uds du réseau désirant participer au groupe multicast, nous nous intéressons au
coût de construction de l'arbre joignant ces di�érentes feuilles.

Soit Nk
G le nombre moyen de messages échangés entre les feuilles (pour k = 0) ou les RPs

de niveau k et leur point de rendez-vous le plus proche � où l'on suppose qu'un message su�t
pour qu'un membre ou un RP joigne son RP de niveau supérieur. Il est également possible de
prendre en compte la distance parcourue par chacun de ces messages 9, en dé�nissant un coût
global CG comme la somme des distances parcourues par tous les messages de signalisation
échangés. Ces grandeurs sont faciles à déterminer en utilisant les résultats du paragraphe 3.1.5
et de la section 3.2.

Proposition 3.14

Nk
G = λ∗k pour k = 0, . . . ,H − 1

CG =
H−1∑
k=0

λ∗k
2
√
λk+1

avec λ∗k = λkp
∗
k, les {p∗k}k=1,...,H étant exprimés à la proposition 3.3.

9Rappelons nous que ce message passe à travers des liens intermédiaires, dont le nombre est proportionnel

à la distance dans le cas de chemins markoviens sur le graphe de Delaunay.
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Remarque 3.8 Nous pouvons donc observer qu'avec la dé�nition choisie, le coût de construc-
tion est identique au coût I étudié dans la section 3.2. Il est donc possible de minimiser le
coût de construction avec une structure hiérarchique spéci�que.

La plupart des groupes multicast ne sont pas �gés � de nouveaux membres pouvant joindre
ou quitter la session à tout moment. Il est donc important de s'assurer que l'arbre di�usant
peut s'adapter e�cacement à l'arrivée ou au départ de membres du groupe multicast. Dans
la suite de ce chapitre, nous nous intéressons au coût de maintenance de l'arbre hiérarchique
lorsqu'un nouveau rejoint le groupe.

3.4.2 Ajout d'une feuille

Dé�nissons C∆, le coût causé par l'ajout d'une nouvelle feuille, comme la somme des
longueurs des nouveaux �tuyaux� créés pour interconnecter la nouvelle feuille à l'arbre. Dans
le cas de chemins markoviens sur le graphe de Delaunay (cf. paragraphe B.4.2 en annexe B),
ce coût correspond donc, à un facteur multiplicatif 4

π

√
λ0 près, au nombre de liens traversés

par des messages de signalisation � des informations devant être stockées sur ces liens a�n
de construire l'arbre.

Proposition 3.15 La charge signalétique causé par l'ajout d'une feuille est donné par l'expres-
sion suivante :

C∆ =
H∑
k=1

1
2
√
λk

k∏
i=1

(1− p∗i )

où les {p∗k}k=1,...,H−1 peuvent être calculés récursivement comme montré dans la proposi-
tion 3.3.

Preuve. Il faut tout d'abord joindre son RP local situé à une distance moyenne de IE[||z1
0 ||
]

=
1

2
√
λ1

(voir section 3.2). Si ce point de rendez-vous n'appartient pas déjà à l'arbre, avec la pro-
babilité (1− p∗1), il est nécessaire que ce RP joigne à son tour le RP de niveau supérieur le
plus proche � à distance moyenne de IE[||z2

0 ||
]

= 1
2
√
λ2
. Et ainsi de suite jusqu'au niveau

hiérarchique le plus haut. �

Remarque 3.9 Il est possible de retrouver ce résultat de manière plus formelle. Soit U un
point aléatoire tiré uniformément sur notre fenêtre d'observation W . Si CG(π∗0) est le coût de
construction de l'arbre hiérarchique reliant les points de supp (π∗0), nous nous intéressons donc
à la grandeur :

C∆ = CG(π∗0 + δU )− CG(π∗0)
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avec la convention10 supp(π∗0 + δU ) = supp(π∗0) ∪ {U}. Il est alors possible d'utiliser les ré-
sultats sur la perturbation des processus de Poisson (cf. paragraphe A.3.4 en annexe) : Nous
reconnaissons en e�et :

C∆ =
∂CG
∂λ∗0

En utilisant l'expression de CG (cf. proposition 3.14), nous arrivons à l'identité

C∆ =
H∑
k=1

1
2
√
λk

∂λ∗k−1

∂λ∗0

La proposition 3.4 permet alors de retrouver l'expression annoncée précédemment.

Résultats pour une structure spéci�que.

Le coût engendré par l'ajout d'une nouvelle feuille dépend donc de la densité p∗0 du groupe
multicast (on s'attend bien sûr à voir ce coût diminuer lorsque la densité augmente) et de la
structure hiérarchique utilisée. Dans la suite, nous considérons le cas d'une structure optimale
mise en évidence dans la section 3.2.3, c'est à dire minimisant les ressources utilisées par
l'arbre hiérarchique dans le cas �dense�. Sur la �gure 3.8 est représenté le coût signalétique
causé par l'ajout d'une nouvelle feuille en fonction de la densité p∗0 et du nombre de niveaux
hiérarchiques utilisés.
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Fig. 3.8 � Coût de construction causé par l'ajout d'une nouvelle feuille.

10Nous utilisons une notation liée aux processus ponctuels, π∗0 étant une mesure sur IR2 � voir annexe A.
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3.5 Arbres de concentration de Delaunay

Nous �nissons cette étude consacrée aux arbres hiérarchiques par une brève présentation
d'un nouveau modèle mathématique : l'arbre de concentration de Delaunay. Cet objet permet
en e�et de modéliser un réseau centré (c.à.d. de type CBT) dans le cas où tous les n÷uds
sont pourvus de capacités multicast. Cet objet pourrait donc permettre d'étudier les arbres
centrés tout d'abord, et d'étudier les arbres hiérarchiques centrés ensuite, lorsque l'hypothèse
de �tunnelling� est relachée (cf. paragraphe 3.1.4 à la page 43).

3.5.1 Présentation

Soit π un processus ponctuel de Poisson homogène (voir annexe A) sur IR2 et soit λ son
intensité (supposée �nie). On s'intéresse dans toute la suite à la restriction de ce processus
sur une fenêtre d'observation �nie Wr. Par mesure de simplicité, nous supposerons parfois que
Wr est un disque de surface unitaire, c'est à dire de rayon r = 1√

π
. Le choix d'un disque est

justi�é par l'homogénéité du processus.
Les points de supp(π) représentent les n÷uds du réseau (c.a.d. les routeurs or commu-

tateurs). Nous supposerons que ces n÷uds sont interconnectés par le graphe de Delaunay
engendré par π (dé�ni dans le chapitre B).

Un second processus ponctuel, π∗, peut être construit à partir de π par amincissement, avec
une probabilité de Bernouilli p. Il est clair, qu'alors, π∗ est également un processus ponctuel
de Poisson d'intensité λ∗ = pλ. Les points x ∈ π∗, représentent les n÷uds du réseau qui
souhaitent participer au groupe multicast. On suppose qu'un arbre de type CBT est utilisé, de
sorte que ces n÷uds vont être connectés à l'origine, qui représente le �point de rendez-vous�.

Chaque �branche� connectant au core un n÷ud de π∗ passe par des n÷uds intermédiaires,
selon le chemin markovien décrit dans [89] (et brièvement décrit en annexe dans le para-
graphe B.4.2). Certains n÷uds sont donc impliqués malgré eux dans ce groupe multicast, car
ils devront garder des états sur ce groupe a�n d'assurer l'acheminement des paquets de ce
groupe multicast.

Nous supposerons en�n que tous les n÷uds du réseau considérés possèdent des capacités
multicast : Lorsqu'une nouvelle feuille cherche à joindre le RP, il est possible que la nouvelle
branche passe par un n÷ud qui appartient déjà à l'arbre (une ou plusieurs branches passent
déjà par ce point). Dans ce cas, la nouvelle branche se termine au niveau de ce point de
croisement, qui utilisera ses capacités de duplication pour faire parvenir les informations d'une
branche vers les autres.

Sur la �gure 3.9 est représenté une réalisation d'un arbre de concentration sur le graphe
de Delaunay pour une fenêtre rectangulaire, avec λ = 100 et p = 0.2.
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Fig. 3.9 � Arbre de concentration de Delaunay.

L'étude analytique de cet objet s'est avérée fort complexe et nous n'avons pu obtenir
de résultats analytiques probants dans l'immédiat. Nous présentons néanmoins dans la suite
quelques résultats obtenus par simulation qui permettent de mieux appréhender cet objet.

3.5.2 Quelques propriétés

Participation à l'arbre

Sur la �gure 3.10 est représenté la proportion de n÷ud du réseau participant (volontaire-
ment ou involontairement) au groupe multicast en fonction de p pour λ = 100 et |W | = 1.

Le résultat important est bien sûr l'évolution non linéaire de cette participation, et ceux
grâce aux phénomènes de concentration (c.à.d. deux branches se réunissant en un point donné).
L'évolution de cette courbe est quasi-linéaire pour p� 1, car la probabilité que des branches
se croisent est très faible (il y a trop peu de membres du groupe multicast dans le réseau).
En suite, l'augmentation de la participation diminue très fortement grâce aux phénomènes de
concentration.

Coût de l'arbre

L'évolution du coût de l'arbre en fonction de p est représenté sur la �gure 3.11 pour λ = 100

et |W | = 1. Dans ce cas encore, ce coût n'évolue pas linéairement � contrairement à un arbre
utilisant des �tunnels� où le coût serait proportionnel à λ p, comme montré dans la section 3.2.
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Fig. 3.10 � Évolution de la participation en fonction de p.

Cette évolution concave est du aux phénomènes de concentration qui peuvent avoir lieu au
niveau de tous les n÷uds du réseau.

Remarque 3.10 Il est également intéressant de noter que le coût de l'arbre prend une forme
en O

(√
λ
)
pour p = 1 et |W | = 1.

Preuve. Lorsque p ≈ 1, quasiment tous les n÷uds du réseaux font partie du groupe multi-
cast. Lorsqu'une nouvelle feuille arrive, la nouvelle branche a toutes les chances de s'arrêter au
premier n÷ud rencontré (en direction du point de rendez-vous) � celui-ci faisant très certaine-
ment parti du groupe multicast. L'arbre est donc constitué de λ arêtes. Or des considérations
géométriques permettent de montrer que la longueur moyenne d'une arête est proportionnelle
à 1√

λ
. Le c÷�cient de proportionalité nous est hélas inconnu car il dépend du routage un peu

particulier qui permet à chaque n÷ud de rejoindre le RP11. �

3.6 Conclusion

11Ce coe�cient vaut 1 dans le cas du routage markovien présenté en annexe. Les phénomènes de concentration

sont tels que les chemins joignant un point au RP ne sont plus markoviens. Nous observons que la concentration

conduit à des longeurs d'arrêtes plus courtes (coe�cient ≈ 0.85).
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Fig. 3.11 � Evolution du coût en fonction de p (λ = 100).

Arbres Hiérarchiques.

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux performances des arbres hiérarchiques
centrés. Nous avons pu étudier ces objets analytiquement lorsque des �tunnels� (encapsulation
IP dans IP) sont utilisés � c'est à dire lorsque le réseau dispose de peu de ressources multicast.
Nous avons pu mettre en évidence une structure hiérarchique permettant de minimiser la
quantité de ressources utilisées par l'arbre multicast. Nous avons montré qu'un nombre très
limité de niveaux hiérarchiques su�t à réduire signi�cativement le coût de l'arbre : même dans
le pire cas (le mode �dense�), il est en e�et inutile de dimensionner les domaines multicast de
manière optimale, c.à.d. avec un nombre de niveaux hiérarchiques égal à

H∗ ≈ 1
2

log2(M)

où M désigne le nombre total de n÷uds du réseau, le coût de l'arbre n'évoluant quasiment
plus après H > 2, même pour de grands réseaux.

Nous avons également pu mettre en évidence le compromis qui existe entre l'utilisation
de ressources et les délais de bout-en-bout. En e�et, ces deux quantités sont respectivement
décroissantes et croissantes avec le nombre de niveaux hiérarchiques (lorsque H < H∗). Nous
avons montré que les délais restent néanmoins raisonnables lorsque le nombre de niveaux
hiérarchiques est limité : En particulier, les délais de di�usion à partir de la racine de l'arbre
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sont bornés par
DH < 2D1

lorsque H < H∗ pour une structure minimisant les ressources de l'arbre (dans le mode �dense�).
Nous avons pu également constatér que les délais suivent une évolution géométrique avec le
nombre de niveaux hiérarchiques (pour cette même structure optimale) pour H > H∗ de sorte
qu'il est essentiel de ne pas utiliser un trop grand nombre de niveaux hiérarchiques.

L'outil : Géométrie aléatoire.

Au delà des résultats sur les arbres hiérarchiques évoqués ci-dessus, cette étude nous semble
positive du point de vue du modèle à proprement parlé. L'utilisation des processus ponctuels
et de résultats de géométrie aléatoire s'est avérée très adaptée à l'étude de protocoles de
routage multicast. Nous avons pu obtenir des formules explicites pour la plupart des grandeurs
caractérisant les performances de l'arbre hiérarchique : le coût (consommation en terme de
ressources), les délais (à partir du RP central ou d'une feuille quelconque) et les coûts de
construction. Dans certains cas, ces résultats ont permis de déterminer des structures optimales
permettant de donner des indications pour le dimensionnement de réseaux.

Par contre, nous avons du faire quelques hypothèses a�n de pouvoir obtenir ces résultats
analytiques. En particulier, nous n'avons pu appréhender cette objet que sous l'hypothèse
�tunnelling�. Des travaux sont en cours avec François Baccelli sur l'étude des arbres de concen-
tration de Delaunay (cf. section 3.5), a�n de d'analyser le cas où les ressources multicast sont
présentes dans tous les n÷uds du réseau. Nous avons également considéré des graphes forte-
ment connectés12. Il a été prouvé [10, 28] que la connectivité des graphes in�ue de manière
signi�cative sur les performances des protocoles de routage multicast. Remarquons que les
réseaux de Delaunay sont également planaires, ce qui n'est pas toujours le cas dans les réseaux
réels.

L'étude analytique présentée ne peut donc pas se substituer aux outils de simulations
utilisés habituellement pour l'évaluation de protocoles de routage multicast [41, 5], si ces outils
sont utilisables � malgré la complexité du problème et le nombre extrêmement important de
possibilités di�érentes à tester dans le cadre d'un réseau hiérarchique... Quelques résultats
préliminaires de simulation ont permis de mettre en évidence que les structures hiérarchiques
optimales (c.à.d. minimisant la quantité de ressources utilisées) mises en évidence dans ce
chapitre semblent assez proches de la réalité pour une large catégorie de graphes [5, 7].

Le modèle présenté o�re surtout un outil très puissant permettant d'appréhender quels
sont les phénomènes en jeu et l'in�uence des di�érents paramètres. Nous avons notamment

12Les graphes de Delaunay utilisés ont une connectivité moyenne de 6. La connectitivé des réseaux fédérateurs

de grands fournisseurs de service se situe plutôt aux alentours de 3.
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pu appréhender l'in�uence de la structure hiérarchique et du nombre de niveaux hiérarchiques
sur les di�érents critères de performance de assez simple (par dérivation !), pour des réseaux
de dimension arbitraire. Cette étude est extrèmement complexe à mener par simulation étant
donné le nombre de structures hiérarchiques possibles 13...

13Notre propre expérience de simulation [5, 7] nous a montré qu'il est impossible d'aller au dela d'un réseau

de 100 noeuds pour mener à bien cette étude dans des délais raisonnables, à cause du nombre de structure

hiérarchiques possibles d'une part, et à cause du générateur de graphe aléatoire d'autre part.
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Chapitre 4

Routage dynamique

Dans ce chapitre, nous introduisons les concepts généraux de routage utilisés dans les ré-
seaux privés (Réseaux IP et réseaux ATM normalisés par l'ATM-Forum) � nous ne traiterons
pas des techniques de routage spéci�ques utilisées par les opérateurs dans les réseaux publics.
Dans la section suivante, la notion de routage dynamique est introduite. La section 4.2 traite
du routage dynamique sensible à la qualité de service. Finalement, les notions de hiérarchie
et d'agrégation sont introduites dans la section 4.3.

4.1 Routage Dynamique

La fonction de routage est utilisée pour calculer les tables de routage (ou table de com-
mutation) qui seront utilisées par la matrice de commutation pour acheminer les informations
reçues vers leur destinataire. Il existe deux formes de routage :

� Routage statique. Les routes sont précalculées par l'opérateur du réseau et sont ensuite
rentrées dans les commutateurs ou routeurs. Ces machines n'ont pas la possibilité de
modi�er les tables de routage dont elles disposent. Ce type de routage est peu répandu
dans les réseaux privés mais reste par contre très utilisé par les opérateurs téléphoniques
européens par exemple. Pour ces derniers, les calculs de routage sont basés sur des
mesures de tra�c et permettent d'assurer une qualité de service donnée aux utilisateurs
tout en maximisant les revenus estimés de l'opérateur � le dimensionnement des liens
et le calcul des routes étant optimisés conjointement en général � voir [36].

� Routage dynamique. Les tables de routage sont calculées dynamiquement par les rou-
teurs ou commutateurs. Cette technique nécessiter l'échange d'informations de routage.
Comme nous l'expliquons plus loin, cette approche est très utilisée dans les réseaux
privés.
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4.1.1 Introduction

Le but du routage dynamique est de pouvoir s'adapter automatiquement à un environne-
ment changeant rapidement. Si un nouveau sous-réseau est ajouté, l'existence de ce sous-réseau
est propagée automatiquement par le protocole de routage dynamique. Des calculs de routage
permettent alors aux routeurs (resp. commutateurs) de déterminer le meilleur chemin per-
mettant de joindre la nouvelle destination. Par opposition, un tel événement aurait nécessiter
la con�guration de la totalité des routeurs (resp. commutateurs) du réseau dans le cas d'un
routage statique.

L'introduction d'un protocole de routage dynamique est également motivée par des soucis
de robustesse. Si une liaison tombe en panne, la rupture de communication sera détectée et
les tables de routage seront automatiquement re-calculées a�n d'éviter le lien défectueux 1.

En un mot, le routage dynamique permet de s'adapter automatiquement aux changements
qui peuvent intervenir dans le réseau. Les protocoles de routage dynamique ont connu un très
fort développement dans les réseaux privés (réseaux IP 2, Novell, etc.) et dans tout particu-
lièrement dans l'Internet � Il est facile de comprendre l'intérêt que représente cette solution
dans un tel réseau où les modi�cations dans la topologie sont si fréquentes 3.

4.1.2 Routage �Distance Vector�

La technique dite �distance-vector� que nous décrivons brièvement dans ce paragraphe
correspond à un algorithme de Bellman-Ford distribué. Les tables de routage sont construites
grâce à des échanges périodiques (ou exceptionnels) de vecteurs de distance, d'où cette nomi-
nation.

Fonctionnement.

A l'allumage, les routeurs n'ont pas connaissance des destinations lointaines car aucune
information n'a encore été échangée. Par contre, l'administrateur réseau a préalablement con�-
guré chaque routeur en précisant quels sont les réseaux (pré�xes+masques dans les réseaux IP)
qui lui sont directement raccordés. Ces informations sont transmises telles quelles par chaque
routeur à tous ses voisins. Les routeurs adjacents prennent alors connaissance de l'existence

1Dans le cas du routage statique, les routes alternatives permettant de faire face à des pannes doivent être

rentrées dans les commutateurs également.
2IP : Internet Protocol.
3On estimait déjà dans les ann'ées 80 qu'il y avait près d'une dizaine de nouveaux pré�xes d'adresses

anoncés par jour dans l'Internet. Et ne parlons pas des pannes qui peuvent également générés des évènements

de routage...
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des réseaux connectés à leurs voisins directs, et ceux-ci vont rajoutter une entrée dans leur
table de routage (avec une métrique de un saut).

Les tables de routage sont transmises périodiquement. Les informations de ces tables étant
une liste de réseaux accessibles et les distances correspondantes, les informations échangées
sont des vecteurs de distances, d'où la nomination de cet algorithme. Grâce à ces échanges,
les routeurs apprennent l'existence de réseaux distants. De plus, par comparaison des vecteurs
de distance reçus, un routeur est aussi capable de détecter s'il existe un chemin plus court
(nombre de sauts inférieur) menant vers une destination. Il est facile de voir que la convergence
est assurée après un nombre de périodes borné par le diamètre du réseau (en nombre de sauts).

Points forts et limitations.

L'avantage principal de cet algorithme est qu'il est distribué et extrêmement simple. Il
sou�re en revanche de nombreuses limitations :

� Métriques limitées. Cet algorithme ne peut pas, par nature, considérer plus d'un critère
de sélection. Il s'agit de poids administratifs ou de nombre de sauts. Le choix de ces
paramètres est souvent limité à cause du problème de �comptage à l'in�ni� (cf. [42]).

� Convergence. Cette technique sou�re de problèmes de convergence. Dans certaines si-
tuations pathologiques (voir [42]), la convergence de l'algorithme peut prendre jusqu'à 2
ou 3 périodes de rafraîchissement avec les variantes 4 les plus e�caces � ce qui représente
1 minute 30 secondes avec les paramètres traditionellement recommandés.

� Échanges d'informations. Les échanges périodiques de la totalité des tables de routage
pose un gros problème de faisabilité pour de grands réseaux.

Cette technique reste encore très utilisée dans l'Internet, grâce au succès du protocole
RIP (Routing Information Protocol [79]). La tendance actuelle est tout de même plutôt aux
protocoles �link-state� (cf. paragraphe suivant) pour leur meilleure convergence.

4.1.3 Routage �Link-State�

Fonctionnement.

Les problèmes des algorithmes du type �distance-vector� sont dus au fait que les routeurs ne
disposent d'aucune vision d'ensemble du réseau et doivent donc se baser sur les informations
transmises par leurs voisins � informations éventuellement obsolètes. Dans la technologie
dite �Link-State�, les informations de routage sont di�usées 5 dans tout le réseau. Grâce à

4�poisonous reverse�, �path holddown�, �route poisonning�, voir [42].
5Plus exactement, il s'agit d'échanges multicast sur une adresse de groupe spéci�que ( All_OSPF_Routers

par exemple pour OSPF) a�n de ne pas déranger les hôtes qui ne désirent pas participer au routage.
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ces échanges, les routeurs peuvent construire une base de données topologique contenant la
localisation des routeurs et l'état des liens qui les relient entre eux. Il su�t alors à chaque
routeur d'utiliser un algorithme de recherche de plus court chemin (Dijkstra 6) sur cette base
de données pour créer sa table de routage.

Points forts et limitations.

Remarquons que cette technique est exempte des problèmes de �comptage à l'in�ni� : Lors-
qu'un lien tombe, cette information est di�usée sur tout le réseau. Tous les routeurs peuvent
alors mettre à jour leur base de données et recalculer leur table de routage en conséquence
(évitant ainsi la liaison dé�ectueuse). L'avantage de cette technique réside donc essentielle-
ment dans sa vitesse de convergence (l'ordre de grandeur donné par les constructeurs est d'une
seconde environ).

En revanche, les calculs de routage sont complexes et nécessitent le stockage en mémoire
d'une base de données topologique. Les broadcasts nécessaires aux échanges d'informations
de routage représentent également une charge importante pour le réseau 7 Des problèmes de
faisabilité à grande échelle8 sont donc également posés par cette technique de routage.

OSPF (Open Shortest Path First [81]) est le protocole de type �Link-State� le plus utilisé
dans l'Internet actuellement. Ce protocole a également inspiré l'ATM Forum pour le dévelop-
pement du protocole de routage de PNNI (Private Network Network Interface [63]).

Remarque 4.1 Nous avons présenté ici les deux grandes �familles� de protocoles de routage.
Il existe de nombreuses variantes des techniques présentées, et d'autres techniques qui ne
peuvent rentrer dans aucune des deux catégories �link-state� ou �distance-vector� : C'est le
cas de l'algorithme DUAL9 de J.J.Garcia-Luna-Aceves [35] par exemple. Voir [42, chapitre 6]
pour plus de détails.

6L'algorithme de Dijkstra est également dénommé �Shortest Path First� par les anglo-saxons, ce qui explique

la dénomination du principal protocole �link-state� de l'Internet : OSPF (Open Shortest Path First).
7Remarquons cependant que les informations de routage peuvent n'être transmises qu'exceptionnelement,

lorsqu'un changement est détecté dans le réseau (défaillance d'un routeur ou d'un lien etc.). La plupart des

protocoles font tout de même appel à des échanges d'information de routage périodiques par mesure sécurité

� mais avec des fréquences faibles par rapport au routage �distance vector�, toutes les 30 minutes au lieu de

toutes les 30 secondes par exemple.
8Les anglo-saxons parlent de �scalability�.
9L'algorithme DUAL est utilisé par le protocole propriétaire Cisco E-IGRP (Enhanced Interior Gateway

Routing Protocol). Voir http ://www.cisco.com.
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4.1.4 Sélection des chemins.

Les tables de routage sont construites dans le but de minimiser les ressources utilisées
par chaque �ux a�n d'utiliser au mieux les ressources du réseau. Des algorithmes de plus
courts-chemins (Bellman-Ford, Dijkstra) sont donc utilisés. Dans RIP, les calculs de plus
court chemin sont e�ectués sur le nombre de sauts (nombre de liens utilisés). Il n'est pas alors
possible de distinguer une liaison par modem à 56.6Kb/s d'un réseau local à haut débit... Les
protocoles plus récents comme OSPF sont basés sur des �poids administratifs� permettant de
donner une idée de la bande passante disponible sur les di�érents éléments du réseaux.

Remarquons qu'avec les protocoles de routage dynamique actuels de l'Internet ( RIP, OSPF),
les décisions de routage que nous avons décrites précédemment sont basées sur des données
topologiques uniquement10. Les informations sont donc acheminées sur les chemins décrits dans
les tables de routage sans aucune considération sur l'état de congestion des liens traversés... Le
routage sensible à la qualité de service que nous présentons dans la section suivante permet de
prendre en compte d'autres informations comme l'état de congestion ou les délais de traversée
des liens.

Notons également que par défaut, une seule route est utilisée pour joindre une destination
donnée dans les réseaux datagrammes. Il serait préférable, du point de vue des performances
globales, de partager la charge sur plusieurs chemins distincts [34]. Cependant ce partage pour-
rait conduire à des problèmes de boucles de routage dans les réseaux en mode non connecté. Le
partage de charge n'est e�ectué que sur des routes ayant exactement les mêmes coûts (somme
des poids administratifs des liens utilisés) � il est possible de prouver que les risques de bou-
clage sont alors évités. On parle de partage de charge de type ECMP (Equal Cost MultiPath).

4.2 Routage sensible à la qualité de service

Les protocoles de routage dynamique présentés dans la section précédente ne sont pas
adaptés aux nouvelles architectures de réseau à intégration de service : Les décisions de routage
ne sont pas basées sur l'état de congestion des liens traversés. Le routage sensible à la qualité
de service (que nous appellerons �routage QoS11� tout simplement) permet de tenir compte
des demandes spéci�ques de l'utilisateur (en terme de QoS) et de l'état du réseau (congestion,

10Le protocole IGRP dé�nit une métrique composite qui peut prendre en compte la charge des liens. Néan-

moins, cette facilité n'est jamais utilisée dans la pratique � A titre d'exemple, le constructeur cisco déconseille

tout simplement son utilisation dans ses manuels de con�guration. Cette option peut en e�et conduire à des

phénomènes oscillatoires dégradants les performances globales.
11QoS : Quality of Service.
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délais etc.).

4.2.1 Motivations

Le routage sensible à la qualité de service, ou �routage QoS�, permet d'accroître signi�ca-
tivement la probabilité que le réseau puisse satisfaire les besoins en terme de qualité de service
des utilisateurs. Les chemins sont en e�et sélectionnés en fonction de la demande des utili-
sateurs et de l'état de congestion des di�érents liens du réseau. Ce type de routage requière
par contre la dissémination d'informations sur les liens du réseau, comme leur bande passante
résiduelle, leur délais de traversée ou leur taux de perte. Remarquons que ces échanges re-
présentent un surcoût beaucoup plus important par rapport à la seule propagation des poids
administratifs � les métriques nécessaires changeant constamment à chaque arrivée ou départ
d'un �ux (resp. d'une connexion).

4.2.2 Informations de routage

Choix des paramètres échangés.

Les protocoles de routage QoS sont basés sur la technique �distance-vector� présentée plus
haut. Un nombre arbitraire de paramètres peuvent ainsi être échangés et mis à la disposition
de l'algorithme de routage pour prendre les décisions les plus �nes possibles. Ces paramètres
peuvent être classés en deux sous-ensemble, en suivant la dénomination choisie par l'ATM
Forum pour PNNI :

� Attributs.Un attribut est un paramètre décrivant un lien que l'algorithme de routage
peut considérer individuellement pour décider si un lien est approprié pour accepter la
connexion (ou le �ux). Il s'agit par exemple de la bande passante résiduelle.

� Métriques. Une métrique est un paramètre décrivant un lien. L'algorithme de routage
doit combiner les métriques des di�érents liens d'un chemin pour décider si ce chemin est
approprié ou non pour accepter la connexion (ou le �ux). Les métriques sont en général
additives (poids administratifs, délais, gigue12) ou multiplicatives (taux de perte...).

Le choix des paramètres échangés est di�cile, car leur propagation sur le réseau représente
un surcoût protocolaire important. Le nombre de paramètres échangés par le protocole PNNI13
[63] est assez important : poids administratif, bande passante maximale, bande passante ré-
siduelle14, délais de traversée, variation du délais de traversée (ou �gigue�), taux de perte.

12Les �gues des di�érents liens ne devraient pas être additionnées car le résultat �nal est très pessimiste.

Des solutions plus réalistes sont considérées à l'ATM Forum.
13PNNI : Private Network Network Interface.
14La bande passante maximale correspond au débit du lien (en cellules par secondes). La bande passante ré-

siduelle correspond à la quantité de bande passante non réservée qui peut être o�erte aux nouvelles connexions.
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Dans QOSPF15 [62], seuls la bande passante résiduelle et le délais de traversée sont échangés.
Cette approche pragmatique est motivée par la grande complexité des algorithmes de routage
prenant en compte plusieurs métriques (cf. plus loin).

Rafraîchissement des informations de routage.

Les attributs et métriques permettant un routage QoS (bande passante résiduelle, dé-
lais, ...) varient en fonction du temps. Il serait souhaitable que les algorithmes de routage
soient mis au courant de l'évolution exacte de ces paramètres a�n de prendre les décisions de
routage les plus adaptées. Une telle approche pourrait néanmoins engendrer des échanges de
routage quasi-incessants. Il est donc nécessaire de mettre en place des politiques de rafraîchis-
sement des informations de routage permettant de limiter la quantité d'information échangée
sans trop nuire à la qualité des décisions de routage. Ces politiques sont très délicates à dé�nir
car il existe un compromis à trouver entre surcoût protocolaire (taux de messages échangés
etc.) et l'acuité des informations de routage sur lesquelles sont basées les décisions de routage.

La solution la plus simple est certainement basée sur des échanges périodiques des infor-
mations de routage, comme c'est le cas pour l'instant dans QOSPF. Le surcoût protocolaire est
alors déterministe et dépend directement de la fréquence des échanges choisie. Cette solution
est par contre assez mal adaptée pour répondre à des arrivées en chaîne (�bursts� à l'échelle de
temps d'une connexion ou d'un �ux). De plus, les changements en terme de bande passante
sont plus ou moins signi�catifs selon leurs valeurs : Des informations précises sont nécessaire
lorsque le lien est congestionné alors que des informations très grossières su�sent lorsque le
lien est très peu chargé.

Des techniques de rafraîchissement �di�érentielles� peuvent être utilisées : L'idée est de ne
transmettre les informations de routage que lorsqu'un �changement signi�catif� a été observé.
Dans PNNI par exemple, un changement signi�catif est dé�ni comme une variation relative
dépassant un certain seuil (par exemple +/- 30 %). Des extensions sont également à l'étude
pour supporter ce type de politique de rafraîchissement dans QOSPF (voir [62]). Notons qu'en
réalité, le protocole PNNI est une combinaison des deux approches (périodique et di�érentielle).

Recherches actuelles.

Les politiques de rafraîchissement dé�nies des protocoles de routage actuels [63] et [62]
o�rent à l'administrateur une grande latitude dans le choix des paramètres, ce qui permet un
dimensionnement précis en fonction du surcoût protocolaire toléré et des performances atten-
dues. Néanmoins, l'impact des mécanismes de rafraîchissement sur les performances globales

15QOSPF : QoS Extensions to OSPF.
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(utilisation des ressources, etc.) restent encore mal connues. De nombreuses études ont été
menées ces dernières années a�n de mieux comprendre ce que l'acuité des informations de
routage signi�e [37] et quel en est son impact sur les performances globales dans un contexte
IP (QOSPF) [38] ou ATM16(PNNI) [40, 57, 58].

Les premiers résultats montrent que les rafraîchissements périodiques peuvent causer des
phénomènes oscillatoires si les fréquences de rafraîchissement sont trop faibles. Le taux de
rejet des appels (ou �ux) peuvent alors être catastrophiques, de sorte qu'une technique dif-
férentielle semble plus adaptée. Des techniques spéci�ques pour les approches di�érentielles
sont proposées dans [31]. Les études citées sont basées sur des simulations sur des topologies
�xes et sur des graphes aléatoires [61]. Dans le chapitre suivant, nous proposons un modèle
analytique simple permettant d'étudier comment l'acuité des informations de routage in�ue
sur les performances globales d'un réseau.

Remarquons �nalement que des recherches sont en cours a�n de limiter la quantité d'in-
formations de routage à échanger sur le réseau. Ces recherches partent du principe que seul
une fraction des �ux nécessitent un routage QoS (requérant la connaissance de métriques
supplémentaires), les �ux �best-e�ort� pouvant être routés par les protocoles usuels. Il a été
également constaté qu'une grande partie du tra�c Internet est créée par une faible proportion
de �ux de longue durée, de sorte qu'il su�rait d'utiliser un routage utilisant les informations de
congestion pour router ces �ux pour améliorer signi�cativement les performances globales de
l'Internet. Des techniques sont donc en cours d'étude a�n de transmettre le minimum d'infor-
mations de routage (uniquement les informations susceptibles d'être utilisées pour le routage
de certains �ux17).

4.2.3 Choix de l'algorithmes de routage

Le choix d'une politique de rafraîchissement des informations de routage n'est pas le seul
problème rencontré lors du développement de protocoles de routage QoS. Utiliser ces infor-
mations à bon escient est également délicat.

16Les recherches menées sur un protocole sont généralement applicables à un autre. La seule di�érence vient

du fait que le routage IP est e�ectué �par sauts� (hop-by-hop) alors que PNNI dé�nit un routage basé à la

source (�source-routing�). Il ne semble pas non plus exister d'équivalent au �crankbacks� PNNI dans le monde

IP.
17Pour reprendre un vocale introduit dans la liste de discussion IETF QoR (QoS Routing), il s'agit d'une

approche �pull� (recherche d'informations de QoS à la demande) alors que les approches �link-state� sont

quali�ées de �push� (dissémination d'informations de QoS par défaut).
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Complexité.

Il a été prouvé que la détermination d'un chemin prenant en compte deux paramètres de
routage (ou plus !) est un problème NP-complet [60, 44, 50]. Les algorithmes de routage mis en
oeuvre dans les réseaux actuels considèrent rarement tous les paramètres mis à leur disposition.
Dans QOSPF, les délais ne sont pas considérés par exemple � seule la bande passante résiduelle
et le nombre de sauts sont pris en compte. La norme PNNI ne spéci�e pas d'algorithme de
routage particulier, chaque constructeur étant libre de ses choix. Les algorithmes proposés dans
la littérature [44, 52, 50, 51] n'utilisent en général que la bande passante � voir uniquement
les poids administratifs18. Notons que le choix de la seule bande passante se justi�e dans des
contextes spéci�ques où des ordonnancements basés sur les débits 19 sont utilisés [38] � les
délais et gigues étant alors inversement proportionnels à la bande passante.

Remarquons de plus que les algorithmes de routage QoS devraient être utilisés à chaque
arrivée de connexion (resp. �ux), pour prendre en compte au mieux leurs demandes de qualité
de service. Une telle approche ne semble pas réalisable lorsque le nombre de connexions ou
�ux à manipuler est grand. L'utilisation de tables de routage précalculées est donc préconisée
[62, 63]. Avec cette méthode, des chemins vers chaque destination possible et pour une catégorie
de service spéci�ée (en terme de bande passante en général) sont calculées périodiquement,
ou exceptionnellement (après la réception de nouvelles informations de routage par exemple).
Ces routes sont ensuite utilisées par les connexions ou �ux entrants. Il a été prouvées que
le pré-calcul des tables de routage permet de réduire considérablement les ressources (CPU)
nécessaires sans que les performances globales n'en soient trop a�ectées [57, 30].

Impact sur les performances globales du réseau.

Nous avons vu que la plupart des algorithmes actuels utilisent uniquement la bande pas-
sante résiduelle pour sélectionner les chemins. Les algorithmes utilisant ce paramètre doivent
faire face à un compromis délicat :

� Soit la priorité est donnée à la bande passante (aux dépends du nombre de liens utilisés).
Cette approche permet un excellent partage de la charge sur les liens les moins conges-
tionnés et conduit à une meilleure utilisation des ressources pour des charges faibles à
modérées [50]. Par contre, les chemins sélectionnés peuvent passer par un plus grand
nombre de liens de sorte que l'utilisation du réseau devient très mauvaise à forte charge.

� Soit la priorité est donnée au nombre de liens utilisés. Dans ce cas, le partage de charge
peut être moins bien assuré mais l'utilisation des ressources est préservée, même à forte

18La fonction GCAC (Generic Connexion Admission Control) étant ensuite utilisée pour sélectionner les routes

disposant des ressources su�santes pour accepter la connexion.
19Rate Based Schedulers.
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charge.
Les algorithmes privilégiant le nombre de sauts sont en général préférés a�n de préserver les

ressources. Il a été montré également que ce type d'algorithme est moins a�ecté par l'inacuité
des informations de routage (dû aux mécanismes de rafraîchissements) [50]. L'algorithme le
plus connu, dénommé �shortest-widest� fonctionne de la manière suivante : Un algorithme
de plus court chemin est tout d'abord utilisé. Une liste de plus-courts chemins menant à la
destination est alors retournée, parmi lesquelles le chemin possédant le plus de bande passante
est �nalement choisi [50].

Des algorithmes plus complexes, souvent nommés algorithmes de routage �compétitifs�
sont également très intéressants car ils peuvent permettre d'obtenir un compromis intéressant
entre partage de charge et utilisation du réseau. Les calculs sont basés sur une fonction de coût
prenant à la fois compte du nombre de lien et de la bande passante résiduelle : Les liens sont
marqués par une quantité f(w) où w est la bande passante résiduelle où f est une fonction
décroissante de w. On trouve par exemple : f(w) = 1

w . Le but est alors de trouver un chemin
P minimisant la somme ∑i∈P f(wi). Les performances sont variables selon la bande passante
requise [49].

4.2.4 Routage sur des informations inexactes.

De nombreuses recherches sont en cours sur la création d'algorithmes de routage robustes
permettant de minimiser l'impact des informations de routage inexactes. Notons que les algo-
rithmes donnant la priorité au nombre de sauts sont moins a�ectés par ces problèmes (utilisant
dans une moindre mesure les informations de QoS). Des algorithmes spéci�ques sont également
développés pour prendre en compte les imprécisions dues au mécanismes de rafraîchissement
[37, 32].

Fonction GCAC

Une connexion ou un �ux peut être refusé sur le chemin sélectionné si les ressources res-
tantes au niveau d'un lien sont insu�santes20. Le routage QoS permet en théorie de sélection-
ner des chemins possédant des ressources su�santes a�n de diminuer le taux de blocage. Dans
la pratique, nous avons vu qu'il faut souvent faire appel à des tables de routage précalculées.
Nous avons également vu que les algorithmes de routage QoS ne tiennent généralement pas
compte de la totalité des informations de routage, de sorte qu'il peut être nécessaire de véri�er
que les chemins sélectionnés répondent bien aux critères de qualité de service désirés.

Pour les réseaux ATM, le protocole PNNI dé�nit une fonction générique, appelée GCAC21,
20Par le contrôle d'admission, appelé CAC (Connexion Admission Control) dans les réseaux ATM.
21GCAC : Generic Connexion Admission Control.
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permettant d'anticiper les décisions des algorithmes d'admission d'appels sur les liens choisis 22.
Notons qu'il ne s'agit pas d'une garantie absolue de conformité, puisque la fonction GCAC utilise
des informations de QoS plus ou moins exactes � selon la politique de rafraîchissement choisie.
Nous montrons dans le chapitre suivant que les chemins sélectionnés ont tout de même une
plus forte probabilité d'accepter la connexion de sorte que cette fonction permet de réduire
les taux de blocage23 tout en évitant d'échanger trop de messages de signalisation inutiles.

Crankback.

Malgré les précautions prises lors du routage, il est possible que le �ux ou la connexion
soit refusé sur le chemin sélectionné � Un lien ne dispose pas de ressources su�santes. Ce
phénomène est d'autant plus probable avec des politiques de rafraîchissement des informations
de routage très conservatrices. Il peut être souhaitable d'autoriser un re-routage du �ux ou de
la connexion a�n de diminuer leur taux de perte.

Le protocole PNNI dé�nit une procédure signalétique, appelée �crankback�, permettant de
libérer les ressources réservées sur le chemin défectueux jusqu'au premier commutateur. Ce
dernier peut alors décider de re-router la connexion sur un chemin alternatif.

4.3 Routage hiérarchique

Nous avons mis en évidence que le routage dynamique engendre un coût supplémentaire sur
le réseau, en terme de bande passante (nécessité d'échanger des informations de routage) et des
ressources matérielles (calculs de routage et/ou stockage des tables précalculées). Quelque soit
la technologie (�Link State� ou �Distance Vector�) utilisée, les sur-coûts mentionnés deviennent
rapidement excessifs lorsque la taille du réseau augmente. Le routage hiérarchie est un élément
clé permettant de réduire la quantité d'information de routage à manipuler tout en assurant
un routage cohérent de bout-en-bout.

L'idée sous-jacente est fort simple : Il s'agit de diviser récursivement (à chaque niveau hié-
rarchique) le réseau en aires de routage indépendantes. Le routage est assuré par un protocole
de routage dynamique classique à l'intérieur des domaines � ceci étant de taille raisonnable
après partition. Les informations de routage d'un domaine donné sont agrégées, c'est à dire
résumées, a�n d'être passées au niveau hiérarchique supérieur. Ce mécanisme d'agrégation
a pour but de limiter la quantité d'information échangée tout en assurant un routage de
bout-en-bout cohérent.

22Remarquons qu'en ATM, les algorithmes de CAC ne sont pas normalisés. La dé�nition d'une fonction GCAC

standard était donc nécessaire, pour travailler dans un environnement multi-constructeur.
23Lorsque le re-routage n'est pas autorisé ou tout au moins contrôlé.
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4.3.1 Fonctionnement

Dans l'Internet.

Le réseau Internet est muni de deux niveaux hiérarchiques. Le réseau mondial est divisé
en aires de routage indépendantes, appelées ASs24. Le routage intra-domaine est assuré par
les protocoles de routage dynamiques évoqués au début de ce chapitre ( RIP, OSPF, ...). Ces
protocoles permettent de calculer les plus courts chemins entre di�érents sous-réseaux. Les
informations de routage internes ne sont pas transmises en dehors des frontières d'un AS.

Au niveau hiérarchique supérieur, la connectivité entre domaines est assurée par un pro-
tocole de routage externe (BGP25 en général). Ce protocole permet de déterminer les chemins
entre domaines. Ce protocole utilise des informations agrégées puisqu'aucune information sur
la topologie interne des ASs ne lui est connue26. Le routage externe sélectionne les domaines
(c.à.d AS) à traverser, les paquets étant acheminés par les protocoles de routage interne a�n
de traverser les domaines sélectionnés.

Cette solution n'est plus su�sante depuis quelques années vues les dimensions prises par
le réseau Internet. Le nombre de réseaux existants dans l'Internet devient trop important à
gérer, de sorte qu'il faut avoir recours à une agrégation manuelle aux niveaux des routeurs
externes. Les informations de routage échangées sont agrégées dès que ceci est possible (sans
considération de niveaux hiérarchiques), en jouant sur les pré�xes et les masques des adresses
IP27. Sur la �gure 4.1 est représentée une application de cette technique d'agrégation. Les
informations de routage sont échangées de proche en proche (technique �distance-vector�) :
Le routeur central R2 reçoit ainsi des informations sur les réseaux A.0 et A.1. Les routeurs
situés à gauche de R2 n'ont pas besoin de connaître l'existence de deux réseaux distincts A.0
et A.1, de sorte que le routeur R2 n'annonce à R1 que le pré�xe A (regroupant les réseaux
A.0 et A.1). Cette agrégation doit être administrée avec précaution pour éviter d'éventuels
problèmes de routage (deux routeurs peuvent par exemple annoncer une accessibilité vers les
mêmes pré�xes d'adresses suite à des agrégations inadéquates).

Dans l'ATM avec le protocole PNNI.

Le protocole PNNI [63] est certainement le protocole de routage dans lequel la notion de
hiérarchie a été le plus adroitement mise en application. Ce protocole permet par exemple

24AS : Autonomous System.
25BGP : Border Gateway Protocol [82].
26L'élément d'information manipulé par le protocole de routage externe est le numéro d'AS : Un AS contient

éventuellement plusieurs réseaux mais aucune information sur les sous-réseaux n'est connue.
27Cette technique est connue sous le nom de CIDR (Classless Inter-Domain Routing) [42, chapitre 9].
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A.0

A.1

A.1

A.0

A.

Aggregation

R1

R2

R4

R3

Fig. 4.1 � Agrégation par "sauts" dans un réseau non hiérarchique.

de dé�nir un nombre de niveaux hiérarchiques arbitraire28. Dans PNNI, le réseau est divisé
en domaines de routage appelés �peer-groups29� (notés PGs par commodité). Les domaines
sont récursivement sous-divisés en sous-domaines selon le nombre de niveaux hiérarchiques
souhaité. Par exemple, sur la �gure 4.2, le réseau est divisé en deux domaines (notés PG A et
PG B) ; le peer-group PG A étant lui même sous-divisé en deux peer-groups (notés PG A.1 et
PG A.2).

A.1.1

A.1.2

A.2.1
A.2.3

A.2.2

B.2
PG(A.1) PG(A.2)

PG(A)

PG(B)

B.1

B.3

A.2.4
B.4

Fig. 4.2 � Exemple de division hiérarchique.

A l'intérieur d'un domaine, les informations de routage sont échangées selon une technique
de type �link-state� mais ne dépassent pas les frontières du Peer-Group. Ces échanges de

28En réalité, le format des adresses ATM ne permet pas la dé�nition de plus de 104 niveaux hiérarchiques...

Mais nous verrons dans le chapitre 6 qu'il ne s'agit absolument pas d'une restriction, un nombre de niveaux

hiérarchiques très limité su�sant à réduire considérablement les tailles des tables de routage.
29Peer-Group : Les commutateurs d'un même PG doivent posséder un pré�xe d'adresse commun (pour que

l'agrégation soit e�cace) d'où la notion de �pairs� (peers).
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messages sont également utilisés par un mécanisme assez classique d'élection a�n qu'à tout
moment un noeud de chaque PG soit désigné pour assurer les fonctions de �peer-group leader�
(PGL). Par exemple, le noeud A.1.2 est le PGL du peer-group PG A.1 sur la �gure 4.2. Le PGL est
chargé d'agréger les informations de routage du domaine dont il a la charge et de disséminer les
informations agrégées au niveau hiérarchique supérieur. Le peer-group agrégé est représenté
par un noeud logique au niveau hiérarchique supérieur. Les noeuds logiques échangent des
informations de routage agrégées avec leurs pairs et font descendre les informations reçues à
l'intérieur du peer-group dont ils sont issus.

La structure hiérarchique résultante est représentée sur la �gure 4.3. Le domaine PG A.1
est représenté par le noeud logique A.1, qui informe ses pairs (c.à.d les noeuds logiques A.2)
des informations agrégées de son domaine. Les échanges d'informations entre ces noeuds sont
également utilisés pour élire un PGL (le noeud logique A.2 en l'occurrence). Ce noeud agrège à
son tour les informations30 de routage du peer-group qu'il représente (sous la forme du noeud
logique A) au niveau supérieur.

A.2.1
A.2.3

A.2.2

PG(A.2)

A.1.1

A.1.2

PG(A.1)

A.1 A.2

PG(A)

B.2

B.3

B.1

PG(B)

A B

B.4

PG(o)

Fig. 4.3 � Structure logique construite par PNNI.

Avec une analogie manageriale, il est possible de comparer le PGL à un chef d'une équipe (à
un niveau hiérarchique donné) : sa fonction le rend en particulier responsable de la montée et de
la descente d'informations. Après une réunion avec ses subordonnés, il résume les informations

30Informations déjà agrégées...
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importantes et en fait part à ses collègues lors d'une réunion au niveau hiérarchique supérieur.
Il informe ensuite ses subordonnés des informations échangées pendant cette réunion 31.

Les mécanismes de routage sont donc totalement récursifs et permettent un réduction
signi�cative des informations de routage échangées globalement. La �gure 4.4 représente les
bases de données obtenues grâce aux échanges d'information dans la structure hiérarchique
de la �gure 4.3. Les noeuds du PG A.1 connaissent ainsi la topologie de leur domaine dans
les détails ; Il savent également qu'il est possible de joindre le peer-group PG A.2 (via le
noeud A.1.2). Le PG B est également accessible via le peer-group PG A.2. Avec la structure
hiérarchique choisie, les noeuds du PG B ne connaissent que l'existence du peer-group A et
ignorent tout des sous-divisions (PG A.1 et PG A.2) internes de ce domaine.

PG(A.1)

BA.2

A.1.2

A.1.1

B.2

B.3

B.1

PG(B)

A

Fig. 4.4 � Vision topologique à l'intérieur des domaines PG A.1 et PG B.

4.3.2 Agrégation

Comme nous l'avons vu, un des principaux rôles de la fonction d'agrégation est de résumer
les informations d'accessibilité (c'est à dire les di�érentes adresses accessibles dans le domaine
de routage) a�n de limiter la taille des tables de routage. Ceci est assez facile à e�ectuer si
le plan d'adressage s'y prète en utilisant les pré�xes d'adresses associés à des masques 32. La
structure des adresses IP et ATM le permet par exemple. L'impact de la structure hiérarchique
sur la taille de la table de routage a été étudié par L.Kleinrock dans [46]. Nous reprenons
également cette étude avec un modèle di�érent dans le chapitre 6.

Il est par contre beaucoup plus di�cile d'agréger les informations topologiques comme
le nombre de sauts ou le poids administratif a�n de donner un ordre de grandeur du �coût�
associé à la traversée d'un domaine.

31L'analogie s'arrêtant la, car il n'y a pas de ��ltrage� lors de la descente d'information dans PNNI � ce qui

est loin d'être le cas dans un contexte managerial !
32Nous considérons super�u de dé�nir ses notions bien connues.
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Agrégation Topologique.

Dans les réseaux IP, les routages internes et externes sont totalement séparés et les coûts
associés aux di�érents domaines sont �xés administrativement. Les métriques disparâtes (et
incompatibles) utilisées par les di�érents protocoles de routage interne rend de toute façon
cette l'idée d'une agrégation topologique impossible à réaliser. Dans le contexte du routage
PNNI, le problème est par contre posé. Ce protocole propose deux méthodes de représentation
(cf. �gure 4.5) des peer-groups [63] basées sur les travaux de W.C.Lee [47] :

� Simple Node Representation. Cette approche, utilisée par défaut, permet de représenter
un domaine entier avec un seul jeu de paramètres (un poids administratif, une bande
passante, etc.) Il s'agit en fait d'une représentation en étoile symétrique � les extrémité
des branches de l'étoile représentant les points de sortie du peer-group. Les branches
sont toutes marquées par le même jeu de paramètre.

� Complex Node Representation. Il s'agit d'une représentation plus �ne en étoile asy-
métrique � chaque branche de l'étoile possédant son propre jeu de paramètres. Il est
également possible de dé�nir exceptionnellement des �raccourcis� entre deux ports (sans
passer par le coeur de l'étoile) a�n de mieux représenter les réseaux fortement asymé-
triques.

Simple Node Complex Node

PortSpoke

Nucleus

Exception ‘‘by-pass’’

Fig. 4.5 � Méthode d'agrégation dans PNNI.

La dé�nition d'algorithme d'agrégation topologique est di�cile car il existe un compromis
à trouver entre la quantité d'informations utilisées et l'acuité de la représentation �nale. De
nombreuses recherches ont été e�ectuées sur le sujet [47, 48, 43, 55]. La plupart des algorithmes
construisent tout d'abord un maillage sur un graphe réduit ou seuls les noeuds périphériques
sont conservés (les �ports� dans le vocabulaire PNNI). Les arrêtes sont marquées par les poids
des plus court-chemins (selon l'algorithme de routage utilisé) reliant les ports considérés. Ce
graphe maillé est ensuite réduit en une étoile symétrique, asymétrique, avec ou sans exception
selon les algorithmes. Le document [48] o�re un état de l'art assez complet sur le sujet.
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Agrégation et QoS.

La recherche sur les algorithmes d'agrégation (évoquée dans le paragraphe précédent)
porte essentiellement sur l'agrégation topologique � portant donc sur un nombre de sauts
ou sur des poids administratifs. Dans le cadre d'un routage QoS, il est également nécessaire
d'agréger d'autres attributs et métriques. Le problème d'agrégation multi-critères a été très
peu étudié [48, 43]. Les métriques et attributs sont donc souvent résumées en suivant les
étapes d'un processus d'agrégation basé sur les poids administratifs... Cette technique n'est
bien sûr pas cohérente lorsque le routage sous-jacent privilégie le partage de charge (routage
basé prioritairement sur la bande passante résiduelle en dépit du nombre de sauts, voir section
précédente).

L'agrégation de paramètres de QoS pose également la question du choix d'un niveau
d'agressivité. Lorsque plusieurs chemins possibles existent entre deux �ports�, il est par exemple
possible de choisir la bande passante disponible sur chemin le plus congestionné, ce qui dé�nit
une stratégie �conservatrice�. Il est possible au contraire de choisir la bande-passante dispo-
nible sur le chemin le moins congestionné, où l'on obéit alors à une politique �agressive�. Des
résultats de simulations [43] semblent montrer qu'une politique agressive est préférable a�n de
réduire les taux de pertes d'appels entrants. Dans le chapitre 7, nous revenons sur la notion
d'agressivité du processus d'agrégation. Nous proposons un modèle permettant de quanti�er
cette notion pour en étudier l'impact33 sur les performances globales du réseau. Nous ver-
rons que les résultats trouvés montrent également que le choix d'une stratégie agressive est
préférable du point de vue de l'utilisation des ressources.

4.3.3 Algorithmes de routage hiérarchiques.

Fonctionnement.

N'oublions pas que le routage doit être assuré malgré la structure hiérarchique et les pertes
d'informations topologiques dues à l'agrégation. Le protocole PNNI dé�nit une procédure gé-
nérique permettant d'assurer un routage cohérent (même s'il est éventuellement sous-optimal)
dans une hiérarchie complexe. La procédure d'ouverture de connexion est en fait distribuée.
Notons tout d'abord que le protocole de routage de PNNI est de type �source-routing� c'est à
dire que la décision de routage est e�ectuée par le premier commutateur. La liste des noeuds
à traverser (DTL34) est incluse dans le message d'ouverture de connexion. Les noeuds inter-
médiaires suivent ensuite le chemin décrit dans ce message. Dans une structure hiérarchique,
le noeud source détermine les domaines à traverser. Cette information de routage est ensuite

33L'impact de la fonction GCAC et du reroutage sont également traités.
34DTL : Designated Transit List
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ra�née à chaque entrée dans un nouveau domaine, ou le chemin permettant de traverser le
nouveau peer-group (en direction du prochain domaine, selon les indications du noeud source)
est sélectionné.

Imaginons par exemple le cas de la �gure 4.3 où le noeud A.1.1 désire communiquer avec
le noeud B.3. Le DTL généré par le premier commutateur sera le suivant :

[ [A.1.1 A.1.2] [A.1 A.2] [A B] ]
A l'entrée dans le peer-group PG A.2, le DTL est analysé et un chemin permettant d'atteindre
le PG B est sélectionné : [A.2.1 A.2.3] . Une fois arrivé au noeud B.1, le chemin [B.1 B.3]
est �nalement choisi.

Dans [54, 43], di�érents algorithmes de routage adaptés au protocole PNNI sont discutés.
Une approche particulièrement élégante (décrite en détail dans [54]) consiste tout d'abord à
déterminer le peer-group de niveau le plus haut que la source et la destination ont en commun
(on parle �d'ancêtre� commun par analogie avec un arbre généalogique). A l'intérieur du peer-
group ainsi sélectionné, un premier calcul de routage permet de sélectionner les domaines du
niveau hiérarchique inférieur n− 1 qu'il faudra traverser � [A B] dans l'exemple précédent.
A l'intérieur du premier domaine de niveau n − 1, les domaines de routage de niveau n − 2

permettant d'atteindre le second domaine de niveau n − 1 peuvent alors être déterminés �
[[A.1 A.2] [A B]] . La construction du DTL se poursuit récursivement en descendant les ni-
veaux hiérarchiques jusqu'à atteindre le niveau physique � nous arrivons à [ [A.1.1 A.1.2]
[A.1 A.2] [A B] ] dans l'exemple précédent. Il est possible de trouver une description d'un
approche non récursive dans [63, Annexe H].

Il a été montré dans [53] que la complexité globale associée au routage d'une connexion est
directement a�ectée par la structure hiérarchique choisie. Des structures spéci�ques permet-
tant de minimiser la complexité de ces calculs ont été découvertes par le même auteur. Nous
reviendrons sur ces notions dans le chapitre 6.

Crankback.

Remarquons �nalement qu'il est possible qu'une connexion soit refusée sur le chemin sélec-
tionné par l'algorithme de routage, à cause des inexactitudes des informations de routage (dues
aux processus de rafraîchissement et d'agrégation). Dans le protocole PNNI, une procédure de
crankback permet de libérer les ressources réservées sur le chemin défectueux (jusqu'au dernier
noeud ayant pris une décision de routage). Il est alors possible de choisir une route alternative
a�n d'éviter le lien bloquant35.

35Des algorithmes de routage permettant de choisir des routes disjointes ou possédant le moins de lien en

commun est étudié dans [45].
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4.4 Organisation de cette partie.

Motivations.

Les trois chapitres suivants traitent de problèmes di�érents liés au routage dynamique)
que nous présentons rapidement dans cette section. Tous les aspects sont bien sûrs entremêlés
même si nous avons dû les traiter séparement par soucis de clarté � et pour obéir au second
principe cartésien. Même si ces études di�èrent par l'analyse choisie ou les problèmes traités,
remarquons qu'ils répondent tous à une même problématique globale évoquée en introduction :
celle du dimensionnement de réseau. Nous cherchons à comprendre l'impact des paramètres
des protocoles de routage sur les performances globales du réseau. Nous cherchons des règles
simples et génériques permettant de trouver une paramétrisation optimale conduisant au com-
promis performance/surcoût désiré.

Analyses menées.

Comme nous l'avons vu tout au long de ce chapitre, de nombreuses questions se posent sur
les performances de réseau utilisant des protocoles de routage dynamique. Nous avons mis en
évidence l'impact de la politique de rafraîchissement des informations de routage sur la qualité
des décisions de routage. Nous avons vu également que les résultats de simulations disponibles
aujourd'hui donnent de nombreuses indications sur les politiques à adopter. Pourtant, les
études actuelles ne permettent pas encore de choisir précisément les paramètres mis en jeu
(période des échanges ou taux di�érentiel etc.) selon les performances et le surcoût protocolaire
attendu.

Dans le chapitre suivant, nous proposons un modèle simple dans lequel nous étudions
l'impact de l'acuité des informations de routage sur les performances globales du réseau.
Cette étude analytique permet également d'étudier l'impact du reroutage ou de la fonction
GCAC dans le contexte du routage PNNI. Le modèle sous sa forme actuelle n'est pourtant pas
totalement achevé. Il s'agit d'une première étape dans la réalisation de méthodes analytiques
permettant une paramétrisation adéquate de protocoles de routage QoS en fonction du mode
de fonctionnement désiré.

Nous avons également mis en évidence l'importance jouée par la hiérarchie et l'agrégation
pour réduire le sur-coût associé aux protocoles de routage dynamique. Dans le chapitre 6,
nous étudions comment la structure hiérarchique choisie agit sur la quantité d'information à
manipuler ou sur la complexité des calculs de routage. Ces résultats quantitatifs permettent
de choisir une structure hiérarchique adaptée aux contraintes technologiques (capacités de
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traitement, quantité de mémoire disponible) du matériel utilisé.
Finalement, nous avons vu la di�culté que représente le développement d'algorithmes

d'agrégation dans un réseau o�rant des garanties de QoS. Nous avons pu notamment souligner
l'impact important joué par l'agressivité de la politique d'agrégation sur les performances du
réseau. Dans le chapitre 7, nous proposons un modèle simple et générique permettant de
modéliser un processus d'agrégation par son agressivité. Il nous est alors possible d'observer
les performances globales du réseau en fonction de ce paramètres � conjointement à d'autre
paramètres contrôlant le re-routage ou la structure hiérarchique par exemple. Les résultats
obtenus semblent aller en faveur de politiques aggressives (liées à des contrôles sévères sur le
re-routage) et mettent en cause le bon fonctionnement de la fonction GCAC36 dans un réseau
hiérarchique.

Contexte de l'étude.

Il est important de noter que les chapitres suivants se placent dans le cadre du protocole
PNNI. Les résultats obtenus sont pourtant génériques, les di�érences qui existaient entre le
monde ATM et le monde Internet diminuant considérablement avec le temps.

La seule véritable di�érence repose en fait sur le fait que nous supposons un protocole de
routage basé à la source (et non pas par sauts comme c'est actuellement le cas dans l'Internet).
Remarquons qu'il est essentiel d'utiliser un routage basé à la source dans un réseau supportant
la QoS a�n de préserver la réservation de ressources e�ectuée sur le chemin initial, malgré
d'éventuels changements des tables de routage � on parle de �pinned route� à l'IETF. De
nombreux travaux sont donc en cours pour permettre de réaliser un routage à la source dans
l'Internet.

Le protocole SDR 37 permet à un �ux d'être acheminé suivant un chemin déterminé � le
chemin est placé dans l'en-tête du paquet, comme c'était le cas dans les réseaux token-ring. Ce
protocole est encore peu développé dans le réseau IPv4. Il fait par contre partie intégrante des
systèmes basés sur IPv6. Les nouvelles architectures IP en cours de dé�nition, comme MPLS38
vont permettre également de faciliter la gestion et l'acheminement de ��ux�. Le routage QoS
basé à la source (à l'entrée dans le réseau MPLS) devrait connaître un essor très important avec
ce type d'architecture.

36ou du �pruning� dans des solutions porposées pour IP.
37SDR : Source Demand Routing [74].
38MPLS : MultiProtocol Label Swapping. voir http ://www.ietf.org/html.charters/mpls-charter.html .
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Chapitre 5

Analyse d'un réseau plat

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur un modèle simple de réseau plat, c.à.d. non
hiérarchique. Nous nous plaçons dans le cadre du routage PNNI [63] évoqué dans le chapitre
précédent, bien que certains aspects de cette étude restent valable pour le monde IP (cf.
chapitre précédent). Une étude analytique simple est donnée, a�n d'étudier spéci�quement
l'impact du mécanisme de rafraîchissement des informations de routage sur les performances
du réseau considéré. Ce travail a été réalisé en collaboration avec Arturo Ragozini, pendant
ses deux séjours à Paris.

Le chapitre présent est organisé de la manière suivante : Le modèle utilisé est tout d'abord
présenté dans la section 5.1. Les di�érentes variables décrivant les performances du système
sont ensuite déterminées analytiquement dans la section 5.2. En�n, les résultats obtenus sont
présentés et analysés dans la section 5.3. Quelques commentaires et une conclusion viennent
alors clore ce chapitre.

5.1 Présentation du modèle

Le modèle présenté ci-dessous s'appuie souvent sur des résultats de géométrie aléatoire.
Nous ferons appel à de nombreuses références à l'annexe B qui présente de manière détaillée
les concepts sur les pavages du plan utilisés dans cette étude.

5.1.1 Structure du réseau

Les n÷uds des réseau � c.à.d. des commutateurs ATM dans le contexte de PNNI � seront
représentés par un processus ponctuel homogène de Poisson (cf. section A.3 en annexe), noté
π, d'intensité supposée �nie λ. Sans perte de généralité, nous considérerons uniquement les
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points de ce processus qui appartiennent à disque de rayon 1√
π
centré à l'origine. Le choix

de ce rayon permet de disposer d'une surface d'aire unitaire � il y a donc λ n÷uds dans le
réseau en moyenne.

La connectivité entre ces n÷uds est modélisée par le graphe de Delaunay (décrit en annexe
à la section B.4).Une représentation graphique d'un tel graphe est donnée par la �gure B.5 à
la page 210.

5.1.2 Informations de routage.

Les liens du graphe de Delaunay sont marqués par la bande passante résiduelle qu'ils
peuvent o�rir. Les autres métriques usuelles, comme le délais, la jige ou le taux de perte, ne
seront pas considérés. Un lien arbitraire du graphe de Delaunay indexé par i est donc marqué
par une variable aléatoire Xi à valeur dans [0, C], dans chaque direction �- Notons que ceci
sous-entend que nous considérons des liens de même capacité.

Comme expliqué dans le chapitre précédent, il n'est pas possible de transmettre continuel-
lement les valeurs des bandes passantes des di�érents liens aux autres n÷uds du réseau. Ces
informations sont donc transmises périodiquement (avec une fréquence pas trop élevée) ou
uniquement lors d'un �événement majeur�. Les n÷uds du réseau n'ont donc à leur disposition
que des estimations, notées X̃i, pour prendre leurs décisions de routage.

Nous supposerons les variables {X̃i} i.i.d. Il apparaît clairement que la distribution conjointe
de Xi et X̃i est une caractéristique du mécanisme de rafraîchissement des informations de
routage. Dans toute la suite, aucune hypothèse sur cette distribution n'est nécessaire 1. Nous
verrons en fait que les résultats ne dépendent que des deux paramètres suivants (dépendants
de cette distribution) : p = IP{X̃ > b} et q = IP{X > b|X̃ > b} si b désigne la bande passante
demandée par l'appelant. Cette bande passante b représente aussi bien un débit crête, un débit
moyen ou une bande passante e�ective (de l'anglais �e�ective bandwidth� [105] ), en fonction
de la politique d'admission d'appels choisie.

A�n d'utiliser le modèle présenté pour le dimensionnement de réseau, il faut pouvoir esti-
mer ces deux paramètres en fonction des caractéristiques du mécanisme de rafraîchissement.
Cet aspect est discuté à la �n de ce chapitre. On peut aussi tout simplement mesurer ces
paramètres, pour un b donné, par des simulations ou sur des réseaux réels.

1Nous supposons par contre qu'il existe un état stationnaire pour qu'une telle distribution existe. des

extensions pour des régimes �cyclo-stationnaires� sont envisagées.
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5.1.3 Algorithme de Routage.

Comme expliqué dans le chapitre précédent, il n'est pas toujours possible de lancer un
algorithme de routage QoS �à la demande� à chaque arrivée d'appel (ou de �ux dans le cas de
réseaux IP). Des tables de routage précalculées, correspondant à di�érentes plages de bande
passante, et pour chaque destination possible, sont donc stockées en mémoire. Nous consi-
dérerons un mécanismes de routage fonctionnant à base de routes précalculées uniquement.
Autrement dit, si aucune route ne correspond, l'appel est directment rejeté, sans faire appel
à un éventuel calcul de routage propre pour cet appel.

Nous avons aussi montré dans le chapitre 4 la di�culté du choix d'un algorithme de routage
QoS (et nous savons que dans PNNI, ils ne sont pas spéci�és). Les algorithmes donnant le plus
d'importance au nombre de sauts (par rapport à la bande passante disponible) sont préférables
pour une bonne utilisation des ressources. Nous considérerons en fait l'approche extrême 2 où
les chemins sont précalculés en fonction des poids administratifs uniquement. Autrement dit, il
s'agit d'un algorithme classique de plus court chemin, qui ne tient pas compte des paramètres
de QoS.

Les paramètres de QoS sont ensuite utilisés par le premier n÷ud a�n de déterminer l'en-
semble des chemins �admissibles� à priori : Grâce à la fonction de GCAC, une route r est
considérée comme �admissible� si elle dispose, a priori, de su�samment de bande passante �
c.à.d. si X̃i > b ∀i ∈ r, où b désigne, cette fois encore, la quantité de bande passante désirée
par l'utilisateur.

Notons �nalement que les graphes de Delaunay utilisés ont un fort degré de connectivité 3,
de sorte qu'il existe un grand nombre de chemins possibles entre chaque n÷ud source et desti-
nation. Nous ferons l'hypothèse qu'il est toujours possible de trouver K chemins parfaitement
disjoints et de même longueur (longueur minimale en terme de nombre de sauts) pour traverser
le réseau. On peut voir sur quelques exemples que cette hypothèse est vraie lorsque K = 2 ou
3 et constitue un approximation pour de plus grandes valeurs de K � approximation d'autant
meilleure que K est faible, bien sûr.

5.1.4 Crankbacks

Comme nous l'avons vu, les routes sont choisies par le premier n÷ud d'après les estimations
sur la congestion des liens (forcément inexactes) dont ils disposent, c.à.d. d'après les variables
{X̃.}. Il est donc possible que le chemin sélectionné ne dispose �nalement pas des ressources
su�santes, auquel cas une procédure de �crankback� est mise en ÷uvre. Le n÷ud d'entrée

2Approche extrême, certes, mais bien réelle. Il semble, par exemple, que cette solution ait la préférence des

développeurs d'un grand constructeur suédois par exemple.
3Par connectivité, il faut entendre le nombre moyen de voisins directment connectés.
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dispose alors de la possibilité de sélectionner une route alternative admissible, si une telle route
existe. A�n de limiter le surcoût protocolaire lié à la signalisation, le nombre de crankbacks
doit être contrôlé. Nous introduisons donc le paramètre Kc, représentant le nombre maximal
de crankbacks autorisé pour un appel donné.

Le procédé régissant le routage et le re-routage d'un appel est résumé sous la forme d'un
pseudo-code dans les tables 5.1 et 5.2. Dans cette description, R (retourné par la fonction
get_precomputed_path() ) correspond à une liste de chemins, c'est à dire une liste de liste.
Si p est un index, alors r = R[p] correspond donc au pieme chemin. Il s'agit d'une liste des
n÷uds à traverser. En�n, call est une structure complexe que nous ne spéci�erons pas et
qui décrit les di�érents paramètres nécessaires à l'ouverture de la connexion. En particulier,
call.dest identi�e le destinaire souhaité et call.QoS la qualité de service désirée.

A la réception d'une demande d'ouverture de connexion (message set_up) par une station,
le n÷ud en question récupère tout d'abord la liste des chemins précalculés en direction de
la destination souhaitée (grâce à la pseudo-commande get_precomputed_path() ). De ces
chemins ne sont conservés que les chemins �admissibles�, la sélection étant e�ectué par la
fonction GCAC. Ensuite, le n÷ud s'assure qu'il existe un chemin dont le premier lien a assez de
ressources pour accepter l'appel (fonction CAC4) grâce à la fonction find_suitable_path() .
Si un tel chemin existe, les ressources sont réservées et la demande de connexion transmise
au prochain n÷ud. Le �context� (routes admissibles et quelques variables utiles au routage de
l'appel) est alors stocké a�n de pouvoir traiter rapidement un éventuel message de crankback
pour cet appel5. Si aucun chemin approprié n'a pu être déterminé, l'appel est rejeté.

A la réception d'un message set_up par un n÷ud sélectionné, la fonction CAC est utilisée
a�n de s'assurer que les ressources disponibles sont e�ectivement su�santes pour accepter
l'appel. Dans le cas contraire, un message de crankback est généré et envoyé en direction du
n÷ud source, libérant les ressources réservées sur son passage.

En�n, si le n÷ud source reçoit un message de crankback , le contexte de l'appel est récupéré
a�n de déterminer si une route alternative existe. Si ce n'est pas le cas, l'appel est rejeté.

5.2 Analyse

Dans cette section, le principaux critères de performance sont exprimés en fonction des
paramètres du modèle �- en particulier, en fonction de q = IP

{
X > b

∣∣∣X̃ > b
}
qui représente

l'acuité des informations de routage.
4CAC : Call Admission Control.
5Ces variables sont libérées à la réception du message connect (spéci�ant le succès de l'ouverture de la

connexion) ou si l'appel est rejeté.
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switch(received_mesg)

case uni.set_up(call)

p=1; i=1; R=GCAC(call.QoS,get_precomputed_path(call.dest));

found=find_suitable_path(call.QoS,R,p);

if found==FAIL then %%% reject Call %%%

else

%%% Reserve ressources %%%

r=R[p];

send nni.set_up(call,r,i+1) to r[i+1]; store_context(call)(R,path,0);

endif

case nni.crankback(call,r,1)

%%% Release Ressources %%%

(R,p,c)=get_context(call); p=p+1; c=c+1; found=find_suitable_path(call.QoS,R,p);

if c<=Kc and found==OK then

%%% Reserve ressources %%%

send nni.set_up(call,r,i+1) to r[i+1]; store_context(call)(R,p,c);

else %%% reject Call %%% release_contest(call);

endif

case ...

function boolean find_suitable_path(QoS,R,p)

r=R(p);

while p <= length(R) and not CAC(QoS,r[2]) do

p=p+1; r=R[p]; end

if p>length(R) return(FAIL) else return(OK) endif

endfunction

Tab. 5.1 � Pseudo-Code : Comportement du n÷ud source.
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switch(received_mesg)

case nni.set_up(call,r,index)

if CAC(call.QoS,r[index+1])) then

%%% Reserve ressources %%%

send nni.set_up(call,r,index+1) to r[index+1];

else

send nni.crankback(call,r,index-1) to r[index-1];

endif

case nni.cranckback(call,r,index)

%%% Release ressources %%%

send nni.crankback(call,r,index-1) to r[index-1];

case ...

Tab. 5.2 � Pseudo-Code : Comportement d'un n÷ud sélectionné.

5.2.1 Préliminaires

Soit M le nombre minimum de sauts nécessaire à la traversée du réseau considéré (calculé
par un algorithme de plus court chemin). Les K chemins précalculés pour la destination
sont supposés être disjoints et posséder le même nombre de sauts, à savoir M . Il faut noter
que M est une variable aléatoire (étant donné que nous considérons des graphes aléatoires)
dont la distribution est analysée en annexe à la section B.4.2. Dans la suite des calculs,
nous considérerons d'abord M donné et calculerons donc des moyennes et des probabilités
conditionnelles. Ensuite, ces di�érentes quantités seront intégrées par rapport à la distribution
de M a�n d'obtenir les résultats recherchés.

Les di�érents chemins étant considérés disjoints, posons P = pM et Q = qM . Ces variables
représentent, respectivement, la probabilité qu'une route soit sélectionnée par la fonction GCAC
et la probabilité que l'appel soit accepté sur le chemin choisi.

Proposition 5.1 Soit Υr l'événement �GCAC trouve r routes admissibles (sur les K routes dis-
ponibles)�. Alors,

IP(Υr) =
(
K

r

)
P r(1− P )K−r

Preuve. Comme montré précédemment, la fonction GCAC sélectionne une route avec une pro-
babilité P = pM . De plus, les K routes sont supposées disjointes, c.à.d. indépendantes, d'où
la distribution binomiale présentée. �
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Corollaire 5.1 Soit R le nombre de routes admissibles sélectionnées par la fonction GCAC et R
sa moyenne. On a donc :

R = KP

5.2.2 Perte d'appel.

Soit Pb la probabilité qu'un appel soit bloqué, quelqu'en soit la raison. Cet événement
peut se produire parce que le n÷ud source ne peut trouver aucun chemin admissible ou parce
que l'appel a subis un (ou plusieurs) crankback(s) et qu'aucune route alternative n'a pu être
trouvée. Cette probabilité correspond à l'action %%%reject Call%%% dans la table 5.1.
Proposition 5.2 La probabilité de blocage est donnée par l'expression suivante :

Pb =
K∑
r=0

(
K

r

)
P r(1− P )K−r(1−Q)r∧Kc (5.1)

où a ∧ b = min{a, b}.

Preuve. Il su�t de remarquer que, sachant Υr,

Pb|Υr = IP{Nc = r ∧Kc |Υr } = (1−Q)r∧Kc

�

Remarque 5.1 Remarquons que pour Kc = K, l'expression précédente prend la forme simple
suivante : Pb = (1− PQ)K .

5.2.3 Rejet de l'appel au n÷ud source.

Comme nous l'avons vu, un appel peut être directement rejeté par le premier n÷ud si
jamais la totalité des chemins précalculés sont éliminés par la fonction GCAC.
Proposition 5.3 La probabilité de rejet est donnée par l'expression suivante :

Pr = (1− Pq)K (5.2)

Preuve. Pr correspond à l'événement Υ0, c.à.d. �aucune route n'est admissible�, d'où la forme
(1− P )K . Le terme q doit ensuite être rajouté dans la mesure ou un chemin n'est véritablement
sélectionné que si son premier lien dispose e�ectivement d'assez de bande passante � comme
le montre la table 5.1 où fonction CAC est appelée par la fonction find_suitable_path() . �
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5.2.4 Crankback.

Un appel peut être bloqué sur un chemin sélectionné (c.à.d. sur un chemin qui disposait,
à priori, des ressources nécessaires). Dans ce cas, une procédure de crankback est initialisée.
Soit Pc la probabilité qu'un appel subisse au moins un crankback (qu'il soit ensuite rejeté ou
non). Introduisons également Nc, le nombre moyen de crankbacks subi par un appel.

Proposition 5.4 Le nombre moyen de crankbacks subi par un appel est donné par l'équation
suivante :

Nc =
1−Q
Q

(1− Pb) (5.3)

Preuve. Il est facile de voir que

IP{Nc = n |Υr } = (1−Q)nQ1{n<r∧Kc}1{n≤r∧Kc}

ce qui conduit à la moyenne conditionelle suivante :

IE[Nc |Υr ] =
1−Q
Q

[
1− (1−Q)r∧Kc

]
=

1−Q
Q

[
1− Pb|Υr

]
où nous avons identi�é l'expression de la probabilité de blocage, conditionellement à Υr (ex-
primée dans la preuve de la proposition 5.2). Le résultat annoncé est alors obtenu après
intégration par rapport à Υr. �

Finalement, un calcul trivial conduit à l'expression de la probabilité de crankback.

Pc = IP{Nc > 0} = 1−Q (5.4)

5.2.5 Surcoût

A�n de mieux évaluer le surcoût causé par les crankbacks, nous introduirons une nouvelle
quantité correspondant aux nombres de liens visités inutilement pendant la phase d'ouverture
de connexion. Autrement dit, cette quantité représente le nombre de liens sur lesquels une
réservation de ressource a été e�ectuée, avant d'être ensuite libérée par une procédure de
Crankback. Pour mieux appréhender le surcoût que ces réservations inutile représente par
rapport au nombre de liens qu'il est nécessaire de traverser pour atteindre la destination, nous
nous intéresserons au ratio η, normalisé par le paramètre M .

Lemme 5.1 Le nombre moyen de liens visités sur une route donnée est :
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� M , si l'appel est accepté sur cette route.
� Nl < M , si l'appel est refusé et subit donc un crankback, avec

Nl =
q

1− q
−M qM

1− qM

Preuve. Le premier point est évident. Pour le second, il faut tout d'abord remarquer que
Nl correspond à une moyenne conditionelle, par rapport au fait que l'appel n'est pas accepté.
Il faut donc normaliser par le terme 1 − qM . On voit alors que Nl suit une loi géométrique
tronquée :

IP{Nl = i |Crankback} =
qi (1− q)
1− qM

∀i = 0, . . . ,M − 1

Il su�t alors de calculer la moyenne associée à un telle distribution. �

Proposition 5.5 Le ratio de sur-coût η obéit à la relation suivante :

η =
NcNl
M

(5.5)

où Nc, Nl sont exprimés à la proposition 5.4, au lemme 5.1 respectivement.

Preuve. A chaque fois que l'appel est bloqué sur un chemin, la procédure de crankback va
être utilisée pour libérer les ressources réservées � sur Nl liens en moyenne. D'où le résultat
annoncé. �

5.2.6 Moyennes.

Comme mentionné dans l'annexe B.4.2, la distribution de M n'est pas connue. Par contre,
le théorème limite centrale peut s'appliquer à ces chemins, de sorte que la variance de M

décroît avec la taille du réseau. Nous considérerons que le réseau est su�samment �large 6� pour
considérer M constant. Sous cette approximation, la moyenne des expressions précédentes est
obtenue en les évaluant pour M ≈

√
λ 2√

π
, où rappelons le, 2√

π
est le diamètre du réseau

considéré. Le facteur 4
π

√
λ se justi�e lorsqu'un algorithme de routage markovien est utilisé �

cf. paragraphe B.4.2 en annexe.
Les résultats obtenus par ces calculs sont présentés dans la section suivante.

6Pour une intensité du processus π donnée.
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5.2.7 Routage à l'aveugle

A�n de mettre en évidence le rôle de la fonction GCAC, nous comparerons les résultats
obtenus précédemment avec ceux d'un algorithme de routage �aveugle�, c'est à dire n'utilisant
aucunement les informations de congestion émises par le protocole de routage. Autrement dit,
un appel entrant est envoyé aléatoirement sur un des chemins précalculés disponibles, sans
considérer l'état de congestion de ce chemin. Au cas où la connexion est refusée, une route
alternative peut être tirée aléatoirement parmi les K − 1 routes restantes, et ainsi de suite.

Remarque 5.2 La di�culté de l'étude du routage �aveugle� consiste dans le fait que la proba-
bilité IP{X > b} nous est inconnue � par construction, seule les probabilités p = IP{X̃ > b}
et q = IP{X > b|X̃ > b} sont à notre disposition. Dans la suite, nous considérerons un régime
stationnaire7 pour lequel p0 = IP{X̃ > b} = IPX > b. Autrement dit, nous considérerons que
la bande passante réelle X et son estimée X̃ correspondent à des observations d'un même pro-
cessus, à des instants di�érents (plus ou moins proches selon la politique de rafraîchissement).
En régime stationnaire, les distributions de X et de X̃ sont donc identiques. Par contre ces
deux variables sont bien dépendantes l'une de l'autre de sorte et le paramètre q est en général
non nul.

Nous utiliserons les mêmes notations que précédemment à l'exception d'un �chapeau� qui
signi�e que nous avons à faire au routage �aveugle�. Les expressions des di�érents critères
de performance seront donnés sans aucune démonstration � leur expression étant aisée à
déterminer en utilisant les approximations est les calculs présentés ci-avant pour le cas où la
fonction GCAC est utilisée.

Proposition 5.6 Lorsque la fonction GCAC n'est pas utilisée, les performances du réseau sont
décrites par les identités suivantes :

P̂b = (1− P )Kc

P̂r = (1− p)K

P̂c = 1− P

N̂c =
1− P
P

(
1− P̂b

)
η̂ =

N̂cN̂l
M

N̂l =
p

1− p
−M P

1− P

où P = pM .
7L'inconvénient de cette hypothèse est que nous ne pouvons apréhender le cas où des phénonèmes oscilla-

toires [57] apparaissent. Des extensions considérant des processus cyclo-stationnaires sont envisagées.
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5.3 Résultats

5.3.1 In�uence de p

Nous considérons dans cette section que l'acuité des informations de routage n'est pas a�ec-
tée par p. Autrement dit, nous étudions l'impact de p sur les di�érents critères de performance
pour q �xé.

Performances du réseau.
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Fig. 5.1 � In�uence de p sur les performances du réseau .

La �gure 5.1 réprésente l'évolution de Pb en fonction de p pour λ = 100, K = 3 et q = .95.
Ces courbes permettent de mettre en évidence quelques résultats assez intuitifs :

� Lorsque p → 1, la probabilité de rejet à la source devient nul. En e�et, les bandes
passantes annoncées sont très importantes de sorte que la fonction GCAC ne refuse
jamais aucun appel entrant (on le voit également sur la �gure 5.2 où le nombre de routes
admissibles devient égal au nombre de routes disponibles, c.à.d K = 3). Les appels ne
peuvent être refusé qu'après crankback, si le nombre maximal de crankback autorisé
(noté Kc) est atteint. Il est donc logique de constater que la probabilité de blocage
est très nettement a�ectée par le paramètre Kc. Pour Kc = 1 et p = 1, on retrouve



104 CHAPITRE 5. ANALYSE D'UN RÉSEAU PLAT

bien Pb = Pc. Cette quantité décroît signi�cativement si on autorise un crankback
supplémentaire. Par contre, l'utilité d'un troisième crankback est plus discutable, sauf
pour des valeurs extrêmes (c'est à dire p ≈ 1).

� Lors p décroît, Pr (la probabilité de rejet par la fonction GCAC) atteint rapidement un
niveau inacceptable : Pr ≈ 0.7 pour p ≈ .85 par exemple. Le rejet à la source devient
alors la cause majeure de pertes des appels. L'in�uence des crankbacks n'est plus très
signi�cative. On voit d'ailleurs que le paramètre Kc n'in�ue quasiment plus sur les
valeurs prises par Pb.

Il faut noter que le paramètre p dépend de deux facteurs : La charge du réseau et la quantité
de bande passante b demandée par les appels entrants. Nous pouvons donc remarquer que pour
une charge donnée, autoriser plusieurs crankbacks peut permettre d'accepter un plus grand
nombre d'appels � dans la limite du possible, selon le surcoût protocolaire que l'on désire.
Néanmoins, pour des appels exigeants en bande passante, il n'est peut-être pas nécessaire
d'autoriser un grand nombre de crankbacks. En e�et, la probabilité de blocage de ces appels
n'en serait pas améliorer signi�cativement et le surcoût dû aux crankbacks ne se justi�erait
donc plus.

Surcoût protocolaire.

Nous avons pu souligner l'impact béné�que du crankback sur les probabilités de blocage
des appels dans le paragraphe précédent. Les crankbacks engendrent cependant un surcoût
protocolaire, en terme de messages de signalisation à échanger sur le réseau et à traiter par les
commutateurs. De plus, la bande passante bloquée inutilement jusqu'à l'arrivée du crankback
aurait pu être utilisée par d'autre appels. Le nombre moyen de crankbacks (Nc) et la proportion
de liens traversés inutilement (η) permettent d'évaluer le surcoût générés par les procédures
de crankback.

La �gure 5.2 représentée l'évolution de Nc en fonction de p pour plusieurs valeurs de Kc.
Il peut paraître surprenant au premier abord de constater que Nc diminue lorsque p diminue.
En e�et, la probabilité de crankback ne dépend pas de p. Cette évolution s'explique par les
rejets d'appels à la source : rappelons nous qu'il ne peut y avoir plusieurs crankback que s'il
existe des routes alternatives (admissibles). Le nombre de crankback est nul lorsque l'appel
est directement rejeté par la source, ce qui explique les valeurs très faibles constatés lorsque
p << 1.

La remarque précédente est également mise en lumière par la similarité des évolutions de
Nc et de R (nombre moyen de routes admissibles vues par la fonction GCAC). L'in�uence de
Kc est donc logiquement peu signi�cative pour p << 1. En revanche, l'in�uence de Kc est
très importante pour p ≈ 1. Pour Kc ≈ 3 et p ≈ 1, un appel subit en moyenne presque 2
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Fig. 5.2 � In�uence de p sur le nombre moyen de crankbacks.

crankbacks, qui n'est certainement pas très raisonnable.
La �gure 5.3 montre comment p in�ue sur le surcoût signalétique η pour plusieurs valeurs

de Kc. Là encore, on constate un surcoût faible pour p << 1 puisque les appels sont majo-
ritairement rejetés à la source par la fonction GCAC. L'in�uence du paramètre Kc ne devient
signi�cative que lorsque l'appel dispose de plusieurs routes admissibles à sa disposition, c'est
à dire lorsque p est proche de 1. Cette courbe peut permettre de choisir Kc en fonction de la
proportion de liens traversés inutilement que l'architecte du réseau peut tolérer. La probabilité
de blocage associée (cf. �gure 5.1) peut être alors déterminée.

5.3.2 In�uence de l'acuité des informations de routage.

Dans cette section, nous considérons à présent p constant et faisons varier le paramètre q.
Autrement dit, nous considérons une charge du réseau donnée et un type d'appel déterminé
(à la bande passante �xée) et étudions l'impact des incertitudes engendrées par la politique
de rafraîchissement des informations de routage sur le réseau.

Performances.

Sur la �gure 5.4 sont représenté les évolutions de Pb, Pr et Pc en fonction de q, pour
λ = 100, p = 0.95 et K = 3 pour di�érentes valeurs de Kc. L'in�uence de Kc n'est pas très



106 CHAPITRE 5. ANALYSE D'UN RÉSEAU PLAT

0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

ra
tio

 o
f E

xt
ra

 li
nk

s 
vi

si
te

d

p

K
c
= 1

K
c
= 2

K
c
= 3

Fig. 5.3 � In�uence de p sur le surcoût signalétique.
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signi�cative dans ce cas. Nous avons vu dans la section précédente que l'in�uence de Kc est
grandissante lorsque p tend vers 1. Pour une valeur plus importante de p, nous avons pu mettre
en évidence une in�uence nettement plus signi�cative de Kc.

Pour q → 1, la probabilité de blocage devient égal à la probabilité de rejet à la source �
la probabilité de crankback devenant nulle. Pour q << 1, la probabilité de crankback atteint
des valeurs catastrophiques, causant la perte des appels après avoir testé tous les chemins
admissibles (bornés par Kc) . Le crankback dans une situation où les informations de routage
sont extrêmement grossières ne se justi�e plus : Cette procédure ne permet pas d'obtenir de
meilleurs taux de blocage, en introduisant néanmoins un surcoût en terme de signalisation
(paragraphe suivant).

Surcoût protocolaire.
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Fig. 5.5 � Surcoût associé aux crankbacks en fonction de q.

Sur la �gure 5.5 est représenté l'évolution du surcoût η en fonction de q pour λ = 100,
p = 0.95 et K = 3 pour diverses valeurs de Kc. Comme nous pouvons le constater, ces courbes
ne sont pas monotones et possèdent un maximum avec les valeurs choisies. Ceci s'explique
par le fait que η est le produit des deux quantités Nl et Nc dont l'une est croissante (et quasi
linéaire) et l'autre décroissante. Comme le montre la �gure 5.6, Nc est quasiment constant
pour q << 1 de sorte que η épouse la croissance de Nl. Lorsque q tend vers 1, la courbe
d'évolution de Nc est de plus en plus incurvée de sorte que M.η devient décroissant � Nl
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restant lui quasimement linéaire8. L'extremum de η peut être déterminé numériquement. En
revanche, il ne peut être obtenu par une équation simple, à cause des expressions analytiques
relativement complexes de Nc et Nl.
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Fig. 5.6 � Surcoût et ses di�érentes composantes.

5.3.3 In�uence de la fonction GCAC

Pour clore cette analyse, nous comparons à présent les performances d'un réseau selon que
la fonction GCAC est utilisée ou non. Rappelons que les performances du réseau lorsque cette
fonction n'est pas utilisée ont été traitées au paragraphe 5.2.7.

Perte d'appels selon l'acuité q.

Sur la �gure 5.7 est représentée l'évolution des probabilités de perte d'appels, selon que la
fonction GCAC est utilisée ou non. Les pramètres sont �xés comme suit : λ0 = 100, p = 0.9,
K = 3.

Nous pouvons voir que les performances obtenues selon le choix de l'algorithme de routage
varie énormément selon l'acuité des informations de routage : Lorsque l'acuité est très gros-
sière, les taux de perte de connexions entrantes sont bien supérieures lorsque la fonction GCAC

8Avec les valeurs choisies
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Fig. 5.7 � Perte d'appels selon le choix des routes.

est utilisée. En e�et, la préselection de chemins �admissibles� n'est pas judicieuse car les infor-
mations sur lequel la sélection est e�ectuée sont bien trop grossières. Remarquons en revanche
que les performances obtenues avec la fonction GCAC peuvent être très intéressantes (inférieures
à celle obtenues par le routage aveugle) lorsque l'acuité est bonne. C'est particulièrement le cas
lorsque le nombre de crankback est limité (Kc = 1 par exemple) : Les connexions sont routées
sur les les chemins �admissibles� uniquement, c'est à dire sur les chemins ayant une plus grande
probabilité d'accepter la connexion. Lorsque Kc = K en revanche � c'est à dire lorsque le
nombre de re-routage n'est pas controllé, le routage aveugle se comporte toujours mieux. En
e�et, cette solution a l'avantage de tester la totalité des chemins pré-calculés, contrairement
au cas où la fonction GCAC est utilisée (dans ce cas, seules les routes �admissibles� sont sélec-
tionnées). Le routage �aveugle� conduit néanmoins à des probabilités de crankbacks beaucoup
plus importantes, comme nous le montrons dans le paragraphe suivant.

Crankbacks et surcoûts associés, en fonction de q.

Sur la �gure 5.8 est représenté le nombre moyen de crankbacks subis par les connexions
entrantes en fonction du paramètre q. Les traits pointillés correspondent au cas où la fonction
GCAC n'est pas utilisée. Les paramètres sont identiques à ceux de la �gure précédente.

Comme attendu, le nombre moyen de crankbacks représenté sur la �gure 5.8 est très
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Fig. 5.8 � Nombre de crankbacks selon le choix des routes.

nettement limité grâce à la fonction GCAC. Dans cet exemple, nous obtenons un nombre de
crankback très milité même pour des informations de routage assez grossières. Remarquons
que pour certaines con�gurations (p ≈ 1), nous avons pu observer que le nombre moyen de
crankbacks subis par les connexions entrantes peut être supérieur lorsque la fonction GCAC
est utilisée, pour une acuité des informations de routage est très mauvaise ( q < 0.9). Il faut
cependant noter qu'il s'agit d'un cas extrème où q est très faible malgré une probabilité p très
élevée (p = 0.95). Il nous semble peu réaliste de choisir des valeurs trop grossières d'acuité
pour de telles valeurs de p.

5.4 Conclusion et Remarques

Dans ce chapitre, nous avons déterminé l'in�uence du procédé de rafraîchissement des
informations de routage sur les performances globales du réseau. Nous avons en e�et identi�é
en introduction qu'il existe un compromis à trouver entre la qualité du routage et le sur-
coût associé au protocole de routage dynamique. L'utilisation d'un protocole de routage QoS
peut permettre une utilisation optimale des ressources du réseau. En revanche, la qualité
des décisions de routage dépend directement de l'acuité des informations échangées � en
particulier de la fréquence de ces échanges. Or, plus les échanges sont fréquents et plus la
proportion de tra�c de contrôle devient importante.
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Approche choisie.

Tout d'abord il faut remarquer que les résultats ont été obtenus sous des hypothèses bien
spéci�ques : Une réseau très fortement connecté (graphe de Delaunay dont la connectivité
moyenne est de 6), des chemins disjoints (ce qui n'est pas toujours possible) et une approxi-
mation pour permettre de moyenner les résultats par rapport au graphe aléatoire. Les résultats
obtenus ne peuvent donc pas, dans l'état actuel des travaux, être utilisés comme seul outil
de dimensionnement de réseau. Des simulations sur des graphes génériques sont nécessaires
pour véri�er dans quelles mesures nos hypothèses sont contraignantes. L'approche présentée
a l'avantage de reposer sur un modèle extrêmement simple, avec un faible nombre de para-
mètres, de manière à pouvoir appréhender de manière globale un système si complexe. Les
expressions obtenues sont peu complexes et permettent néanmoins de mettre en évidence les
rôles joués par l'acuité des informations de routage, par le reroutage ou la fonction GCAC sur
les performances du réseau.

Acuité des informations de routage.

Dans ce chapitre, nous avons donné une dé�nition précise et quanti�able à la notion,
quelque peu abstraite, �d'acuité� des informations de routage, a�n de pouvoir en étudier l'in-
�uence globale sur les performance d'un réseau. Cette notion a été modélisée par la probabilité
conditionelle : q = IP

{
X > b

∣∣∣X̃ > b
}
.

Les courbes 5.4 et 5.5 permettent de déterminer l'in�uence de ce paramètre sur le taux
de pertes d'appels d'une part et sur le surcoût signalétique d'autre part. Grâce aux équations
données précédemment, il est donc possible d'avoir un ordre de grandeur des performances
attendues pour une acuité donnée.

Par contre, le modèle, sous sa forme actuelle, est assez di�cile à utiliser. En e�et, l'acuité q
n'est pas un paramètre présent dans les protocoles de routage existants, mais une conséquence
de phénomènes complexes. Les paramètres con�gurables sont plutôt la fréquence d'échange
des informations de routage par exemple. Il est donc impossible de prévoir directement les
performances d'un réseau en fonction d'une paramètrisation donnée du protocole de routage.

Dans l'attente de résultats sur cet aspect de notre modèle, il est donc nécessaire d'utiliser
une approche expérimentale, en évaluant q soit par simulation, soit par des mesures sur des
réseaux réels (en comparant la bande passante annoncée avec la bande passante réelle, si ces
données sont disponibles).

Des études permettant d'évaluer les paramètres p et q en fonction de la politique de rafraî-
chissement des informations de routage sont en cours d'étude. Quelques résultats préliminaires
[8] ont été obtenus lors d'un stage de �n d'étude qui s'est déroulé à l'ENST. Ces travaux, basés
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sur une étude markovienne [103, 104] sont consacrés à l'étude du compromis entre utilisation
du réseau et la fréquence de rafraîchissement des informations de routage, dans le cas d'une
politique de rafraîchissement proportionelle (c.à.d apériodique). Nous renvoyons le lecteur
intéressé au document cité pour plus de précisions.

Crankback et reroutage.

Au delà de l'acuité des informations de routage, nous avons également pu prendre en
compte d'autres facteurs critiques pour les performances du réseau. En particulier, l'in�uence
des crankbacks et du reroutage a pu être étudiée grâce au paramètres K (nombre de routes
précalculées) et Kc (nombre maximal de crankbacks autorisés).

Il apparaît qu'il est possible de réduire très signi�cativement le taux de perte en autorisant
qu'un appel soit re-routé au moins un fois (c.à.d pour Kc > 1). En revanche, l'apport engendré
par les reroutages ultérieures (Kc = 3) est beaucoup moins signi�catif. Autoriser le reroutage
n'est pas sans conséquence sur le surcoût protocolaire puisqu'il est alors possible qu'un appel
subisse deux crankbacks successifs. Le choix de ce paramètre doit donc être contraint par le
surcoût signalétique qu'il est possible de tolérer.

A la lumière de cette étude, il apparaît également que le re-routage n'est vraiment utile
que dans des conditions bien particulières, à savoir p ≈ 1 et q ≈ 1. Lorsque la probabilité p
est trop faible, le nombre de routes admissibles est trop limité et le reroutage n'est souvent
pas possible. Ceci veut dire, en particulier, que le reroutage de connexions friandes en bande
passante n'est pas forcément nécessaire. L'acuité des informations de routage joue également
un rôle important : Lorsque que ces données deviennent trop grossières, l'apport du reroutage
diminue considérablement.

Fonction GCAC.

La comparaison des performances du réseau obtenues avec et sans la fonction GCAC a
également pu mettre en évidence le bon fonctionnement de cette technique. La fonction GCAC
permet de réduire le surcoût protocolaire � en réduisant la probabilité de crankback. Ceci
est dû à la sélection des routes e�ectuée par cette fonction : Seules les routes ayant une forte
chance d'accepter la connexion sont admissibles pour supporter la connexion entrante. Lorsque
le nombre de crankbacks est contrôlé (c.à.d. pour Kc < K), cette technique peut permettre
de réduire le taux de perte des appels lorsque l'acuité des informations de routage le permet
� la sélection des chemins permettant de diminuer la probabilité qu'une connexion subisse
plusieurs crankbacks (au quel cas, elle serait rejetée).

Le bon comportement de la fonction GCAC contraste énormément avec les pauvres perfor-
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mances obtenues dans le cas d'un réseau hiérarchique (cf. chapitre 7). Nous verrons donc que
cette fonction n'est pas adaptée à toutes les circonstance. Dans le cas du réseau plat, il faut
admettre que cette solution est extrêmement simple et semble donner des résultats satisfai-
sants lorsque les informations de routage sont su�samment précises. La réduction du surcoût
protocolaire que du point de vue de l'utilisation des ressources.

Notons également que notre étude sou�re très certainement d'une lacune. En e�et, une fois
les routes admissibles sélectionnées, la connexion est routée sur une de ces routes de manière
aléatoire. Un algorithme de routage du type �shortest-widest� serait certainement plus judi-
cieux : La connexion serait alors prioritairement routée sur la route annonçant la plus grande
bande passante. On peut anticiper que les probabilités de crankbacks seraient alors encore plus
faibles. Des extensions de cette étude permettant de modéliser cette politique de routage reste
pourtant beaucoup plus di�cile. Nous avons pu nous contenter jusqu'à présent d'un unique
paramètre q = IP

{
X > b

∣∣∣X̃ > b
}
, facile à estimer, alors que l'algorithme �shortest-widest�

nécessite la connaissance de la distribution conditionelle IP
{
X > b

∣∣∣X̃ > w
}
où w est la bande

passante disponible sur le chemin choisi (∀w > b).
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Chapitre 6

Routage Hiérarchique et Agrégation

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons spéci�quement à l'agrégation dans le routage
hiérarchique et à l'impact de ces techniques sur le surcoût protocolaire associé au routage
dynamique (complexité des calculs, taille des tables de routage à échanger etc.). L'in�uence
de la hiérarchie sur l'utilisation du réseau est analysée dans le chapitre suivant. Le modèle
générique de réseau hiérarchisé est présenté dans la section 6.2. L'impact de l'agrégation sur
la taille des tables de routage est étudié dans la section 6.3. L'impact de l'agrégation sur la
complexité des calculs de routage est en�n étudié dans la section 6.4.

6.1 Introduction

Comme présenté dans le chapitre 4, l'agrégation permet de limiter la quantité d'infor-
mations à échanger et à traiter par les n÷uds du réseau, tout en assurant un routage de
bout-en-bout cohérent. Nous supposerons que l'agrégation des informations de routage est
purement hiérarchique, c'est à dire que les procédures d'agrégation ne sont utilisées qu'à l'in-
terface entre deux niveaux hiérarchiques (au niveau du Peer-Group Leader dans le cas de PNNI
par exemple). Nous avons vu en e�et dans la section précédente 1 que certains protocoles de
routage proposent en e�et d'agréger les informations au niveau de chaque n÷ud dès que ceci
est possible (sans avoir recours à la dé�nition d'une quelconque structure hiérarchique).

Il est important de bien comprendre l'impact de l'agrégation hiérarchique sur la quantité
d'information échangée, sur la taille des tables de routage et la complexité des calculs de
routage, a�n de pouvoir dimensionner les aires de routage de manière adéquate.

1Voir page 85.
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6.2 Modélisation

6.2.1 Structure Hiérarchique

Dans ce chapitre, les n÷uds du réseau seront représentés par des points distribués aléa-
toirement sur le plan � bien que seuls les points gisant dans une fenêtre d'observation �nie
seront observés a�n d'obtenir un réseau de taille �nie. Les n÷uds du réseau seront groupés en
aires de routage en utilisant des pavages de Poisson-Voronoi (dé�nis à la page 208).

Plus précisément, soit π0 un processus de Poisson homogène sur IR2 d'intensité λ0 (c.f. sec-
tion A.3 de l'annexe A). Le support2 de ce processus représente les n÷uds du réseau considéré.
La fenêtre d'observation sera considérée d'aire unitaire, de sorte que le réseau comportera λ0

n÷uds en moyenne.
Dé�nissons alors π1, π2 . . . πH un suite de H processus de Poisson homogènes sur IR2,

d'intensité respective λ1, . . . λH . Ces processus correspondent aux n÷uds logiques de niveau
supérieur dans un réseau hiérarchique, à l'exception du dernier processus πH , si on fait l'hypo-
thèse que ce réseau comporte H niveaux hiérarchiques. Le dernier processus πH joue en e�et
un rôle assez spéci�que, évoqué plus loin.

Avec ce modèle, un point x ∈ supp(π1) correspond à un n÷ud logique de niveau 1. Ce
n÷ud sera donc utilisé par le protocole de routage pour représenter une aire de routage entière.
Dans ce modèle, l'aire de routage dont x est responsable correspond à l'ensemble des n÷uds
physiques (c.à.d. les points du support de π0) qui appartiennent à la cellule de Voronoi générée
par π1 et centrée en x et notée Cx(π1) (voir annexe B.3).

Les n÷uds du niveau 1 sont à leur tour regroupés dans des aires de routage distinctes,
que seront également représentées par les cellules de Voronoi générées par π2. Ce procédé est
répété itérativement jusqu'au niveau hiérarchique le plus haut, qui est dé�ni les cellules de
Voronoi générées par πH . Nous obtenons donc une in�nité de réseaux hiérarchiques (un réseau
par cellule de Voronoi généré par πH). Les grandeurs que nous observerons correspondront à
des moyennes calculées sur toutes ces réalisations. Comme montré en annexe A.4, ceci revient
à considérer la cellule générée par πH centrée à l'origine, sous la probabilité de Palm associés
à πH . Cette cellule �typique� représente la fenêtre d'observation W .

Nous poserons λH = 1 pour obtenir une fenêtre d'observation dont l'aire moyenne est
unitaire (sans perte de généralité, car il su�t de jouer sur un facteur d'échelle). En e�et,
l'aire moyenne d'une cellule �typique� de Voronoi est égale à 1

λH
, comme montré dans l'annexe

B.3.3. Un exemple de réalisation de ce modèle est donné sur la �gure 6.1. Sur ce graphique, les
2C'est à dire les points de IR2 associés à ce processus, voir chapitre A.



6.2. MODÉLISATION 117

n÷uds physiques sont représentés par de petites étoiles, les n÷uds de supp (π1) par de petits
cercles et les points de supp(π2) par des cercles plus épais.

A.1.1

A.1.2

A.1.3

A.3

A.2

A.4

A.6

Fig. 6.1 � Réalisation d'un réseau à 3 niveaux hiérarchiques.

Remarque 6.1 Dans la suite de ce chapitre, nous ne ferons aucune hypothèse (sauf mention
explicite) sur la connectivité des n÷uds de ce réseau. Il n'est en e�et pas nécessaire de consi-
dérer un graphe de Delaunay, comme nous l'avions fait dans la section précédente. Pour le
moment, la seule donnée des n÷uds du réseau est su�sante.

6.2.2 Notations

Comme nous l'avons mentionné plus haut, le réseau étudié comporte N = λ0 n÷uds
physiques en moyenne. Dans la suite de cette section, nous introduisons d'autres notations
utiles à cette étude.

Soit mk(x) le nombre de n÷uds de l'aire de routage de niveau k contenant le point x (pour
tout x ∈ supp(πk) et k = 0, . . . ,H). D'après le modèle utilisé, mk(x) correspond au nombre de
points de supp(πk) qui appartiennent à la cellule de Voronoi Cx(πk+1), pour k = 0, . . . ,H−1.
D'où la relation

mk(x) $ πk(Cx(πk+1))
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La moyenne de mk(x) calculée sur tous les points de supp(πk) sera notée mk (c.à.d. sans
mention aucune d'un centre d'une cellule de Voronoi particulière). Cette moyenne empirique
correspond, d'après la dé�nition A.7 en annexe, à une moyenne sous Palm pour la cellule
"typique", c'est à dire :

mk = IEπk+1

0 [πk(C0(πk+1))] pour k = 0, . . . ,H − 1

Proposition 6.1 Pour tout i = 0, . . . ,H − 1,

mi =
λi
λi+1

avec, rappelons le λH = 1.

Preuve. Par une application directe de la formule d'échange de Neveu (voir A.6 à la page
201). �

Remarque 6.2 Les variables mk sont reliées par la relation suivante : relation :
H−1∏
i=0

mi = λ0

.

Preuve. Il su�t d'identi�er
H−1∏
i=0

mi =
λ0

λ1

λ1

λ2
. . . ...

λH−1

λH

=
λ0

λH

et par convention, λH = 1. �

6.3 Tables de routage

Dans cette section, nous reprenons l'étude de Kleinrock [46] sur l'impact de la hiérarchie
sur la taille des tables de routage avec ce modèle de géométrie aléatoire. La taille de la table
de routage est évaluée comme le nombre de n÷uds vus par le routage, c'est à dire le nombre
d'entrées dans la table de routage. D'autres possibilités d'évaluation sont discutées à la �n de
la section.
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6.3.1 Analyse du problème

Notons Tx la taille de la table de routage d'un n÷ud x du réseau (c.à.d. x ∈ π0).

Proposition 6.2 Avec les notations précédentes, la taille de la table de routage peut s'écrire :

Tx $
H∑
i=1

πi−1(Cx(πi))

Preuve. Remarquons que la vision d'un n÷ud x de π0 est limitée aux n÷uds de son domaine,
c'est à dire aux points de π0 appartenant à la cellule Cx(π1). Le n÷ud x a donc connaissance de
π0(Cx(π1)) n÷uds au niveau physique. Des informations agrégées parviennent également à ce
n÷ud. En particulier, les π1(Cx(π2)) n÷uds logiques de niveau 1, puis les π2(Cx(π3)) n÷uds
de niveau 3 etc. Finalement, au niveau le plus haut de la hiérarchie, il y a πH−1(C0(πH))

partitions. D'où l'expression annoncée. �

Le problème qui se pose est donc de minimiser la taille moyenne des tables de routage des
di�érents n÷uds du réseau � représentés par les points de supp (π0) appartenant à la cellule
C0(πH), sous Palm. On est donc amené à considérer la grandeur

T $ 1
λ0

IEπH0

[∫
C0(πH)

Tx dπ0(x)

]
(6.1)

Cette expression peut être simpli�ée en utilisant le calcul de Palm (voir annexe A.6). On
arrive �nalement à la proposition suivante :

Proposition 6.3

T = 1 + γ

H∑
i=1

λi−1

λi
(6.2)

où γ ≈ 1.280.

Preuve. L'identité (6.1) peut s'écrire

T = IEπ0
0 [T0] = IEπ0

0

[
H∑
i=1

πi−1(C0(πi))

]

, d'après la formule d'échange de Neveu (corollaire A.3). En appliquant le théorème de Slivnyak
(A.4 en annexe A), cette équation devient :

IEπ0
0 [π0(C0(π1))] = 1 + IE[π0(C0(π1))]

IEπ0
0 [πi−1(C0(πi))] = IE[πi−1(C0(πi))] pour i > 1
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Notant ensuite par σ(C0(πi)) une σ-algèbre générée par C0(πi), il est possible d'écrire :

T = 1 +
H∑
i=1

IE[πi−1(C0(πi)) |σ(C0(πi)) ]

= 1 +
H∑
i=1

λi−1IE[|C0(πi)|] .

Finalement, la proposition B.6 de l'annexe B permet de conclure. �

6.3.2 Résultats

Problème d'optimisation.

L'équation (6.2) nous permet de déterminer simplement la structure optimale du réseau
hiérarchique pour minimiser la taille de la table de routage. Le problème revient en e�et à :
Minimiser :

T = 1 + γ
H−1∑
i=0

mi

Sous contraintes :
H−1∏
i=0

mi = λ0

où les {mi}i=0,...,H−1 ont été dé�nis dans la section précédente.
Le problème d'optimisation obtenu est donc très proche de celui de L.Kleinrock dans [46].

La seule di�érence réside en fait dans le facteur multiplicatif γ, qui est dû à la nature aléatoire
du modèle choisi � face au modèle purement déterministe de Kleinrock. En e�et, comme
montré dans la proposition B.5 à la page 210, γ est relié au c÷�cient de variation de la taille
d'une cellule �typique� de Voronoi. Néanmoins, ce facteur n'a aucune in�uence sur la structure
optimale, qui est identique à celle déterminée par L.Kleinrock. Ceci est est tout à fait cohérent
puisque nous ne manipulons que des grandeurs moyennes (i.e. déterministes).

Structure optimale.

Proposition 6.4 Pour un nombre de niveaux hiérarchiques H donné, l'optimum est atteint
pour :

m0 = . . . = mH−1 = (N)
1
H (6.3)

λk = (λ0)
H−k
H k = 0, . . . ,H − 1 (6.4)

avec N = λ0.
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Preuve. L'expression T =
∑H−1

i=0 mi montre bien les rôle complètement symétriques joués
par les {mi}. Il est alors clair que l'optimum est atteint pour m0 = m1 = . . . = mH−1 � si ce
n'est pas clair, une bonne dérivation vous en convaincra. La contrainte ∏H−1

i=0 mi = λ0 permet
alors d'exprimer ces variables. �

Corollaire 6.1 A l'optimum, la taille de la table de routage s'écrit :

T = 1 +Hγ(N)
1
H

Notons que cette fonction n'est pas monotone et admet un minimum. A�n d'identi�er approxi-
mativement pour quelle valeur de H l'optimum est atteint, nous supposerons que H ∈ IR+.
Une simple dérivation de cette expression permet alors de trouver le nombre optimal de ni-
veaux hiérarchiques.
Proposition 6.5 Le nombre optimal de niveaux hiérarchiques, H∗, est donnée par l'expression
suivante :

H∗ = log (N) (6.5)

Corollaire 6.2 La structure optimale à l'optimum est atteinte pour :

mk = e for k = 0, . . . ,H − 1 (6.6)
λk = λ0e

−k for k = 1, . . . ,H − 1. (6.7)

Remarque 6.3 Comme on peut le voir dans la proposition 6.5 et le corollaire 6.2, l'optimum est
atteint pour un très grand nombre de niveaux hiérarchiques et pour des domaines de dimension
extrêmement réduite (deux à trois n÷uds). Ces résultats ne sont pas donc pas appliquables
pour le dimensionnement de réseaux. Par contre, la taille de la table de routage diminue
très rapidement avec le nombre de niveaux hiérarchiques, comme le montre la �gure 6.2. Il
est donc possible de choisir un nombre de niveaux hiérarchiques beaucoup plus faible, sans
que les performances du routage n'en soient trop a�ectées. On voit même que la courbe est
extrêmement plate autour de l'optimum : L'ajout de niveaux hiérarchiques supplémentaires
ne se justi�e alors plus.

Remarque 6.4 Il est intéressant aussi de constater que pour cet optimum, la taille de la table
de routage prend la forme :

T = O(ln(N)) (6.8)
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Fig. 6.2 � Taille moyenne de la table de routage en fonction du nombre de niveaux hiérar-
chiques.

6.3.3 Extensions

Nous n'avons fait aucune hypothèse sur la structure interne du réseau et notamment sur
la connectivité entre le di�érents n÷uds. Ceci devient nécessaire si l'on veut évaluer la taille
de la base de donnée topologique, pour un algorithme de type �link-state� par exemple, où le
nombre de liens est certainement le facteur critique.

Graphe de Delaunay.

Si l'on considère un graphe de Delaunay (voir section B.4 en annexe), comme dans le
modèle du chapitre précédent, le nombre de liens est proportionnel au nombre de n÷uds
(équation B.11 à la page 209). La structure optimale est donc identique.

Une hypothèse plus pessimiste pourrait consister à considérer que le nombre de liens est
proportionnel au carré du nombre de n÷uds (réseau maillé ou partiellement maillé). Ce cas
est brièvement traité dans la suite.

Graphe Maillé.

Dans le cas d'un réseau maillé, on est amené à s'intéresser à l'expression :

L $ IEπ0
0

[
H∑
i=1

(πi−1(C0(πi)))
2

]
(6.9)
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Proposition 6.6 Sous l'hypothèse d'un grand réseau (c.à.d. λ0 →∞), le nombre de liens consi-
dérés à l'optimum prend la forme approchée suivante :

L ≈ 1 + δ
H−1∑
i=0

(
λi
λi+1

)2

avec δ ≈ 2.0.

Preuve. L'hypothèse d'un grand réseau permet de considérer que

λ0 � λ1 � . . .� λH

Ceci est du aux relations géométriques qui relient ces grandeurs à l'optimum � similaire aux
relations (6.4) et (6.7) observées précédemment dans le cas du nombre de n÷uds. Ceci implique
que λi

λi+1
� 1 pour i = 0, . . . ,H − 1.

D'après Slivnyak (théorème A.4 en annexe), on peut écrire :

IEπ0
0

[
H∑
i=2

(πi−1(C0(πi)))
2

]
= IE

[
(πi−1(C0(πi)))

2
]

IEπ0
0

[
(π0(C0(π1)))2

]
= IE

[
(1 + π0(C0(π1)))2

]
En utilisant les propriétés bien connues des lois de Poisson, on identi�e aisément

IE
[
(πi−1(C0(πi)))

2
]

= λi−1IE[|C0(πi)|] + λ2
i−1IE

[
|C0(πi)|2

]
Le dernier terme de cette expression est proportionnel à

(
λi−1

λi

)2
alors que le premier terme

est proportionnel à λi−1

λi
. Sous l'hypothèse d'un grand réseau, nous ne garderons donc que le

second terme (c.à.d. le terme dominant). En utilisant la proposition B.7 (à la page 211), on
arrive �nalement à l'expression annoncée. �

La structure optimale est donc très proche de celle de Kleinrock observée pour le nombre
de n÷uds.
Proposition 6.7 Pour un niveau hiérarchique H donné, la structure optimale est identique à
celle de la proposition 6.4.

Preuve. Remarquons que L s'écrit L = 1 + δ
∑H−1

i=0 m2
i . La symétrie entre les mi est donc

conservée et l'on conserve m0 = m1 = . . . = mH−1 à l'optimum. Remarquons que les relations
entre les intensités, explicitées par l'équation (6.4), justi�ent bien a posteriori l'approximation
e�ectuée pour λ0 � 1. �
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Prenant comme dans le cas précédent H ∈ IR+, on peut alors identi�er dans quels ordres
de grandeur se situe l'optimum :
Proposition 6.8 Le nombre de liens est minimum, pour un réseau maillé de très grande di-
mension (λ0 →∞), pour la structure optimale suivante :

H∗ = 2 lnN

m0 = m1 = . . . = mH−1 =
√
e

λi = λ0e
−i/2 pour i = 0, . . . ,H.

Remarque 6.5 Dans ce cas également, le nombre de niveaux hiérarchiques est extrêmement
grand et les domaines de routage sont de taille très réduites. Néanmoins, la taille de la table
de routage garde une forme similaire à celle de la �gure 6.2 (fonction du type H 7→ HK1/H

pour un K donné). Un nombre de niveaux hiérarchiques plus raisonnable su�t donc à limiter
considérablement le nombre de liens à manipuler.

6.3.4 Discussion

Remarque 6.6 La taille des tables de routage a été étudiée dans cette section. Nous avons pu
mettre en évidence la structure optimale permettant de minimiser la taille de ces tables de
routage (que l'on considère cette taille par rapport au nombre de n÷uds ou de liens qui la
composent). La structure identi�ée possède un nombre important de niveaux hiérarchiques
avec des domaines de routage de faibles tailles.

Il est important néanmoins de nuancer notre propos. Les mémoires des systèmes informa-
tiques actuels sont telles que la plupart des routeurs ou commutateurs sont à même de stocker
de grandes quantités d'informations3. Pour �xer les idées, les routeurs de fournisseurs de ser-
vice Internet (routeurs BGP) manipulent des tables de routages d'environ 80,000 entrées 4
(avec un grand nombre d'informations sur chaque entrée, ce qui requiert plusieurs dizaines de
Megaoctets de mémoire). Dans le domaine du routage interne, citons également que le leader
des constructeurs de routeurs IP a coutume de recommander qu'il est inutile de faire appel
à la hiérarchie5(avec OSPF) pour des réseaux contenant moins de 400 sous-réseaux environ...
On est donc loin des deux ou trois sous-réseaux de l'optimum théorique !

3Les travaux de L.Kleinrock précédemment cités se déroulant eux dans un tout autre contexte : La naissance

de l'Internet.
4Les routeurs de troisième génération sontr cenés pouvoir supporter des tables de routage d'environ 250,000

entrées...
5Il faut cependant souligner que les experts techniques semblent assez réticents à utiliser la hiérarchie dé�nie

dans le protocole OSPF pour ses nombreuses limitations et son manque de �exibilité. En e�et, la hiérarchie

n'est vraiment intéressante que pour des topologies très spéci�ques, rarement rencontrées dans la pratique.
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Le point le plus important de cette étude est, du point de vue pratique, la décroissance très
rapide de la taille de la table de routage en fonction du nombre de niveaux hiérarchiques. Les
fonctions sont en e�et du type H 7→ H

(
NK

)1/H avec K = 1, 2 selon le critère retenu ; ce qui
prouve bien qu'un nombre très limité de niveaux hiérarchiques su�t à réduire considérablement
la quantité d'information à manipuler.

Remarque 6.7 Il est également frappant de constater que dans l'Internet actuel, le nombre
de réseaux connectés évolue (ou évoluait) exponentiellement alors que la taille des tables
(BGP 4) agrégées évolue à peu près linéairement. Cette évolution peut être mise en relation
avec l'équation (6.8) identi�ée pour une structure optimale.

Les techniques d'agrégation de BGP 4 sont certes très di�érentes de celles utilisées dans
notre modèle. L'Internet ne dispose en fait que deux niveaux hiérarchiques (routage interne /
routage externe). Au niveau du routage externe (BGP 4 en général), l'agrégation des adresses
est assurée par con�guration, au niveau de chaque n÷ud dès que celle-ci est possible (voir
�gure 4.1 au chapitre précédent). En ce sens, on peut considérer que l'on a bien à faire à une
agrégation �optimale� (on agrège dès que l'on peut) et il n'est donc pas surprenant de retrouver
un comportement proche de celui des structures hiérarchiques optimales décrites ci-avant.

6.4 Complexité des calculs de Routage

6.4.1 Introduction

Dans cette section, nous nous intéressons à la complexité des calculs de routage et à son
évolution par rapport à la structure hiérarchique choisie. Nous reprenons l'étude de Piet Van
Mieghem [53] avec un modèle stochastique � ce qui nous permet d'a�ner les résultats. En
e�et, cet auteur a pu mettre en évidence que dans le cas de protocoles de routage hiérarchiques
et basés à la source, on peut identi�er une structure optimum minimisant la complexité des
calculs de routage. Cette structure correspond à un compromis approprié entre les deux critères
suivants :

� Complexité. A l'entrée d'un domaine de routage, la complexité du calcul dépend de la
taille du domaine à traverser.

� Nombre de calculs. A chaque entrée dans un nouveau domaine, un nouveau calcul de
routage doit être e�ectué.

Plus les domaines sont petits et moins les calculs de routage sont complexes. En revanche,
le nombre de domaines traversés pour aller d'un point à un autre augmente � le nombre de
calculs augmentant alors également.
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Nous nous intéressons spéci�quement au cas d'un algorithme de routage de type �source-
routing� (comme par exemple PNNI). Autrement dit, les décisions de routage sont prises au
niveau du n÷ud d'entrée dans le réseau (ou dans le domaine de routage) � décisions qui sont
ensuite suivies par les n÷uds intermédiaires. Le type d'algorithme considéré correspond à un
�calcul à la demande� pour un �ux ou une connexion donnée. Le cas des tables de routage
précalculées est traité en remarque à la �n de cette section.

Nous nous intéresserons à un algorithme de routage purement hiérarchique, comme pré-
senté dans [54] par exemple. Autrement dit, le n÷ud d'entrée commence par déterminer une
route dans le réseau logique du niveau hiérarchique le plus haut (suivant l'emplacement de la
destination). Ensuite, un chemin dans le niveau inférieur est déterminé a�n de joindre le pro-
chain domaine sélectionné, et ainsi de suite. Nous considérerons le cas d'un réseau de transit,
c'est à dire où la source et la destination sont situés à la périphérie du réseau � de sorte que
tout le réseau doit être traversé.

6.4.2 Modélisation

Nous utiliserons le modèle générique présenté dans la section 6.2. Des hypothèses supplé-
mentaires sur la structure du réseau sont néanmoins nécessaires. En e�et, aucune hypothèse
sur la connectivité des n÷uds n'était nécessaire dans la section précédente. Dans le cas pré-
sent, il est indispensable de connaître le nombre de domaines de routage traversés (dénommés
peer-groups dans le cas de PNNI) a�n de pouvoir déterminer l'optimum.

Dans [53], un modèle déterministe est utilisé par P.Van Mieghem, et aucune structure n'est
sous-entendue. Une hypothèse pire cas est donc utilisée a�n de déterminer la structure opti-
male : La totalité des domaines de routage doivent être traversés pour atteindre la destination.
Cette hypothèse, peu réaliste, conduit donc forcément à des résultats extrêmes.

Dans la suite, nous considérerons des graphes de Delaunay. Les n÷uds du niveau physique,
représentés par les points du processus π0, sont donc interconnectés par le graphe de Delaunay
généré par π0. Le réseau est segmenté récursivement en aires de routage par des pavage de
Possoin-Voronoi générés par les processus π1, . . . , πH−1. Les points de πk, appelés n÷uds
logiques dans PNNI, sont également interconnectés par un graphe de Delaunay ( k = 1, . . . ,H−
1). Ces connections représentent la connectivité entre domaines voisins. Une représentation
d'un tel réseau est illustré sur la �gure 6.3 (à l'intérieur d'une aire de routage donné).

Dans cette partie, nous nous intéressons à évaluer la complexité globale des calculs de
routage nécessaires à l'acheminement d'un �ux ou d'une connexion donnée à travers le ré-
seau. Nous supposerons, comme dans [53], que la complexité d'un calcul peut s'exprimer sous
la forme KN2 si N représente le nombre de n÷uds du domaine considéré et où K est une
constante donnée. Cette valeur représente en e�et le terme le plus signi�catif de la complexité
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Fig. 6.3 � Connectivité dans le réseau hiérarchique étudié.

du fameux algorithme de Dijsktra6 (qui s'exprime en O(N2
)). Remarquons que dans un réseau

à intégration de service, un calcul de routage tenant en compte la QoS pourrait être souhai-
table. Or la prise en compte de plusieurs métriques ou attributs de routage conduisent à des
problèmes NP -di�ciles. Cependant, la plupart des heuristiques se ramènent à des complexités
comparables à celle de Dijsktra.

Finalement, nous considérerons des chemins markoviens (voir paragraphe B.4.2 en an-
nexe) : Étant donnés les deux points d'entrée et de sortie du réseau, une droite ∆ reliant ces
deux points peut être tracée. Les cellules qui sont coupés par cette droite seront sélectionnés
pour acheminer le �ux ou la connexion.

6La complexité d'un tel algorithme peut en fait être réduite à O(M +N logN) si M correspond au nombre

de liens. Nous préférons néanmoins la première expression pour sa simplicité analytique et parcequ'elle corres-

pond à un �pire cas�.
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6.4.3 Analyse

Processus Intersection.

Soit π∆
k le processus ponctuel7 sur la droite ∆ dont le support (cf. chapitre A) est dé�ni

par les points d'intersection de ∆ avec le pavage de Voronoi engendré par πk.
Proposition 6.9 L'intensité du processus π∆

k , notée λ∆
k , véri�e l'égalité :

λ∆
k =

4
π

√
λk (6.10)

Preuve. Il s'agit d'une application directe du théorème de Møller (théorème B.1 à la page
215). �

Remarque 6.8 A chaque point de supp(π∆
k ) correspond donc une nouvelle intersection entre

le pavage engendré par πk et la droite considérée ∆. Autrement dit, chaque point de supp(π∆
k )

correspond à une entrée dans un nouveau domaine de niveau k. Sur une distance ∆, le nombre
de domaines de niveau k traversés est, en moyenne, 1+λ∆

k δ (en prenant en compte le domaine
initial).

Niveau de Parenté.

A l'arrivée d'un �ux ou d'une connexion, le n÷ud source doit tout d'abord déterminer à
quel niveau hiérarchique le calcul de routage doit commencer. Par exemple, la destination ap-
partient au même domaine physique, un calcul de routage sur les noeuds et les liens physiques
ce domaine su�t. Plus généralement, si la destination appartient au même domaine de niveau
k, le routage mettra en jeu les niveaux hiérarchiques 0, . . . , k, pour k = 0, . . . ,H − 1.
Proposition 6.10 Le calcul de routage met en jeu les niveaux hiérarchiques 0, . . . , k (avec k ∈
{0, . . . ,H − 1}) avec la probabilité pk(ρ) obéissant aux relations :

p0(ρ) = Q
(
ρ
√
λ1

)
pk(ρ) = Q

(
ρ
√
λk+1

) k∏
l=1

(
1−Q

(
ρ
√
λl

))
(0 < k < H − 1)

pH−1(ρ) =
H−1∏
l=1

(
1−Q

(
ρ
√
λl

))
où ρ est la distance entre les points sources et destinataires et où nous avons utilisé la fonction
Q introduite dans la proposition B.10 à la page 203.

7Notons bien qu'il s'agit d'un processus sur la droite réelle et non pas dans le plan.
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Preuve. Deux n÷uds appartiennent au même domaine de niveau k si, dans notre représen-
tation, les deux points de IR2 les représentant appartiennent à la même cellule de Voronoi
engendrée par πk. Par dé�nition de la fonction Q (cf. proposition B.10), nous arrivons alors
aux expressions annoncées. �

Proposition 6.11 Soit N∆
k (ρ) le nombre moyen de calculs de routage de niveaux k mis en jeu

pour relier deux points distants de ρ. Cette grandeur véri�é l'identité :

N∆
k (ρ) = pk(ρ) +

(
1 + λ∆

k ρ
)(

1−
k∑
l=0

pl(ρ)

)

Preuve. Si les deux points appartiennent au même domaine de niveau k, avec la probabilité
pk(ρ), il est clair que N∆

k (ρ) = 1. Si le niveau de Parenté est strictement supérieur à k, avec
la probabilité 1−

∑k
l=0 pl, alors plusieurs calculs de niveaux k sont nécessaires : La remarque

6.8, permet alors de conclure. �

Corollaire 6.3 Lorsque ρ → ∞, le calcul de routage fait presque sûrement intervenir les H

niveaux hiérarchiques. De plus,

N∆
k ≈

(
1 + λ∆

k ρ
) pour k = 1, . . . ,H − 1

N∆
H ≈ 1

Une hypothèse simpli�catrice : Dans la suite, nous considérons le cas d'un réseau de transit :
Les points sources et destinations sont donc situés à la périphérie du réseau. Plus précisément,
nous considérons une droite arbitraire ∆ in�nie de IR2. Il existe donc une in�nité de struc-
tures hiérarchiques coupées par la droite ∆. Les grandeurs considérées correspondront, comme
précédemment, à des grandeurs moyennes calculées sur toutes ces réalisations. Ceci revient
à considérer une cellule �typique� sous la probabilité de Palm IP π∆

H
0 présenté en annexe à la

page 216.
Nous supposerons de plus que le réseau est su�samment étendu pour pouvoir admettre

que la longueur ρ de l'intersection de ∆ avec la cellule considérée véri�e ρ� 1. Nous utiliserons
donc les expressions simpli�ées du corollaire 6.3.

Complexité globale

Dans la suite, on s'intéresse à l'étude de la complexité des calculs de routage nécessaire à
la traversée de notre réseau. Nous nous intéressons donc à une complexité moyenne donnée
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par la formule suivante :

C $ IEπ
∆
H

0 [f(πH−1(C0 (πH)))] +
H−1∑
k=1

N∆
k (ρ) IEπ

∆
k

0 [f(πk−1(C0 (πk)))]

où f(x) = K.x2 caractérise la complexité des calculs de routage et où les moyennes IE π∆
H

0 [.]

obéissent à la dé�nition B.5 de l'annexe B.
Remarque 6.9 Le premier terme de cette expression correspond au calcul de routage dans le
niveau hiérarchique le plus haut. Nous utilisons en e�et les résultats du corollaire 6.3, sous
l'hypothèses ρ� 1, de sorte qu'un tel calcul est nécessaire presque sûrement. Sous cette même
hypothèse, la traversée du réseau considérée met également en jeu N∆

k (ρ) (dont l'expression est
donné dans le corollaire 6.3) domaines de niveau k. Nous considérons une grandeur moyenne
par rapport à tous les points de πH coupées par ∆, c'est à dire sous IPπ

∆
H

0 par dé�nition (cf.
page 216).

Proposition 6.12 L'expression de la complexité globale d'un calcul de routage peut être simpli-
�ée de la sorte :

C = δ1λH−1 + δ2 (λH−1)2 +
H−1∑
k=1

(
1 + λ∆

k ρ
) [
δ1
λk−1

λk
+ δ2

(
λk−1

λk

)2
]

(6.11)

où δ1 ≈ 1.12 et δ2 ≈ 1.62.

Preuve. Par une simple application de la proposition B.12. �

Corollaire 6.4 Sous l'hypothèse d'un grand réseau (λ0 →∞ ), la complexité globale à l'optimum
prend une expression simpli�ée :

C ≈ δ2 (λH−1)2 +
H−1∑
k=1

4ρδ2

π

(λk−1)2

(λk)
3/2

Preuve. L'hypothèse d'un grand réseau se traduit par la relation

λ0 � λ1 � . . . λH−1 � λH = 1

Cette relation est véri�ée à posteriori par les relations géométriques reliant ces grandeurs à
l'optimum (voir plus loin). Ne gardant alors que les termes signi�catifs, nous arrivons bien à
l'expression annoncée. �
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6.4.4 Résultats

Structure optimale.

Proposition 6.13 Pour un nombre de niveaux hiérarchiques H donné, la structure optimale
permettant de minimiser la complexité globale d'un �ux est caractérisée par les relations géo-
métriques suivantes :

mH−1 =
(

3ρ
π

)2/3

(mH−2)4/3 (6.12)

mk =
(

3
4

)2/3

(mk−1)4/3 pour k = 1, . . . ,H − 2. (6.13)

Preuve. On véri�e que les fonctions λk 7→ C(λk) ne sont pas monotones et admettent un
minimum. Par dérivation sur les {λk}k=1,...,H−1, on obtient alors les relations :

λH−1 =
3ρ
π

λ2
H−2

λ
5/2
H−1

(6.14)

λk

λ
3/2
k+1

=
3
4
λ2
k−1

λ
5/2
k

(6.15)

�

Corollaire 6.5 A l'optimum,

m0 = α2
(
κα−2H λ0

) α− 1

αH − 1

mk = α2
(
κα−2H λ0

)αk+1 −αk

αH − 1 pour k = 1, . . . ,H − 2.

mH−1 =
α2

κ

(
κα−2H λ0

)αH −αH−1

αH − 1

avec κ =
(
π
4ρ

)2/3
, α = 4

3 et β =
(

3
4

)2/3.
Preuve. Les relations géométriques de la proposition précédente permettre d'écrire

mk = β
αk−1
α−1 mαk

0

où α = 4/3 et β = (3/4)2/3 et pour k = 1, . . . ,H − 2. D'après la remarque 6.2, nous arrivons
�nalement à

λ0 =
(

4ρ
π

)2/3

β
−H
α−1 β

αH−1

(α−1)2 m
αH−1
α−1

0

D'où les relations annoncées. �
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Remarque 6.10 L'expression des intensités peut également être déduit des expressions précé-
dentes � en se rappelant que mk = λk

λk+1
pour tout k = 0, . . . ,H − 1. Sur la �gure 6.4 est

représenté l'évolution de λ1 et λ2 en fonction de λ0 (pour H = 3). Nous remarquerons que la
structure optimale approchée (sous l'hypothèse de grand réseau) est très proche de la struc-
ture optimale réelle, obtenue par des méthodes numériques. Ceci justi�e bien, à posteriori,
l'hypothèse simpli�catrice qui a été faite.
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Fig. 6.4 � Évolution des intensités à l'optimum pour H = 3

Nombre de niveaux hiérarchiques.

Notons Ck la complexité des calculs de niveau k pour tout k = 0, . . . ,H − 1. D'après le
corollaire 6.4, leurs expressions simpli�ées sont données par :

Ck ≈ 4ρδ2

π

(λk)
2

(λk+1)3/2
pour k < H − 1.

CH−1 ≈ δ2 (λH−1)2

Proposition 6.14 A l'optimum, la relation suivante est véri�ée pour tout k = 1, . . . ,H − 1 :

Ck =
3
4
Ck−1

De plus, à l'optimum, la complexité s'écrit :

C =
1 − α−H

1 − α−1
α3 α

−H
αH−1 δ2

(
4ρ
π

)αH −α
αH − 1

(√
λ0

) αH

αH − 1
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Preuve. Les dérivées partielles de C par rapport aux intensités (équations (6.14) et (6.15))
peuvent être aisément reformulées pour obtenir l'identité Ck = 3

4 Ck−1. La complexité globale
s'écrit donc

C =
H−1∑
k=0

Ck =
1 − α−H

1 − α−1
C0

L'expréssion de C0 peut être aisément déterminée en fonction de celle de m0 (corollaire 6.5).
�

Remarque 6.11 Lorsque H →∞, la complexité prend un ordre de grandeur du type O(ρ√λ0

).
La complexité de calculs de routage, pour une structure optimale, est tracée sur la �gure 6.5
en fonction du nombre de niveaux hiérarchiques. Il est important de noter que la complexité
n'admet pas toujours un minimum et peut donc être minimale pour H → ∞. en revanche,
la courbe devient très plate assez rapidement, de sorte qu'un nombre très limité de niveau
hiérarchique su�t à diminuer signi�cativement la complexité des calculs de routage.
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Fig. 6.5 � Evolution de la complexité en fonction du nombre de niveaux hiérarchiques.

6.4.5 Discussion

Structure optimale.

Dans les paragraphes précédents, nous avons étudié la structure optimale permettant de
minimiser la complexité des calculs lors du routage d'un �ux ou d'un appel. La structure
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observée est très particulière, avec des domaines de routage de taille limitée au niveau physique,
et des domaines de grande dimension pour les niveaux hiérarchiques les plus haut � comme
le montre la proposition 6.13. Ce résultat est somme toute logique : Les calculs de routage aux
niveaux hérarchiques bas interviennent plus fréquemment que ceux des niveaux hauts. Il est
donc préférable de dimensionner le réseau de manière à obtenir de petits domaines au niveaux
bas, limitant ainsi la complexité globale.

Comme le montre la �gure 6.5, cette optimisation conduit également à un nombre de
niveaux hiérarchiques assez important. Par contre, il faut remarquer que la complexité est
réduite très signi�cativement, même pour un nombre très limité de niveaux (par exemple
H = 2 pour λ0 = 1000). Ce résultat met encore une fois en évidence la puissance de la
hiérarchie pour la réduction de la complexité associée au routage dynamique.

Dans [53], une approche pire cas sur des réseaux déterministes est utilisée. Cette approche
conduisait à un résulat extrème, avec

mk =
1
2
m2
k−1 (6.16)

au lieu de mk = βm
4/3
k−1 trouvé précédemment.

Les domaines de niveau le plus bas sont donc de taille extrêmement réduite (leur taille
tend rapidement vers 2 n÷uds) et des domaines de niveau élevé très importants (prenant
des valeurs vite déraisonnables). Ces résultats extrêmes étaient dû à l'hypothèse extrêmement
grossière considérée : Il faut passer par tous les domaines de tous les niveaux pour passer d'un
point à un autre. La validité des résultats obtenus était donc critiquable.

Notre étude permet de reprendre ces calculs de complexité avec des hypothèses beaucoup
plus réalistes sur le nombre de n÷uds à traverser. Ceci à été possible grâce aux nombreux
résultats existants sur la géométrie aléatoire. Cette étude con�rme bien qu'il faut de petits
domaines aux niveaux bas et de grands domaines aux niveaux hauts pour minimiser la com-
plexité des calculs de routage (résultat opposé aux règles d'ingénierie actuelles).

Validité des résultats

Les résultats de cette section ne peuvent être appliqués à n'importe quel type de réseau.
En particulier, nous avons utilisé des graphes de Delaunay. Ces réseaux possèdent une forte
connectivité. Il est fort possible qu'il faille passer par un plus grand nombre de n÷uds inter-
médiaires dans un réseau faiblement connecté. La taille des domaines doit alors être encore
plus petite au niveau physique et encore plus grande aux niveaux hauts � l'extremum cor-
respondant à la structure de Piet Van Mieghem (équation 6.16).

A l'opposé, on peut imaginer un réseau très fortement connecté. Imaginons le cas où il
est possible de traverser n'importe quel domaine en un saut, c'est à dire le cas où tous les
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domaines sont totalement maillés (à tous les niveaux hiérarchiques). Il est facile de voir que
dans ces contions, la complexité est de l'ordre de

C ∼ 2H−1m2
0 + . . .+ 2H−1−km2

k + . . .+m2
H−1

On arrive alors à une structure du type :

mk =
√

2mk−1

pour tout k = 1, . . . ,H − 1.
En conclusion, il semble que pour minimiser les calculs de routage, il soit préférable de

choisir une structure hiérarchique du type :

m0 < m1 < . . . < mH−1

avec
mk = a (mk−1)b

où a > 0 et b varie entre 1 et 2 selon la connectivité du réseau considéré � plus la connectivité
est grande et plus b est proche de 1.

Autres techniques de routage.

Les calculs précédents ont été menés sous l'hypothèse de calculs �à la demande�. Autrement
dit, nous nous sommes intéressés au cas où, à l'arrivée d'un �ux (resp. connexion), un calcul
de routage spéci�que est utilisé a�n d'acheminer ce �ux (resp. connexion). On conçoit bien
qu'il ne serait pas techniquement réalisable de lancer un calcul spéci�que à l'arrivée de chaque
connexion (resp. �ux, même s'il s'agit de �ux agrégés). Dans le cas de PNNI par exemple,
il semble que de nombreux constructeurs fassent appels à des tables de routage précalculées.
Ainsi, seule une fraction très faible des �ux béné�cient de calculs de routage spéci�ques.

La construction des tables de routage précalculées consiste, pour une classe de QoS donnée,
à déterminer le meilleur chemin vers toutes les destinations possibles du réseau. Autrement
dit, la complexité s'exprime de cette manière, en utilisant notre modèle géométrique( présenté
au paragraphe 6.2) :

C′ =
H−1∑
k=0

IEπ0
0 [f(πk(C0πk+1))]

où f caractérise la complexité du calcul de routage. En posant, comme précédemment, f(x) =

x2, nous reconnaissons l'équation (6.9) traitant de la taille des tables de routage (en considérant
le nombre de liens) sur un graphe maillé. Les structures optimales de ces deux problèmes
sont donc identiques (cf. proposition 6.8). Remarquons que cette structure est extrêmement
symétrique (mk = mk−1) contrairement à la précédente. Il est donc essentiel de bien connaître
la procédure de routage choisie a�n de choisir une structure appropriée.
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Chapitre 7

Analyse d'un réseau hiérarchique.

Dans ce chapitre, les résultats obtenus lors de l'analyse des performances d'un réseau plat
sont généralisés à un réseau à deux niveaux hiérarchiques. Nous travaillons également dans le
contexte du protocole PNNI, bien que cette analyse soit valable pour tout protocole de routage
hiérarchique basé à la source. Le processus d'agrégation est modélisé de manière abstraite et
générique a�n d'en étudier l'impact sur les performances globales du réseau � c.à.d en terme
de probabilité de blocage d'appel et de sur-coût protocolaire. Cette étude a été menée avec
Arturo Ragozini lors de ses deux séjours à l'ENST.

Le modèle utilisé est présenté dans section suivante. Les di�érents critères de performances
sont exprimés dans la section 7.2. Les résultats sont en suite analysés dans la section 7.3. En�n,
des conclusions sont tirées et des possibilités d'extension de ce modèle sont discutées dans la
section 7.4.

7.1 Modèle

Dans ce chapitre, nous limiterons notre analyse au cas d'un réseau possédant deux ni-
veaux hiérarchiques uniquement. Les possibles extensions permettant de prendre un compte
un nombre arbitraire de niveaux hiérarchique sont discutées à la �n de ce chapitre (section
7.4).

7.1.1 Structure hiérarchique

Comme dans les modèles précédents, les n÷uds du réseaux seront représentés par un
processus de Poisson π0 d'intensité λ0 (cf. section A.3). De manière à conserver un réseau de
dimension �nie, nous nous considérerons uniquement les points de π0 qui appartiennent à une



138 CHAPITRE 7. ANALYSE D'UN RÉSEAU HIÉRARCHIQUE

surface W de dimension �nie. Sans perte de généralité, nous supposerons que W est un disque
d'aire unitaire (c.à.d. de rayon 1√

π
). Par construction, le réseau comportera donc λ0 n÷uds en

moyenne.
Les n÷uds de ce réseau sont interconnectés selon un graphe de Delaunay (cf. section B.4).

Les domaines de routage sont représentés par des cellules de Voronoi (cf. section B.3) générées
par un second processus de Poisson π1, d'intensité λ1. Au niveau hiérarchique supérieur, les
domaines sont représentés par des n÷uds logiques � correspondant aux centres des cellules de
Voronoi dans notre modèle. La connectivité entre ces domaines est également modélisée par
un graphe de Delaunay : Deux domaine sont directement reliés si des deux cellules de Voronoi
qui les représentent possèdent une arrête commune. La �gure 7.1 représente une réalisation
de ce modèle.

Fig. 7.1 � Représentation d'un réseau à deux niveaux hiérarchiques.

Comme dans le cas du réseau plat (chapitre 5), les liens physiques seront marqués par
leur bande passante disponible (les autres attributs et métriques n'étant pas considérés), noté
X0
i (pour tout lien i). Le processus de rafraîchissement des informations de routage peut in-

troduire des imprécisions entre les valeurs disponibles dans les domaines de routage, notées
{X̃0

. }, et les valeurs réelles. Nous supposerons les bandes passantes des liens indépendantes
et identiquement distribuées. Notons p0 = IP

{
X̃0 > b

}
et q0 = IP

{
X0 > b

∣∣∣X̃0 > b
}

pour
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une bande passante b donnée1 Au niveau hiérarchique supérieur, les n÷uds logiques, repré-
sentant les domaines de routage, disposent également de marques qui représentent des bandes
passantes agrégées � comme expliqué un peu plus loin.

7.1.2 Algorithme de Routage.

L'algorithme de routage sera considéré récursif (�top-down�), comme celui présenté dans
[54] par exemple � comme nous l'avions également supposé dans les chapitres précédents.
Autrement dit, le premier n÷ud rencontré débute par déterminer les domaines du plus haut
niveau hiérarchique qu'il est nécessaire de traverser pour atteindre la destination. Ensuite,
un autre calcul est lancé au niveau hiérarchique inférieur (sur les n÷uds de supp (π0)) pour
déterminer un chemin permettant de joindre le prochain domaine sélectionné.

Comme dans la chapitre 5, nous considérerons que les n÷uds du réseau font appel à des
tables de routage précalculées, et ce à tous les niveaux hiérarchiques. Parmi toutes ces routes,
la fonction GCAC2 sélectionne les chemins admissibles, c'est à dire les chemins qui pourront, à
priori, recevoir l'appel considéré. De plus, nous considérerons que tous les chemins précalculés
sont disjoints et de même longueur (cf. chapitre 5). Au niveau physique, nous noterons par
K0 le nombre de routes disponibles pour traverser un domaine de routage donné en direction
du prochain domaine. Au niveau hiérarchique supérieur, nous noterons par K1 le nombre de
routes disponibles pour atteindre une destination donnée. Comme dans le cas du réseau plat,
nous considérons des routes minimisant le nombre de liens utilisés et ne faisons pas appel aux
calculs de routage compétitifs ou autres algorithmes plus évolués.

7.1.3 Procédure d'agrégation

Notion d'agressivité.

Il existe de nombreux algorithmes permettant d'agréger les informations de routage. Dans
PNNI, par exemple, les procédures d'agrégation n'ont pas été standardisées, de sorte que
chaque constructeur possède sa propre manière de procéder. Il est donc indispensable de
pouvoir modéliser l'agrégation de manière générique pour que les résultats soient valables
pour une large gamme d'algorithmes.

Dans la suite, nous allons dé�nir une procédure d'agrégation assez générique, caractérisant
les di�érents algorithmes par un paramètre uniquement : leur agressivité. Ce concept d'agres-
sivité se révèle en e�et essentiel dans l'analyse des performances d'un réseau hiérarchique. Au

1Il pourrait s'agir d'un débit crête, débit moyen ou d'une bande passante e�ective (�e�ective bandwidth�)

suivant la stratégie d'admission des appels.
2Generic Call Admission Control
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delà de la modélisation, le concepteur d'algorithmes d'agrégation se voit confronté à des choix
où l'agrégation apparaît très nettement. Par exemple, la plupart des algorithmes d'agrégation
construisent un graphe maillé (un jeu de paramètres entre chaque point d'entrée et de sor-
tie du domaine), qu'il est ensuite nécessaire de condenser. Si un algorithme du type �simple
node represenation� (dans PNNI) est utilisé, un seul paramètre est annoncé pour représenter
toutes ces données. Faut-il mieux être �agressif� en utilisant la moyenne de toutes les bandes
passantes du graphe maillé ou même le maximum? Ou faut-il plutôt être �conservateur� (a�n
d'éviter les crankbacks) et annoncer la bande passante de la branche la plus congestionnée ?

Modélisation.

Dans notre modèle, un domaine entier est condensé en un n÷ud simple, c'est à dire en
seul jeu de paramètres : Un n÷ud logique, disons u ∈ π1 (représenté par le centre d'une cellule
de Voronoi Cu(π1)) est ainsi marqué par un unique paramètre, noté X1

u. Cette grandeur
représente la bande passante dont une connexion pourrait espérer béné�cier à la traversée
du domaine considéré. Des techniques d'agrégation plus complexes, comme le �complex node
representation� de PNNI, sont traitées brièvement à la �n de ce chapitre.

Une hypothèse conservatrice consisterait à choisir X1
u comme la bande passante minimale

disponible dans le réseau, c.à.d. X1
u = min{X0

i : i ∈ Cu(π1)} où i indexe les liens du niveau
physiques. Un approche plus �exible et générique consiste à utiliser les statistiques d'ordre (voir
annexe C.1).Étant donné le paramètre β ∈ [0, 1[, la bande passante agrégée X1

u sera choisie
comme le β-quantile (cf. dé�nition C.3 à la page 220) de l'échantillon {X0

i : i ∈ Cu(π1)}
(avec les mêmes conventions sur l'index i). Ce choix implique qu'une proportion β des liens
du domaine ont une bande passante inférieure à X1

u. Pour β = 0, la valeur agrégée choisie
correspond au minimum des bandes passantes disponibles dans le domaine � représentant
donc une politique d'agrégation extrêmement conservatrice. pour β → 1 au contraire, la valeur
annoncée correspond à la bande passante du lien le moins congestionné � représentant une
politique d'agrégation très aggressive. Le cas β = 1

2 correspond à la bande passante �médiane�.
Notons que la procédure de rafraîchissement des informations de routage induit forcément

des erreurs sur les bandes passantes agrégées dont disposent les autres domaines. Les n÷uds
ne peuvent avoir connaissance de la valeur exacte de X1

u mais ne disposent que d'une estima-
tion, notée X̃1

u. Dans la suite, nous concentrerons nos e�orts sur les procédures d'agrégation
spéci�quement, en négligeant ce phénomène. Nous poserons donc X̃1

u = X1
u ∀u ∈ πk. Cette

approximation peut être justi�ée par les faibles variances observées pour X1 par rapport à
celles X0 : Un théorème central limite s'applique d'ailleurs à valeur agrégée X1 (cf. proposi-
tion C.2 en annexe C) dont la variance évolue donc asymptotiquement en 1√

L0
(où L0 → ∞

désigne le nombre de liens du domaine considéré). De plus, l'agrégation est certainement le
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facteur le plus critique a�ectant la qualité des informations de routage (surtout dans notre
modèle ou un algorithme �simple node� est utilisé).

7.1.4 Crankback

Il est possible qu'une connexion soit refusée sur le chemin choisi. En e�et les calculs de
routage sont basés sur des informations parfois agrégées (au niveau hiérarchique supérieur) ou
obsolètes (à cause du mécanisme de rafraîchissement) et peuvent donc conduire à la sélection
de chemins peu appropriés. Une procédure de crankback est alors utilisée pour libérer les
ressources sur le chemin défectueux et choisir éventuellement une route alternative.

La procédure de routage et de crankback est donc similaire à celle présentée dans les tables
5.1 et 5.2 dans l'analyse d'un réseau plat. Cependant, dans ce chapitre, on peut discerner
deux types de crankbacks suivant le niveau hiérarchique mis en jeu. Dans notre modèle à deux
niveaux hiérarchiques, un appel subissant un crankback revient forcément au n÷ud d'entrée
dans le domaine. Si aucune autre alternative n'est possible, alors le crankback revient jusqu'au
n÷ud source et une route alternative (au niveau logique) peut être déterminée.

A�n de limiter les échanges de message de signalisation et plus généralement le surcoût
associé au routage, nous supposerons que le nombre de crankbacks subis par un appel est
contrôlé. Plus exactement, nous imposerons une limite K1

c sur le nombre de crankbacks reve-
nant au n÷ud source. De plus, un appel ne pourra subir plus de K0

c crankbacks internes lors
de la traversée d'un peer-group.

7.2 Analyse

7.2.1 Préliminaires

Hypothèses simpli�catrices.

Dans tout la suite, les di�érentes grandeurs permettant d'évaluer les performances du
réseau seront dans un premier temps calculées pour une réalisation du réseau hiérarchique
donnée. Autrement dit, ces grandeurs correspondront à des moyennes ou des probabilités
conditionelles. Nous proposerons ensuite des approximations permettant d'intégrer ces va-
riables a�n d'obtenir les moyennes et les probabilités recherchées.

Nous supposerons que les cellules de Voronoi sont indépendantes les unes des autres 3. Nous
3Ce qui est certainement faux car les tailles des cellules sont corrélées (d'après la manière dont elles sont

construites). Néanmoins, le facteur de correlation reste modéré ( ≈ 1.10) et des simulations nous ont montré

que cette hypothèse conduit à des résultats signi�catifs.
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supposerons donc que N0(i), le nombre de n÷uds de la cellule i et que L0(i), le nombre de
liens de la cellule i, sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
� nous omettrons d'ailleurs l'indice i dans la suite de cette étude pour cette raison. De plus,
nous supposerons que le nombre de cellules rencontrées pour traverser le réseau et leurs tailles
respectives sont indépendants.

Notations.

Soit p0,1 la probabilité de traverser avec succès un domaine arbitraire (représenté par une
cellule). Cette probabilité met en jeu les deux événements suivants :

� La bande passante agrégée est su�sante pour recevoir la connexion, c.à.d. X1 > b si b
est la bande passante demandée par l'utilisateur.

� Un chemin comportant su�samment de bande passante a pu être trouvé au niveau
physique a�n de traverser le domaine.

Pour une bande passante donnée b, posons p1 = IP{X1 > b
}. Cette grandeur correspond à

la probabilité que la bande passante agrégée corresponde aux besoins de QoS de l'utilisateur.
Nous noterons également p0|1 = p0,1

p1
la probabilité conditionelle de passer avec succès à travers

une cellule (c.à.d une aire de routage) sachant que cette cellule dispose à priori d'assez de bande
passante, c.à.d. sachant X1 > b.

Notons M0 le nombre de liens nécessaires à la traversée d'un domaine et M1 le nombre de
domaines qu'il est nécessaire d'emprunter pour traverser le réseau.

La détermination de p1, p0,1 et p0|1 est quelque peu technique et a donc été placée en
annexe C.3.

7.2.2 Perte d'appel.

Soit Pb la probabilité qu'un appel soit bloqué, quelqu'en soit la raison. Cet événement
peut se produire parce que le n÷ud source ne peut trouver aucun chemin admissible ou parce
que l'appel a subi un (ou plusieurs) crankback(s) et qu'aucune route alternative n'a pu être
trouvée.

Proposition 7.1 La probabilité de perte d'un appel est donnée par l'expression :

P1
b =

K1∑
r=0

(
K1

r

)
P r1 (1−Q1)r∧K

c
1(1− P1)K1−r (7.1)

avec P1 = pM1
1 et Q1 = pM1

0|1 et où p1 et p0|1 sont exprimés aux théorèmes C.1 et C.3 en
annexe C.3.
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Preuve. Comme nous supposons que les cellules sont indépendantes et identiquement distri-
buées, le problème est en fait exactement similaire à celui d'un réseau plat (cf. proposition 5.2
à la page 99), en identi�ant p0 ⇔ p1 (probabilité de sélectionner un domaine) et q0 ⇔ p0|1

(probabilité de traverser un domaine sachant que ce domaine a été sélectionné). �

7.2.3 Rejet de l'appel au n÷ud source.

Proposition 7.2 La probabilité qu'un appel soit directement rejeté au n÷ud d'entrée dans le
domaine est donnée par :

P1
r =

(
1− P p∗0|1

)K1 (7.2)

où P = pM1
1 , p∗0|1 est déterminé dans le corollaire C.2 de l'annexe C.3.

Preuve. Cette fois encore, ce problème est très similaire à celui posé dans un réseau plat
(proposition 5.3 à la page 99), en identi�ant p0 ⇔ p1 (probabilité de sélectionner un peer-
group) et q0 ⇔ p∗0|1 dans la proposition 5.3. �

7.2.4 Crankback.

Dans ce modèle hiérarchique, nous pouvons introduire plusieurs variables a�n de mieux
appréhender le surcoût causé par les crankbacks. Soit N 0

c le nombre moyen de crankbacks in-
ternes à un peer-group (que l'appel traverse �nallement la cellule ou non) et soit N 1

c le nombre
de crankbacks mettant en jeu le niveau hiérarchique supérieur (c.à.d pour lequel le crankback
retourne jusqu'au n÷ud source). Ces second crankbacks peuvent être bien plus coûteux d'un
point de vue signalétique. Finallement, Nc représentera le nombre total de crankbacks subis
par un appel.

Résultats partiels.

Proposition 7.3

N 0
c =

1−Q
Q

p0|1 (7.3)

N 1
c =

1−Q1

Q1

(
1− P1

b

) (7.4)

avec Q = qM0
0 et P = pM1

0|1 . p0|1 est exprimé dans le théorème C.3 à la page 226 et P1
b dans la

proposition 7.1 ci-dessus.
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Preuve. La démonstration est similaire à celle de la proposition 5.4 dans le cas d'un réseau
plat, en identi�ant 1− Pb ⇔ p0|1 pour N 0

c et q0 ⇔ p0|1 pour N 1
c . �

Résultats globaux.

Lemme 7.1 Soient N 0
cp et N 0

cb le nombre moyen de crankbacks subis par une connexion avant
que celle-ci passe �nalement à travers le peer-group ou soit �nalement bloquée (c.à.d renvoyée
au n÷ud source), respectivement. Ces variables s'expriment de cette manière :

N 0
cb =

1
1− p0|1

IE
[
R0 ∧Kc

0 (1−Q)R0∧Kc
0
∣∣X1 > b

]
(7.5)

N 0
cp =

1−Q
Q
−N 0

cb

1− p0|1

p0|1
(7.6)

où R0 représente le nombre de routes admissibles pour traverser un domaine donné et où
Q = qM0

0 . N 0
cb peut être aisément évalué comme montré dans le corollaire C.1 en annexe.

Preuve. Bien évidemment, ces grandeurs sont reliées par la relation :

N 0
cpp0|1 +N 0

cb

(
1− p0|1

)
= N 0

c

qui conduit à l'expression de N 0
cp. Ensuite, remarquons que, puisque l'appel est refusé, le

nombre de crankbacks est égal au nombre total de routes admissibles (limité à Kc
0) � d'où

l'expression de N 0
cb. �

Lemme 7.2 Le nombre de peer-groups traversés sur un chemin donné (de niveau 1) est :
� M1, si l'appel est accepté sur cette route.
� NPG < M1, si l'appel est refusé et subit un crankback, avec

NPG =
p0|1

1− p0|1
−M1

pM1

0|1

1− pM1

0|1

Preuve. Il su�t de suivre les indications de la démonstration du lemme 5.1 sur l'analyse d'un
réseau plat en identi�ant q ⇔ p0|1 et M0 ⇔M1. �

Proposition 7.4 Utilisant les lemmes 7.1 et 7.2, le nombre moyen de crankbacks qu'un appel
subit est donné par l'expression :

Nc = N 1
c

[
N 0
cb +NPGN 0

cp

]
+M1 N 0

cp

(
1− P1

b

) (7.7)
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Preuve. Soit Υ1
r l'événement �GCAC sélectionne r routes admissibles (à partir des K1 routes

précalculées)�. Alors, il est facile de voir que :

IE[Nc

∣∣N1
c = n,Υ1

r

]
= n

(
NPGN 0

cp + N 0
cb

)
+ M1N 0

cp 1{n<r∧Kc
1}

Il su�t alors de déconditionner pour conclure. �

Soit Pc la probabilité qu'une demande d'ouverture de connexion subisse un crankback
au moins une fois. De même, soit P1

c la probabilité qu'un appel subisse un crankback qui le
ramène jusqu'au n÷ud source au moins une fois (sans considérer les crankbacks internes aux
peer-groups). En�n, soit P0

c la probabilité qu'un appel subisse au moins un crankback interne
lors de la traversée d'un domaine de routage.
Proposition 7.5

P0
c = 1− qM0

0

P1
c = 1− pM1

0|1

Pc = 1−
[(

1− p∗0|1
)
qM0−1

0

]M1

où p∗0|1 est exprimé en annexe dans le corollaire C.2.

Preuve. Les expressions de P0
c et de P1

c sont triviales � elles correspondent à 1−IP{N0
c = 0

}
et 1− IP{N1

c = 0
} respectivement. Pour Pc, remarquons que la connexion est acceptée sur le

chemin sélectionné si, au niveau des M1 peer-groups sélectionnés,
� L'appel n'est pas rejeté à l'entrée dans le domaine, c.à.d. s'il existe au moins une route
admissible et si le premier lien de cette route accepte l'appel (fonction CAC), avec la
probabilité 1− p∗0|1 (voir corollaire C.2 en annexe).

� Tous les M0 liens du chemin (interne) sélectionné acceptent l'appel, avec la probabilité
q0. Notons cependant que le premier lien a déjà été pris en compte (fonction CAC) dans
le terme p∗0|1.

�

7.2.5 Surcoût protocolaire

Comme nous l'avions fait dans l'analyse d'un réseau plat, introduisons η, le nombre moyen
de liens traversés inutilement pendant la phase d'établissement de la connexion, divisés par
la �longueur� de cette connexion, c.à.d. M1M0. Introduisons également η1, le nombre moyen
de peer-groups visités inutilement, divisé par M1, et η0, le nombre moyen de liens visités
inutilement lors d'une tentative de traversée d'un peer-group, divisé par M0.
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Résultats partiels.

Proposition 7.6

η0 =
N 0
cNl
M0

(7.8)

η1 =
N 1
cNPG
M1

(7.9)

Dans l'expression de η0, Nl obéit à la même expression que celle du lemme 5.1 à la page 101
et N 0

c est explicité dans la proposition 7.3. Dans l'expression de η1, NPG obéit au lemme 7.2
et N 1

c à la proposition 7.3.

Preuve. Nous retombons dans un cas similaire à celui de la proposition 5.5 de la page 101
pour un modèle plat. �

Résultats globaux.

Proposition 7.7

η = N 1
c

NlN 0
cb +NPG

(
NlN 0

cp +M0

)
M1M0

+
(
1− P1

b

) NlN 0
cp

M0
(7.10)

Preuve. Rappelons-nous que le nombre moyen de liens visités sur une route admissible est :
� M0, si la connexion est acceptée sur cette route,
� Nl < M0, si la connexion est refusé par un n÷ud de cette route (par la fonction CAC),
où Nl possède la même expression que celle donnée dans l'étude d'un réseau plat.

Soit alors N p
l le nombre moyen de liens visités (lors de l'établissement de la connexion) à

l'intérieur d'un peer-group que l'appel réussie �nalement à traverser et soit N b
l le nombre

moyen de liens visités dans un peer-group bloquant la connexion. Il est alors aisé de voir que :

N p
l = NlN 0

cp +M0

N b
l = NlN 0

cb

où l'expression de Nl est donnée dans le lemme 5.1 de la page 101, et où N 0
cp et N 0

cb sont
déterminés dans le lemme 7.1. Finalement, ce calcul se termine de manière similaire à celui de
la proposition 5.5 à la page 101. Les mêmes arguments conduisent à l'expression :

η = N 1
c

N b
l +NPGN p

l

M0M1
+
(
1− P1

b

) (N p
l −M0

)
M1

M1M0

�
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7.2.6 Routage aveugle

Motivations.

Pour comparaison, nous introduisons une autre procédure de routage, dite �aveugle� car
la fonction GCAC n'est pas utilisée au niveau logique. En d'autres termes, l'établissement de
la connexion est envoyé sur la première route logique (d'après les tables de plus court chemin
précalculées) en faisant abstraction de toute information agrégée. La fonction de GCAC n'est
utilisée qu'au niveau physique lors de la traversée des peer-groups sélectionnés 4. Si la connexion
est rejetée par un peer group de ce chemin, une procédure de crankbacks est mise en ÷uvre
pour libérer les ressources. L'appel revient alors jusqu'à la source et une autre route est choisie
� encore une fois, sans faire appel à l'état de congestion agrégé des peer-groups de ce chemin.
Cet algorithme s'apparente donc avec les algorithmes de routage existants dans le réseau
internet par exemple, où aucune information sur la congestion n'est prise en compte pour le
calcul des chemins.

Bien entendu, une telle solution aura pour conséquence fâcheuse d'augmenter très signi�ca-
tivement le nombre moyen de crankback subis par les demandes d'établissement de connexions.
Cependant, cette approche est justi�ée à postériori par les très fortes probabilités de rejet à
la source observées lorsque la fonction de GCAC est utilisée sur des informations agrégées de
manière conservatrice.

Préliminaires.

La probabilité de traverser avec succès un peer-group sera notée p̂0,1 lorsque l'algorithme
de routage �aveugle� est utilisé. Cette probabilité prend une expression beaucoup plus simple,
comme le montre la proposition suivante :
Proposition 7.8

p̂0,1 = 1−
K0∑
r=0

(
K0

r

)
P r (1− P )K0−r (1−Q)r∧K

c
0

où P = pM0
0 et Q = qM0

0 .

Preuve. Puisque aucune information sur les bandes passantes agrégées n'est prise en compte
par cet algorithme de routage pour sélectionner les chemins, 1−p̂0,1 obéit à la même expression
que la probabilité de perte dans un réseau plat (cf. proposition 5.2 à la page 99). �

Dans toute la suite, nous donnons toutes les expressions des mesures de performances sans
démonstration. Ces expressions sont déterminées simplement à partir des résultats précédents.

4Nous avons vu dans le chapitre prévédent que la fonction GCAC permet d'obtenir une très bonne utilisation

du réseau tout en limitant le surcoût signalétique à l'intérieur d'un domaine de routage.
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Perte d'appel.

Soit P̂1
b la probabilité de perte d'une connexion lorsque la fonction GCAC n'est pas utilisée

au niveau hiérarchique supérieur. Cette grandeur obéit à la relation :

P̂1
b =

(
1− p̂M1

0,1

)K1
c

Rejet à la source.

Bien sûr, avec cette procédure de routage �aveugle�, il n'y a pas de rejet de connexion au
niveau hiérarchique supérieure. Par contre, la fonction GCAC est toujours utilisée au niveau
physique, et nous avons,

P̂0
r = (1− Pq0)K0

P̂1
r =

[
P̂0
r

]K1

avec P = pM0
0 .

Crankback.

Comme précédemment, nous introduisons plusieurs variables, à savoir N̂ 0
c , N̂ 1

c , N̂c et P̂0
c ,

P̂1
c ,P̂c.

N̂ 0
c =

1− q0

q0
p̂0,1

N̂ 1
c =

1− p̂0,1

p̂0,1

(
1− P̂1

b

)
P̂0
c = 1− qM0

0

P̂1
c = 1− p̂M1

0,1

En utilisant les mêmes conventions que le lemmes 7.1 et 7.2, les identités suivantes sont
véri�ées :

N̂ 0
cb =

1
1− p̂0,1

K0∑
r=0

(
r

K0

)
(r ∧Kc

0)Qr (1−Q)K0−r

N̂ 0
cp =

1− q0

q0
− 1− p̂0,1

p̂0,1
N̂ 0
cb

N̂PG =
p̂0,1

1− p̂0,1
−M1

p̂M1
0,1

1− p̂M1
0,1

où P = pM0
0 et Q = qM0

0 .



7.2. ANALYSE 149

N̂c = N̂ 1
c

(
N̂ 0
cb + N̂PGN̂ 0

cp

)
+M1 N̂ 0

cp

(
1− P̂1

b

)
P̂c = 1−

[(
1− p̂∗0,1

)
qM0−1

0

]M1

p̂∗0,1 =
(

1− pM0
0 q0

)K0

Surcoût.

En utilisant les notations introduites au paragraphe 7.2.5, les identités suivantes sont
véri�ées :

η̂0 =
N̂ 0
cNl
M0

η̂1 =
N 1
c N̂PG
M1

η̂ = N̂ 1
c

NlN̂ 0
cb + N̂PG

(
NlN̂ 0

cp +M0

)
M1M0

+
(

1− P̂1
b

) NlN̂ 0
cp

M0

7.2.7 Déconditionnement

Les expressions précédentes ont été calculées sous des hypothèses d'indépendance (bande
passante des liens i.i.d. et cellules indépendantes) et pour une réalisation des graphes aléatoires
donnée. En e�et, nous avons écrit toutes les expressions pour des quantités L0, M0 et M1

connues. Ces quantités sont en fait des variables aléatoires dépendant des paramètres λ0 et
λ1.

Hélas, peu de résultats sont disponibles sur ces variables aléatoires. Si un algorithme de
routage �markovien� est utilisé (cf. paragraphe B.4.2 en annexe), nous savons d'après le théo-
rème de Møller, que IE[M1] = 4

π

√
λ1d où d est le diamètre du réseau à traverser (d = 2√

π

dans notre cas). En revanche, la distribution exacte de M1 ne nous est pas connue. Il est par
contre clair que les variations de M1 sont de plus en plus faibles (par rapport à sa moyenne)
lorsque le diamètre d augmente. En l'absence de résultats plus précis, nous considérerons que
le réseau étudié est su�samment étendu pour poser

M1 ≈
4
π

√
λ1

2√
π

.
Le cas deM0 est bien plus complexe. Si le théorème de Møller peut également être appliqué,

donnant IE[M0] = 4
π

√
λ0d0, le diamètre de traversée d'une cellule est également une variable

aléatoire. Des arguments géométriques montrent cependant que d0 est proportionnel à 1√
λ1
.
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En l'absence de résultats plus précis, nous poserons, de manière assez grossière,

M0 ≈
4
π

√
λ0

λ1

Finalement, L0, le nombre de liens présents dans un domaine de routage doit être déter-
miné. Nous savons que le nombre moyen de n÷uds d'un domaine est donné par l'expression

IE[N0] =
λ0

λ1

comme montré à la page 118 dans la proposition 6.1 par exemple. En identi�ant chaque
lien par son milieu, il est possible de construire un processus ponctuel. Comme montré au
paragraphe B.3.2 en annexe, l'intensité du processus ainsi construit est égale à 3

2λ0. Nous
poserons donc

L0 = 〈3
2
λ0

λ1
〉

où 〈x〉 désigne le plus grand entier naturel n ∈ IN véri�ant n ≤ x.
Il ne s'agit donc pas vraiment d'un déconditionnement puisque, par manque de résul-

tats plus précis, il faut se contenter de remplacer les variables aléatoires par leurs moyennes
respectives. Cette approche permet néanmoins de raisonner avec des grandeurs à peu près
réalistes. Le paragraphe 7.3.4 présente une technique de déconditionnement plus complexe en
vue d'étudier spéci�quement l'impact de la structure hiérarchique.
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7.3 Résultats

7.3.1 In�uence de l'agressivité.

Comportement global.

Sur la �gure 7.2, sont représentées les probabilités de perte d'un appel, de crankback et
de rejet à la source en fonction de l'agressivité de l'algorithme d'agrégation. Les traits pleins
représentent ces grandeurs lorsque la fonction GCAC est utilisée et les pointillés pour le routage
à l'aveugle. Les paramètres ont été �xés comme suit : L0 = 75, M0 = 7, M1 = 3, K0 = 3,
K0
c = 2, K1 = 2, K1

c = 1, p = 0.9 et q = 0.9.
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Fig. 7.2 � In�uence de β sur les performances du réseau.

Lorsque β → 0, la probabilité de rejet à la source est très proche de 1. Ceci est dû à la
politique d'agrégation fort oonservative sur un domaine de routage relativement important
(75 liens en moyenne). La probabilité de perte des appels entrants est donc proche de 1 car ces
demandes d'établissement de connexion seront quasi-systématiquement rejetées directement
par le noeud source. Bien sûr, la probabilité de crankback est faible. Les crankbacks sont dûs,
dans ce cas précis, aux erreurs induites par le processus de rafraîchissement des informations
de routage � Rappelons que q = 0.9.

Lorsque β → 1 au contraire, la probabilité de rejet à la source devient faible. Les appels
sont rejetés au niveau physique principalement (la probabilité de crankback est maximale) :
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Les valeurs agrégées étant très optimistes, il est pratiquement toujours possible de trouver un
chemin au niveau hiérarchique le plus haut. En revanche, la probabilité de crankback devient
très importante car les valeurs agrégées sont trop optimistes...

Pertes d'appels.

La �gure 7.3 donne la probabilité de perte d'appel selon l'agressivité et selon le nombre de
crankbacks K0

c autorisés au niveau physique � les autres paramètres étant identiques à ceux
de la �gure 7.2. Le rôle du reroutage est particulièrement explicite sur ce graphe. Par contre,
comme pour le cas d'un réseau plat, il apparaît que la possibilité d'un second re-routage n'est
pas essentielle car les performances n'en sont pas améliorées signi�cativement.
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Fig. 7.3 � In�uence de β sur la perte d'appels (K1
c = 1).

L'in�uence de K1
c sur les performances est moins importante, comme il est possible de

constater en comparant les �gures 7.3 et 7.4.
Les courbes précédentes permettent de mettre en évidence le compromis qui existe entre le

rejet d'appels à la source, lorsque la politique d'agrégation est trop conservatrice, et les pertes
d'appels après Crankbacks, lorsqu'au contraire la politique d'agrégation est trop agressive.
Lorsque le reroutage n'est pas autorisé au niveau physique, l'impact du crankback in�ue
beaucoup plus sur les pertes d'appels (cf. �gures 7.4 et 7.3) de sorte que la probabilité de
perte n'est pas monotone. Pb diminue d'abord car le rejet à la source devient moins probable,
mais, passé un certain seuil, la probabilité de crankback augmente très vite de sorte que
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Fig. 7.4 � In�uence de β sur la perte d'appels (K1
c = 2).

Pb devient croissant lorsque β augmente. Le minimum de β 7→ Pb correspond donc à une
agressivité optimale, c.à.d. à un compromis optimal entre le rejet d'appel et les crankbacks.

Il semble par contre que la valeur de β pour laquelle l'optimum est atteint n'obéisse pas une
expression analytique simple. Remarquons également que la notion d'agrégation �optimale�
n'a de sens que dans le cas où le reroutage est interdit au niveau hiérarchique supérieur (cf.
�gure 7.4). De plus, cette �optimalité� est dé�nie par rapport à la perte d'appel. Il ne s'agit
certainement pas d'une valeur optimale du point de vue du surcoût protocolaire � le nombre
moyen de crankbacks est déjà relativement important pour un tel niveau d'agressivité, comme
le montrent les �gures suivantes.

Crankbacks et surcoût.

La �gure 7.5 montre l'évolution du nombre moyens de crankbacks subis par un appel et la
�gure 7.6 le surcoût signalétique que ces crankbacks représentent. Les paramètres du réseau
sont les mêmes que ceux de la �gure 7.2. En e�et, lorsque que la politique d'agrégation est
conservatrice (c.à.d. β → 0), le nombre moyen de crankbacks est très faible � les crankbacks
sont dus uniquement à des problèmes de rafraîchissement des informations de routage mais
la valeur q = 0.95 choisie conduit à un nombre moyen de crankback quasiment nul. Lorsque
β augmente, le nombre moyen de crankbacks augmente car le nombre moyen de routes dis-
ponibles diminue : Rappelons nous qu'une proportion β des liens ont une bande passante
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Fig. 7.5 � In�uence de β sur le nombre moyen de crankbacks.

inférieure à la valeur agrégée (voir annexe C.1). Lorsque les informations agrégées deviennent
très agressives, le nombre moyen de crankbacks atteint rapidement un palier.

Politiques agressives.

Sur les courbes précédentes, nous pouvons remarquer que lorsque β → 1, c'est à dire
pour des politiques très agressives, les performances obtenues sont identiques que la fonction
GCAC soit utilisée ou non. Intuitivement, ce fait s'explique aisément : Lorsque la politique
d'agrégation devient trop agressive, les informations résumées deviennent très grossières. Avec
les paramètres choisis (en particulier d'assez grand domaines), les informations agrégées de-
viennent vite si grossières que leur propagation et leur utilisation par la fonction GCAC devient
totalement caduque.

Du point de vue mathématique, cette propriété se retrouve également : Il est possible de
montrer que lorsque β → 1, le nombre de routes admissibles pour la traversée d'un domaine,
noté R0, suit approximativement une loi binomiale � comme c'est le cas pour le routage à
l'aveugle. Il est résulte que les probabilités de rejet ou de crankbacks subis par une connexion
à la traversée d'un peer-group sont identiques au cas du routage aveugle. La connaissance
de la valeur agrégée (c.à.d. le conditionnement sur X1 > b) n'o�re donc aucune garantie
supplémentaire sur la possibilité de traverser ou non un domaine avec succès. Une preuve de
cette propriété est donnée en annexe C à la page 225.
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Fig. 7.6 � In�uence de β sur le surcoût signalétique.

Comportements asymptotiques.

Il est également important de noter que les courbes β 7→ Nc(β) et β 7→ η(β) évoluent
inversement à celle de Pb. Un compromis assez di�cile doit donc être trouvé entre le surcoût
protocolaire et l'utilisation du réseau. Ce compromis est d'autant plus di�cile à déterminer
que les courbes évoluent très rapidement entre deux valeurs extrêmes. Nous pouvons en e�et
remarquer que toutes les courbes précédentes présentent un seuil très marqué.

� En dessous d'une certaine agressivité5 β∗, les diverses critères de performances sont
quasiment constants. Cette zone peut être dénommée � zone de rejet� en raison des très
fortes probabilités de rejet observées pour β < β∗.

� Pour β > β∗, les di�érentes quantités observées atteignent très vite un plateau. Cette
zone peut être appelée �zone de cranbacks� en raison des forts taux de crankbacks subis
par les connexions entrantes pour des valeurs très agressives de β.

Ce comportement en palier (zone de rejet/zone de Crankback) s'explique facilement du
point de vue mathématique. Comme le montre la proposition C.2 de annexe C, il existe une
valeur seuil X̃∗ pour laquelle, lorsque le nombre de liens du réseau à agréger devient très
important (c.à.d. L0 →∞) :

IP{X1 > b
}
≈

{
1 pour b < X̃∗

0 pour b > X̃∗
(7.11)

5Avec β∗ ≈ 1− p0 comme montré plus loin dans ce chapitre.
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où X∗ dépend de l'agressivité de la politique d'agrégation, cette valeur véri�ant l'identité :

IP
{
X̃ < X̃∗

}
= β

Autrement dit, lorsque la taille du domaine de routage considéré est très grande, le système est
forcément dans un des deux modes de fonctionnement (Zone de rejet / Zone de Crankbacks),
suivant la valeur de b par rapport à X̃∗, c.à.d. suivant la charge du réseau et la bande passante
demandée. Les courbes précédentes démontrent bien cette brève transition entre les zones de
rejet et de crankbacks car les domaines considérés sont relativement grands ( 75 liens).

7.3.2 In�uence de p0

Pertes d'appels.

Sur la �gure 7.7 est représentée l'évolution de la probabilité de perte d'un appel pour
une politique d'agrégation donnée (β = 0.15) en fonction du paramètre p0 et pour di�érentes
valeurs de K0

c . Les autres paramètres du réseau sont identiques à ceux de la �gure 7.2.
Nous pouvons observer très nettement deux phases distinctes : Lorsque p ≈ 1, les proba-

bilités de blocage avec ou sans GCAC sont très proches. La fonction GCAC permet tout de même
d'obtenir de meilleures performances car le nombre de crankback au niveau logique est limité
à K1

c = 1 (cf. �gure 7.3). Lorsque p0 diminue, les performances obtenus par le routage aveugle
deviennent meilleures. En e�et, la probabilité qu'un lien accepte la connexion (notée p0) est
faible de sorte que le rejet à la source devient très important.

Notion d'agressivité.

La remarque précédente souligne la di�culté que représente la détermination d'une poli-
tique d'agrégation adéquate (du point de vue de son agressivité). Nous allons en fait montrer
dans la suite que la notion même d'agressivité est un facteur relatif à p0. Pour la �gure 7.7,
nous avons choisi une politique relativement agressive (β = 0.15) car elle permettait d'obtenir
une utilisation optimum des ressources dans le cas de la �gure 7.2, c'est à dire pour p0 = 0.9.
Lorsque p0 devient plus petit, les pertes de connexions entrantes augmentent très signi�cati-
vement en raison des rejets à la source. Autrement dit, le choix de β = 0.15 peut être quali�é
de �conservateur� pour p0 < 0.85 environ (nous entrons dans la "zone de rejet") alors qu'il
était �agressif� pour p0 ≈ 0.9.

Notons que le paramètre p0 = IP
{
X̃0 > b

}
dépend à la fois de la charge du réseau et de

la bande passante demandée b. Une politique d'agrégation peut donc être conservatrice pour
certaines classes de connexions (requérant beaucoup de bande passante) et agressive pour
d'autres.
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Fig. 7.7 � In�uence de p0 sur la perte d'appels.

Pour mieux étudier la notion relative d'agressivité en fonction de p, nous avons tracé sur la
�gure 7.8 l'évolution de Pb en fonction de p0 et de β� la surface sous-jacente correspondant au
cas du routage aveugle. Les paramètre du réseau sont identiques à ceux de la �gure 7.4 (c.à.d.
K1
c = 2). Les deux modes �zone de perte�/�Zone de crankbacks� apparaissent très nettement.

Le seuil d'agressivité séparant ces deux domaines semble évoluer linéairement en fonction de
p0. La proposition suivante con�rme cette intuition.
Proposition 7.9 La valeur d'agressivité seuil β∗ est donné par l'expression

β∗ = 1− p0

où p0 = IP
{
X̃0 > b

}
si b désigne la bande passante requise par la connexion.

Preuve. Comme nous l'avons évoqué précédemment (cf. équation (7.11) à la page 155), le
seuil est atteint pour une bande passante b = X̃∗ telle que IP

{
X̃0 < X̃∗

}
= β. Le seuil est

donc atteint pour β = IP
{
X̃0 < b

}
= 1− p0 par dé�nition de p0. �

Surcoût protocolaire.

L'e�et de seuil pour β ≈ 1−p0 apparaît également clairement sur la �gure 7.9 où est tracé
l'évolution du surcoût protocolaire en fonction de p0 et β. Ce surcoût est quasi nul dans la
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Fig. 7.8 � In�uence de l'agressivité sur la perte d'appels en fonction de p0.
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Fig. 7.9 � In�uence de l'agressivité sur le surcoût signalétique en fonction de p0.
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�zone de rejet� (caractérisé par β < 1−p0) et devient beaucoup plus important une fois la �zone
de Crankbacks� franchie (c.à.d. β > 1− p0). L'évolution non monotone de η en fonction de p0

dans cette zone de crankback est due à la croissance de NPG et la décroissance de N 1
c lorsque

p0 augmente � le surcoût étant à une constante additive près, proportionnel au produit de
ces quantités. Cette évolution peut être comparée à celle du surcoût dans un réseau plat (cf.
page 108) en fonction de q0.

7.3.3 In�uence de q0.
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Fig. 7.10 � In�uence de l'agressivité sur la perte d'appels en fonction de q0.

L'in�uence de la politique de rafraîchissement des informations de routage sur les per-
formances d'un réseau hiérarchique peut également être appréhendée. Sur la �gure 7.10 est
représentée l'évolution de la probabilité de perte en fonction de q0 et de l'agressivité β. Le sur-
coût protocolaire associé est représenté sur la �gure 7.11 � la �gure sous-jacente correspond
au cas du routage aveugle. Les paramètres du réseau sont identiques à ceux de la �gure 7.2.

La politique de rafraîchissement des informations de routage n'in�ue quasiment par sur les
performances du réseau pour des politiques d'agrégation conservatrice. En e�et, la principale
cause de perte est du au rejet à la source, et non au crankback. De plus, le surcoût reste très
réduit puisque peu d'appels sont e�ectivement suivis d'une tentative d'ouverture de connexion.

Il est par contre facile à comprendre que le rôle de q0 est très signi�catif pour des politiques
agressives, en particulier lorsque le nombre de crankbacks est limité. L'évolution non monotone
de η en fonction de q0 dans la zone de crankback est à mettre en relation avec l'évolution de
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q 7→ η dans le cas d'un réseau plat, au chapitre 5. Cette évolution découle en e�et des mêmes
phénomènes � Nl étant croissant et N 0

c décroissant lorsque q0 augmente.
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Fig. 7.11 � In�uence de l'agressivité sur le surcoût signalétique en fonction de q0.

7.3.4 Structure hiérarchique

Jusqu'à présent, les résultats annoncés sont basés sur des variables conditionnelles par
rapport à une réalisation des processus de Poisson π0 et π1. Nous proposons dans la suite une
méthode approchée permettant d'obtenir des moyennes approximatives. Cette analyse nous
permettra d'étudier l'impact de la structure hiérarchique sur les performances globales du
réseau.

Déconditionnement.

A la traversée d'un peer-group, les di�érentes expressions dépendent des deux paramètres
L0 et M0. Il est donc nécessaire de connaître la loi conjointe de L0 et M0 en fonction des
intensités λ0 et λ1. Étant donné le manque de résultats sur les chemins markoviens (et encore
plus sur les plus court chemins), nous utiliserons la formule déterministe suivante :

M0 ≈ 〈
4
π

√
N0〉

La distribution du nombre de noeuds présents dans une cellule �typique 6� peut par contre être
calculée.

6Par typique, il faut entendre un quantité calculée sous la probabilité de Palm, comme expliqué au para-

graphe A.4 en annexe.
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Proposition 7.10 Le nombre de noeuds de supp(π0) présent dans une cellule �typique� générée
par π1, N0 = π0(C0(π1)), suit approximativement la distribution suivante :

IPπ1
0 {N0 = i} =

Γ(i+ α)
Γ(i+ 1)Γ(α)

1
(µα + 1)α(αµ + 1)i

où µ = λ1
λ0

(µ < 1), α ≈ 3.57 et où IPπ1
0 désigne la probabilité de Palm associée au processus

π1 (cf. paragraphe A.4 en annexe).

Preuve. Il su�t de se rappeler que π0 est un processus de Poisson, de sorte qu'il est possible
d'écrire :

IPπ1
0 {N0 = i} = IEπ1

0

[
(λ0|C0(π1)|)i

i!
e−λ0|C0(π1)|

]
Il su�t alors d'utiliser la proposition B.8 de l'annexe B pour achever ce calcul. �

Bien sûr, nous savons que l'algorithme de routage utilisé peut induire un biais dans le
choix des domaines ou des liens (cf. proposition B.12). Par exemple, si l'algorithme de routage
markovien est utilisé, la taille moyenne des cellules traversée est légèrement plus grande que
la moyenne. Nous négligerons ce phénomène en considérant des grandeurs non biaisée, c'est à
dire des grandeurs calculées sous Palm. Il est alors possible de calculer une moyenne approchée
des grandeurs précédentes en posant :

L0 = 〈3
2
N0〉

M0 = 〈 4
π

√
N0〉

où N0 est calculé comme montré dans la proposition précédente. Cette approximation, bien
que très grossière, permet de dégager quelques aspects qualitatifs intéressants sur l'in�uence
de la structure hiérarchique.

Perte d'appels.

La �gure 7.12 représente l'évolution de la probabilité de perte des connexions entrante en
fonction de l'intensité λ1 et pour des politiques d'agrégation plus ou moins agressives. Les
autres paramètres sont �xés comme suit : λ0 = 200, p0 = 0.9, q0 = 0.95, K1

c = 1, K0
c = 2,

K1 = 2, K0 = 2 lorsque le domaine est su�samment grand7. Il est important de se rappeler
que la taille (en nombre de n÷uds) moyenne des domaines de routage sont donnés par les
identités suivantes : m0 = λ0

λ1
, m1 = λ1. Lorsque λ1 est faible (à gauche sur notre graphique),

7Il n'est pas possible d'envisager K0 chemins indépendants comportant M0 n÷uds chacun si N0 < 2M0 par

exemple.
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le réseau est constitué d'un faible nombre de domaines, chacun de ses domaines comportant
par contre un grand nombre de n÷uds logiques. Si au contraire λ1 est grand, le réseau est
constitué d'un grand nombre de peer-groups de petites tailles.
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Fig. 7.12 � In�uence de la structure hiérarchique sur les pertes d'appels.

Lorsque la politique d'agrégation est très conservatrice (β = 0 sur la �gure 7.12), les pertes
sont dues essentiellement aux rejets à la source. Cette probabilité de rejet dépend à la fois de
p1, qui diminue avec λ1 (p1 = pL0

0 = p
3
2
λ0
λ1

0 ), et du nombre de domaines à traverser qui augmente
avec λ1. Néanmoins, M1 augmente proportionellement à √λ1 alors que la décroissance de L0

est de l'ordre de 1
λ1
. On obtient donc bien une courbe décroissante lorsque λ1 croit.

Pour une politique très agressive (β = 0.3 sur la �gure 7.12), les pertes d'appels sont dues
essentiellement au blocages après crankback. La qualité des informations agrégées se dégradant
avec la taille des peer-groups de niveau physique, la probabilité de crankback diminue avec
λ1 ce qui cause moins de pertes d'appels. On remarque cependant une légère croissante de
Pb pour de fortes valeurs de λ1. Cette incurvation peut être expliquée par la faible taille des
domaines dans cette zone (m0 = 5 pour λ1 = 40) ce qui réduit considérablement le nombre
de chemins possibles (K0 ne pouvant être égale à deux pour de petits peer-groups).

Pour des valeurs intermédiaires de β, la probabilité de perte évolue entre ces deux com-
portements. Il faut noter qu'une agressivité β = 0.1 ne di�ère de β = 0 que pour des domaines
comportant plus de 10 liens � Rappelons nous que X1 = X̃(m) avec m = bβL0c+ 1 (cf. para-
graphe C.1). On peut donc comprendre que les résultats obtenus pour β = 0.1, par exemple,
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soient assez proche de ceux d'une politique agressive pour de grands peer-groups, mais évolue
ensuite vers une conduite conservatrice pour des peer-groups de faible taille.

Crankbacks et Surcoûts associés.
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Fig. 7.13 � In�uence de la structure hiérarchique sur le nombre moyen de Crankbacks.

Sur la �gure 7.13 est représentée l'évolution du nombre de crankbacks en fontion de λ1 pour
plusieurs niveaux d'agressivité de la fonction d'agrégation. La �gure 7.14 permet d'observer
le surcoût protocolaire associé.

Comme nous l'avons déjà mis en évidence ci-avant, le politiques agressives permettent
d'obtenir une meilleure utilisation du réseau au prix d'un plus grand nombre de crankbacks.
La �gure 7.13 nous permet également de remarquer que l'évolution de Nc par rapport à λ1

est inverse de celle de P1
b . Cette constatation n'est guère surprenant car Nc est proportionelle

à 1 − P1
b comme le montrent les propositions 7.4 et 7.3. Les autres quantités mises en jeu

n'évoluent pas signi�cativement avec les paramètres choisis ( q = 0.95).

In�uence de la hiérarchie.

Il est intéressant de comparer les performances obtenues par un réseau hiérarchiques avec
celles d'un réseau plat. La hiérarchie permet de réduire la quantité d'informations de routage
à manipuler. En revanche, l'agrégation induit des erreurs dans les informations échangées et
peut donc induire négativement sur les performances.



164 CHAPITRE 7. ANALYSE D'UN RÉSEAU HIÉRARCHIQUE

10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

λ
1

β=0

β=0.1

β=0.2
β=0.3

Fig. 7.14 � In�uence de la structure hiérarchique sur le surcoût protocolaire.

Remarquons que pour β = 0.1 et λ1 = 15, la probabilité de perte est approximativement
égal à 0.45 pour p = 0.9, q = 0.95 et λ0 = 200. Si nous avions à faire à un réseau plat, nous
aurions

Pb = (1− PQ)K

avec P = pM0 et Q = qM0 . Dans le cas du réseau plat, le nombre de lien à traverser est
approximativement M = 2√

π

√
λ0. Pour obtenir des performances comparables, il n'est pas

dur de voir qu'il faudrait avoir K > 9. La table de routage contiendrait donc 200 n÷uds
en moyenne, 300 liens et il faudrait stocker 10 routes pour chaque destination... Soit un
total de 2000 routes précalculées (comportant en moyenne 16 liens). Ces résultats sont très
optimistes car ils sous-entendent qu'il est possible de trouver 10 chemins disjoints, ce qui n'est
certainement pas très réaliste.

Pour des politiques plus conservatrices (β = 0), les performances sont comparables à celles
d'un réseau plat avec K = 3 ou 4 chemins disjoints.

Ces calculs simples permettent donc de mettre en évidence l'importance de la hiérarchie
sur les performances d'un réseau. Si la politique d'agrégation n'est pas trop conservatrice, la
hiérarchie permet d'obtenir une meilleur utilisation du réseau malgré les pertes d'informations
dues à l'agrégation. Ceci est dû à la nature hiérarchique du routage considéré. Les tailles des
domaines de routage à manipuler étant signi�cativement réduits, il est possible de calculer
puis de stocker un grand nombre de routes vers chaque destination � et ce à chaque niveau
hiérarchique. Il est donc possible de stocker K1 routes au niveau logiques. Chacune de ces
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routes passe par des domaines réduits que l'on peut traverser selon K0 routes distinctes. Le
nombre total de routes possibles est donc globalement K1K

M1
0 � même s'il ne s'agit pas de

routes disjointes, on comprend que l'algorithme de routage distribué permet de disposer d'un
très grand nombre de routes de bout-en-bout tout en stockant une faible quantité d'informa-
tions. Ceci explique donc que, malgré les imprécisions et les pertes dues à l'agrégation, les
résultats obtenus puisse être meilleurs que dans le cas du réseau plat.

7.4 Conclusion et Remarques

Dans ce chapitre, nous avons étudié les performances d'un réseau utilisant le protocole
PNNI (ou tout autre protocole de routage dynamique hiérarchique et basé à la source) à
deux niveaux hiérarchiques. L'accent a été mis sur l'étude de la politique d'agrégation et
son in�uence sur l'utilisation du réseau et le surcoût protocolaire généré par les échanges de
messages de signalisation.

Nous avons voulu représenter l'algorithme d'agrégation de manière générique et abstraite
avec peu de paramètres. Le concept d'agrégation a ainsi été dé�ni. Il apparaît en e�et que cette
notion a un rôle primordial sur les performances du réseau : Lorsque la politique d'agrégation
est trop conservatrice, les connexions entrantes sont rejetées par le n÷ud source sans qu'aucune
tentative d'établissement de connexion ne soit mise en ÷uvre. Au contraire, une politique trop
�agressive� pourrait conduire à de nombreux crankbacks et donc à un surcoût protocolaire
inacceptable.

Les di�érents critères de performances ont pu être exprimés en fonction de l'agressivité
de la politique de routage et d'autres paramètres comme l'acuité des informations de routage
au niveau physique (cf. chapitre 5) ou la structure hiérarchique. Nous nous sommes heurtés
par contre à quelques di�cultés lors de l'obtention de quantités moyennes par rapport à la
nature aléatoire des réseaux considérés. Ces di�cultés sont essentiellement dues au manque
de résultats sur les propriétés des chemins (chemins markoviens, plus court chemins) sur les
graphes de Delaunay. Nous avons néanmoins pu mettre en évidence les résultats énumérés
ci-après grâce à des approximations.

Compromis Utilisation des ressources/Surcoût protocolaire.

Les résultats obtenus permettent de mettre en évidence un dilemme fort di�cile à résoudre
pour le dimensionnement d'un tel réseau hiérarchique.

� La fonction GCAC, associée à une politique d'agrégation des informations de routage
conservatrice, permet de réduire considérable la probabilité de crankback et donc le
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surcoût signalétique causé pendant la phase d'ouverture de connexions. Les taux de
rejet à la source peuvent par contre être inacceptables.

� L'utilisation du réseau peut être très signi�cativement amélioré egrâce aux crankbacks
et aux reroutages lorsque la politique d'agrégation est agressive. Le surcoût protocolaire
peut par contre devenir très important dans ce cas.

Ce compromis apparaît d'ailleurs très nettement dans les propositions 7.4 et 7.3, puisque le
nombre moyen de crankbacks subis par un appel est directement proportionnel à la probabilité
de succès d'ouverture d'une connexion entrante :

Nc ∝ (1− Pb)

où Nc est le nombre moyen de crankback et Pb la probabilité de perte subie par une demande
d'établissement de connexion.

Les équations proposées permettent d'obtenir des clés pour dimensionner le réseau : si
le surcoût maximal tolérable pour une connexion est connu (en fonction de la capacité des
connexions réservées à la signalisation et en fonction des capacités de traitement des commu-
tateurs), il est ensuite possible d'obtenir l'utilisation du réseau associée pour une agressivité
donnée � ou de choisir l'agressivité de la politique d'agrégation pour une utilisation optimale
du réseau sous les contraintes de surcoût imposées, etc.

Agrégation et concept d'agressivité.

A la lumière de cette étude il apparaît que l'agressivité est un principe extrêmement di�cile
à manipuler. Tout d'abord, il faut bien comprendre que si nous avons quanti�é cette notion
(avec le paramètre β), il ne s'agit aucunement d'un paramètre du protocole PNNI. Il faut
aussi noter que le concepteur d'algorithmes d'agrégation possède une latitude assez limitée
sur cette notion, car des informations topologiques doivent également être prises en compte
(ce que nous n'avons pas pu faire dans ce modèle). Cette notion est pourtant primordiale car
elle in�ue de manière très signi�cative sur les performances du réseau, comme nous l'avons
souligné précédemment.

Idéalement, il serait très certainement souhaitable de pouvoir régler l'agressivité de l'al-
gorithme d'agrégation pour se situer dans une zone de fonctionnement intermédiaire, entre la
�zone de rejet�,où les rejets à la source sont trop importants, et la �zone de crankbacks�, ou le
surcoût est trop important. Il serait pourtant tout à fait utopique d'y penser car nous avons
pu mettre en évidence que la notion même d'agressivité dépend de la charge du réseau et sur-
tout du type de connexion entrante (bande passante demandée). Il est en e�et possible qu'une
politique d'agrégation soit agressive pour des connexions à bas débits mais très conservatrice
pour des connexions friandes en bande passante...
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Plus précisément, nous avons mis en évidence que l'on peut discerner assez nettement (de
plus en plus nettement lorsque la taille des peer-groups augmente) deux phases distinctes : Une
�zone de rejet� (c.à.d. politiques conservatrices) et une �zone de crankback� (c.à.d. politiques
agressives). La transition entre ces deux zones a lieu autour de la valeur β = 1−p0 où β ∈ [0, 1[

mesure l'agressivité8 et où p0 désigne la probabilité qu'un lien physique accepte la connexion 9.
La transition entre ces deux phases devient de plus en plus rapide lorsque le nombre de liens
présents dans le réseau augmente, ce qui rend encore plus di�cile le choix d'une agressivité
�optimale�.

Nous pouvons tout de même conclure qu'il est indispensable d'utiliser des politiques d'agré-
gation �agressive� (par rapport aux types d'appels que le réseau sera amené à supporter) pour
obtenir une bonne utilisation des ressources. Nos résultats montrent qu'il est préférable de
choisir des méthodes d'agrégation agressives, tout en limitant le sur-coût signalétique en im-
posant de sévères limitations sur le nombre de re-routages autorisés.

Fonction GCAC.

Les courbent présentées montrent que la fonction GCAC est extrêmement sensible à la
politique d'agrégation et à la notion d'agressivité. Cette constatation constitue donc est très
mauvais point pour cet algorithme car nous avons vu combien la notion d'agressivité est
di�cile à gérer. Il nous semble falloir conclure que la fonction GCAC se comporte assez mal
dans le contexte de réseaux hiérarchiques :

� La fonction GCAC est très e�cace pour limiter le nombre de crankbacks (et donc le sur-
coût signalétique) lorsque la politique d'agrégation est conservatrice 10. Par contre, cette
fonction conduit à refuser un grand nombre d'appels sans même avoir essayé d'ouvrir
la connexion. Les probabilités de rejet deviennent vite inacceptables lorsque la taille du
peer-group est importante.

� La fonction GCAC se comporte mieux du point de vue du rejet à la source pour des
politiques agressives. En revanche, le surcoût protocolaire augmente en contre-partie.
Nous avons pu prouver que pour des politiques très agressives ( β → 1), les performances
obtenues sont quasi-identiques que la fonction GCAC soit utilisée ou non ! Autrement dit,
cette fonction devient inutile.

Il semble donc que la fonction GCAC, que était apparue si e�cace dans le contexte d'un réseau
plat au chapitre 5, ne permet pas d'obtenir un compromis intéressant entre le contrôle du

8Rappelons nous que pour β = 0, la bande passante annoncée correspond au lien le plus congestionné, c.à.d.

à une politique très conservatrice. La valeur β → 1 conduit à des politiques très agressives puisque la valeur

annoncée correspond au lien le moins congestionné.
9Les liens étant considérés i.i.d. .

10Pour un type de connexion donné.
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surcoût signalétique et l'utilisation du réseau...
Il faut cependant nuancer notre propos, notre modèle pouvant être assez négatif vis à vis

de cette fonction. Tout d'abord, nous avons basé notre analyse sur des peer-groups d'assez
grandes tailles. Il est évident qu'un algorithme d'agrégation aussi basique que celui que nous
avons choisi se comporte donc mal dans ce cas. Un algorithme de type �complex node� serait
certainement plus approprié11.

Notons également qu'une fois les routes admissibles sélectionnées, la demande d'ouverture
de connexion est envoyée aléatoirement sur l'une de ces routes, indépendamment de leur état
de congestion. Comme nous l'avions déjà remarqué au chapitre 5, il serait certainement plus
judicieux de choisir le chemin possédant la plus grande bande passante disponible 12. Il serait
alors peut-être possible d'être plus agressif pour un surcoût protocolaire donné.

Ces nuances étaient faites, nous pouvons toujours nous interroger sur l'utilité de la fonction
GCAC : Une politique de routage di�érente (type �shortest-widest� comme évoqué précédem-
ment par exemple) n'in�uerait de toute façon pas sur la probabilité de rejet lorsque la politique
d'agrégation est conservatrice. Autrement dit, la fonction GCAC se comporterait tout aussi mal
dans ce cas, conduisant encore à choisir des politiques agressives pour obtenir une bonne uti-
lisation des ressources. Or nous avons vu que la fonction GCAC devient vite inutile pour des
politiques agressives, les performances du routage �aveugle� étant comparables.

Cette constatation nous conduit à penser que la meilleure solution consiste peut-être à
utiliser un algorithme de routage �shortest-widest� sans utiliser la fonction GCAC au niveau
logique, le contrôle des crankbacks étant seulement assuré par des limites sévères sur K0

c

et K1
c . On peut notamment penser à poser K1

c = 1 : La probabilité que la connexion soit
acceptée sur le second chemin (possédant donc moins de bande passante) étant plus faible.
On peut également penser à un contrôle dynamique où un reroutage n'est tenté que si la
bande passante disponible sur le second chemin n'est pas trop inférieure à celle du chemin le
moins congestionné. Un environnement de simulation serait certainement préférable au modèle
proposé dans ce chapitre pour étudier des algorithmes aussi complexes.

Structure hiérarchique

Finalement, nous avons pu donner quelques indications sur l'in�uence de la structure hié-
rarchique sur les performances globales du réseau. Un résultat assez peu intuitif a notamment

11Bien que des extensions de ce modèle pour des algorithmes de ce type [1] aient donné des résultats similaires.

Le concept de �complex node� (c.à.d. étoile asymétrique) nous permettait de diviser le domaine en plusieurs

parties sur lesquelles l'agrégation (par β-quantile) était appliquée isolément. Cette extension permettait donc

de réduire la taille des zones d'agrégation et conduisait donc à des transitions plus douces entre la zone de

rejet et la zone de crankback...
12Cet algorithme de routage serait plus di�cile à modéliser.
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pu être mis en évidence : La hiérarchie n'est pas forcément négative du point de vue de l'uti-
lisation du réseau et ce malgré les pertes de précisions des informations de routage dues à
l'agrégation. En e�et, les probabilités de pertes obtenues pour un réseau à deux niveaux hié-
rarchique peuvent être inférieures à celles d'un réseau similaire mais plat � au prix d'un plus
grand nombre de crankbacks. Dans des conditions plus générales, les performances obtenues
sont du même ordre de grandeur (malgré l'agrégation) � ce qui est tout à fait en accord avec
des résultats de simulations publiés [43].

Ce phénomène est du au fait que nous considérons des routes précalculées et que la nature
récursive du routage dans un réseau hiérarchique permet de mettre à la disposition des appels
un très grand nombre de chemins di�érents, tout en stockant une quantité d'information
limitée. Il faut bien sûr noter que les performances du réseau hiérarchiques ne peuvent être
meilleures pour des politiques trop conservatrices � les rejets à la source étant trop probables
dans ce cas.
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Chapitre 8

Conclusion générale

8.1 Routage Multicast

Nous avons présenté dans le chapitre 3 un modèle générique permettant d'étudier les perfor-
mances des arbres hiérarchiques centrés. Des structures hiérarchiques minimisant les ressources
utilisées ont été mises en évidence. Les résultats obtenus permettent de donner des indications
sur le dimensionnement de ces objets. Notre étude montre en particulier qu'un faible nombre
de niveaux hiérarchiques su�t à réduire considérablement le �coût� de l'arbre. Nous avons
également montré qu'il est préférable de choisir un nombre de niveaux hiérarchiques limité
a�n de conserver de bon délais de di�usion.

Les résultats mentionnés ont été obtenus pour le cas où les ressources multicast sont rares et
où des �tuyaux� (encapsulation IP dans IP) sont utilisés. Des extensions sont en cours d'étude,
en collaboration avec F.Baccelli, pour traiter le cas général où les ressources multicast sont
déployées dans tout le réseau. L'arbre de concentration de Delaunay, présenté à la �n du
chapitre 3, apparaît naturellement pour cette étude.

8.2 Routage QoS

Nos travaux ont porté sur le développement de modèles analytiques permettant d'étudier
l'impact des di�érents paramètres mis en jeu dans les protocoles de routage QoS hiérarchiques.



174 CHAPITRE 8. CONCLUSION GÉNÉRALE

Rafraîchissement des informations de routage.

Un modèle permettant d'étudier l'impact de l'acuité des informations de routage sur les
performances globales du réseau est présenté dans le chapitre 5. Les résultats permettent de
donner de premières indications sur les performances attendues en fonction d'une qualité des
informations de routage donnée. Le modèle n'est pourtant pas achevé car il ne permet pas, sous
sa forme actuelle, de trouver un compromis entre surcoût protocolaire (quantité d'informations
échangées) et performances (utilisation des ressources). En e�et, le paramètre q, qui mesure
l'acuité des informations de routage, doit encore être évalué en fonction des paramètres du
protocole de routage (comme la fréquence d'échange des informations par exemple). Des études
préliminaires prometteuses nous encouragent à continuer dans ce te voie [8].

Structure hiérarchique.

L'impact de la structure hiérarchique a été étudié dans les chapitres 6 et 7. Dans le cha-
pitre 6, des structures optimales permettant de minimiser les ressources utilisées (mémoire
nécessaire ou complexité des calculs de routage) ont été déterminées. Les résultats obtenus
montrent qu'un faible nombre de niveaux hiérarchiques permet de réduire considérablement
la quantité d'information à manipuler par le protocole de routage, sans que les performances
globales du réseau (utilisation des ressources) n'en soient trop a�ectées (cf. chapitre 7).

Agrégation.

Nous avons également pu appréhender l'impact de l'agressivité de l'algorithme d'agrégation
des informations de routage sur les performances du réseau dans le chapitre 7. Il est apparu
que les politiques d'agrégation �agressives� sont préférables, a�n de réduire les rejets d'appels.
Par contre, un contrôle strict du nombre de re-routages autorisés doit être e�ectué en contre
partie pour éviter d'obtenir un trop grand surcoût signalétique.

Nous avons pu montrer que le concept d'agrégation est relatif, dépendant directement de
la charge du réseau et de la bande passante requise par l'usager : Un algorithme d'agrégation
peut ainsi être �agressif� pour un type de d'appel et au contraire �conservateur� pour d'autres,
selon la bande passante demandée. Cette constatation représente une di�culté majeure pour
le développement d'algorithmes d'agrégation.

GCAC.

Dans le contexte de PNNI, nous avons également étudié le comportement de la fonction
GCAC dans un réseau plat (chapitre 5) ou dans un réseau hiérarchique (chapitre 7). Les résul-
tats obtenus montrent que cet algorithme permet d'obtenir une meilleure utilisation des res-
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sources lorsqu'une limite est imposée sur le nombre maximal de re-routages d'une connexion,
en sélectionnant les chemins les plus appropriés uniquement. Cette fonction se comporte donc
remarquablement bien dans un réseau plat, en permettant de limiter le surcoût protocolaire
tout en améliorant les performances globales du réseau.

En revanche, il semble que la fonction GCAC fonctionne assez mal en présence d'informations
de routage agrégées trop grossières (avec un �simple node representation� par exemple dans le
chapitre 7). Cette fonction est en e�et très sensible à l'agressivité de l'algorithme d'agrégation
(concept très di�cile à maîtriser puisque relatif à la bande passante requise par l'usager par
exemple). Les résultats obtenus montrent que l'algorithme GCAC ne parvient pas à contrôler
e�cacement le surcoût signalétique :

� Pour des politiques d'agrégation conservatrices, le nombre de crankbacks est limité mais
les taux de rejets sont inacceptables.

� Pour des politiques agressives, les informations de QoS échangées et la fonction GCAC
deviennent inutiles pour de grands domaines de routage, un algorithme de routage �aveu-
gle� fonctionnant tout aussi bien.

Des études sont prévues (voir conclusion du chapitre 7) pour trouver des méthodes alternatives,
se comportant mieux en présence d'informations agrégées.

8.3 Géométrie stochastique

La géométrie aléatoire s'est révélée fort adaptée pour l'étude du routage. Cette technique
permet de modéliser la topologie d'un réseau avec un nombre très réduit de paramètres. Des
expressions explicites des grandeurs étudiées peuvent être déterminées, permettant d'analyser
l'impact des di�érents paramètres mis en jeu.

Cette technique est pourtant encore très jeune1 de sorte que quelques résultats importants
pour nos travaux nous ont parfois manqués, notamment sur le routage dans les graphes de
Delaunay. Les structures construites sont également très spéci�ques : Il s'agit de graphes
planaires fortement connectés. Il est important de comprendre ce qu'impliquent ces topologies
spéci�ques � des comparaisons par simulations avec d'autres types de graphes sont envisagées.

1La géométrie stochastique existe depuis de nombreuses années. Mais son application aux réseaux est par

contre très récente. Cette nouvelle branche d'applications pose de nouveaux problèmes.
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Préambule

Les deux chapitres qui suivent présentent un résumé des principaux résultats sur les pro-
cessus ponctuels dans le plan et sur les pavages aléatoires du plan. Le but de cette annexe est
d'introduire les théorèmes et propriétés, essentiellement sur le calcul de Palm, utilisés dans
les chapitres précédents. L'exposé suivant a également fait l'objet d'une publication interne
à l'ENST (notes de lecture), après avoir été agrémenté des commentaires et suggestions de
A.Ragozini. Qu'il en soit remercié. Nous avons souhaités présenter ces objets aléatoires et leurs
propriétés de manière simple, en négligeant certaines considérations quelque peu techniques,
tout en restant rigoureux sur le plan mathématique � projet quelque peu di�cile à réaliser.

Ce travail à été, au départ, écrit uniquement dans le but de mieux appréhender ces concepts
� Ce qui se conçoit bien, s'énonce aisément . L'intérêt était aussi de réunir en un même
document toutes les propriétés utiles à nos travaux, avec une cohérence dans l'approche et
dans les notations. Nous avions en e�et constatés que les résultats sur ces objets étaient
disséminés dans de nombreux ouvrages, les uns écrits pour des ingénieurs (sans démonstration
et pour le moins parcélaires), les autres écrits pour des mathématiciens, les notations et les
approches utilisées étant à chaque fois forts di�érentes. Cette annexe est une synthèse, non
exhaustive, des ouvrages suivants : [100, 91, 86, 90, 99, 95, 98, 97, 89].

Une fois la rédaction de ce document achevée, nous avons appris la publication de deux
articles de synthèse [93, 94] sur la géométrie aléatoire et leur application aux réseaux de
communication, comblant en�n en partie le vide évoqué plus haut. Nous en recommendons
vivement la lecture.

En�n, le dernier chapitre est consacré à diverses rappels de combinatoire utiles à l'étude
du routage hiérarchique (chapitre 7).
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Annexe A

Processus Ponctuels dans le Plan

A.1 Notations

Dans toute la suite, on s'intéresse aux processus ponctuels, que l'on va dé�nir dans la
section suivante, dans le plan. Nous noterons E = IR2 l'espace d'état considéré et B la σ-algèbre
des boréliens de E. L'espace E, muni de sa σ algèbre B, est appelé un �espace mesurable� et
sera noté (E,B). De manière générale, le couple (B,FB) est une notation commode, qui sert
à désigner tout espace espace mesurable B, muni de sa σ-algèbre FB.

Pour tout B ∈ B, B dénote l'adhérence de B (le plus petit fermé1 contenant B) et Bc le
complémentaire (ou l'extérieur) de B par rapport à E.

Rappelons qu'une fonction de (E,B) dans (IR,B(IR)) est dite mesurable si f−1(A) ∈ B
∀A ∈ B(IR), où B(IR) est la σ-algèbre des boréliens sur la droite réelle IR. On peut aussi dé�nir
la mesurabilité de manière équivalente par {x : f(x) ≤ c} ∈ B, ∀c ∈ IR. En e�et, les ensemble
[−∞, c] engendrent B(IR). Pour tout fonction mesurable de E dans IR et pour tout mesure µ
sur E, on notera

µ(f) .=
∫
E
f(x)dµ(x)

l'intégrale de f par rapport à µ. Lorsque aucune ambiguïté n'est possible sur la variable et
l'espace d'intégration, on pourra parfois utiliser∫

fdµ

1Par rapport à l'inclusion (⊂).
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A

Fig. A.1 � Interprétation d'une mesure ponctuelle.

A.2 Dé�nition des Processus Ponctuels

A.2.1 Mesures ponctuelles

Dé�nition A.1 Une mesure ponctuelle µ est une mesure à valeurs entières, simple et localement
�nie, c'est à dire véri�ant les conditions suivantes :

(i) Finitude locale : µ(A) <∞ si A est borné.
(ii) Simplicité : ∀x ∈ E,µ({x}) ∈ {0, 1}.
Ces mesures peuvent être vues comme la somme dénombrable de mesures de Dirac (comme

démontré dans [91, chapitre 7]) :
µ =

∑
i

δxi (A.1)

avec des xi ∈ E deux à deux disjoints (d'après l'hypothèse de simplicité). L'ensemble des
points {xi}i∈N est appelé le support de µ et noté supp(µ).

Cette propriété nous permet d'interpréter géométriquement cette mesure. Si A ∈ B, on
peut écrire :

µ(A) =
∑
i

1{xi∈A} (A.2)

Ainsi, µ(A) correspond aux nombres de points xi contenus dans l'ensemble A (Dans le cas de
la �gure A.1, µ(A) = 7).

Pour toute fonction mesurable f : (E,B)→ (IR+,B(IR+)), on peut dé�nir l'intégrale de f
par rapport à la mesure ponctuelle µ. Cette intégrale peut s'écrire d'une manière fort simple
d'après la formule (A.2) : ∫

fdµ =
∑
i

f(xi) (A.3)

où les {xi} constituent le support de µ.
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Preuve. D'après la formule (A.2) la propriété est véri�ée pour toute fonction indicatrice 1A
avec A ∈ B. Cette propriété se généralise donc à tout fonction mesurable f de E dans IR+ par
des arguments classiques de classes monotones. �

A.2.2 Processus ponctuels.

De manière informelle, un processus ponctuel est une mesure ponctuelle aléatoire. Au-
trement dit, il s'agit d'une mesure ponctuelle dont le support (les points (xi)i∈IN ) sont tirés
aléatoirement.

Introduisons un espace abstrait de probabilité (Ω,F , IP) et notons Mp(E) l'ensemble des
mesures ponctuelles de E dé�nies dans la section précédente.

Dé�nition A.2 Un processus ponctuel N est une application

N : Ω→Mp(E)

telle que N(., F ) = N(.)(F ) soit une variable aléatoire pour tout borélien F de B.

Les variables aléatoires ω 7→ N(ω, F ) sont appelées les variables de comptage du processus
ponctuel (voir �gure A.1). De la même manière, on peut dé�nir les variables aléatoires w 7→∫
fdN(w) pour toute fonction mesurable f de E dans IR+. D'après la formule A.3 sur les

mesures ponctuelles, cette intégrale est en fait une somme dénombrable, soit∫
fdN =

∑
x∈supp(N)

f(x)

L'espérance de cette variable de comptage

Λ(F ) = IE[N(F )] (A.4)

dé�nit, pour tout F ∈ B, une nouvelle mesure aléatoire sur E. Ceci est du au fait que les
propriétés de σ-additivité de N en F se transmettent à la variable Λ, qui est appelée la mesure
d'intensité du processus N .

L'équation (A.4) peut encore s'écrire IE[∫ 1FdN
]

=
∫

1FdΛ, qui peut être étendu à l'équa-
tion suivante par des arguments de classes monotones :

IE
[∫

fdN

]
=
∫
fdΛ (A.5)

pour toute fonction f mesurable de E dans IR+.
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L'intensité est souvent absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue L, et
admet donc une dérivée de Radon-Nykodym ψ, appelée densité.

IE
[∫

f(x)dN(x)
]

=
∫
E
f(x) ψ(x) dL(x)

Si le processus N est stationnaire, c'est à dire si N(A + x) = N(A) ∀x ∈ E,A ∈ B où
A+ x = {y + x : y ∈ A}, alors Λ est proportionnelle à la mesure de Lebesgue L sur E. Dans
ce cas, il existe λ ∈ IR+, telle que Λ = λL. λ est appelé l'intensité du processus ponctuel N .

A.2.3 Processus stationnaires

L'opération d'addition dans l'espace E permet d'introduire la notion de �ot et nous permet
ainsi d'introduire la notion de stationnarité.
Dé�nition A.3 Un �ot (θx)x∈E de l'espace mesurable (M,M) est une transformation de M

véri�ant les trois axiomes suivants :
(i) θx ◦ θy = θx+y ∀(x, y) ∈ E2

(ii) l'application (z, x) 7→ θx(z) est mesurable par rapport à M⊗B et M.
(iii) θx est bijective pour tout x ∈ E.
Le �ot le plus utilisé est certainement le �shift�, c'est à dire l'opérateur de translation sur

l'espace étudié E. Plus précisément, le shift est dé�ni comme suit : ∀A ∈ B et ∀x ∈ E ,

θxA = A+ x = {y + x : y ∈ A}

A partir de cet opérateur, on peut construire un autre �ot φ sur Mp(E) en posant ∀N ∈
Mp(E), ∀A ∈ B

(φxN)(A) = N(θxA)

Remarquons que d'après (A.1), (φxN) peut aussi s'écrire sous la forme (φxN) =
∑

i δxi−x, où
{xi}i∈ désigne le support de N , de sorte que

supp(φxN) = θ−x supp(N)

Étant donné un processus ponctuel N, il est possible de dé�nir un �ot φ′ sur l'espace de
probabilité (Ω,F , IP), en posant : ∀ω ∈ Ω,

N(φ′xω) = φxN(ω)

c'est à dire ∀A ∈ B, N(φ′xω,A) = N(ω, θxA). Dans toute la suite, nous ne distinguerons plus
les �ux φ′ et φ et les noterons donc tous deux φ. Il ne s'agit pas vraiment d'un abus de notation
dans la mesure où l'espace canonique de Probabilité (c.à.d. Ω = Mp(E)) sera utilisé dans la
suite de ce chapitre.



A.3. PROCESSUS DE POISSON 185

Proposition A.1 Si le �ot φ préserve la probabilité, c'est à dire si ∀I ∈ F ∀x ∈ IR IP(φxI) =

IP(I) alors les distributions de N et de son translaté φxN sont identiques.

Preuve. ∀A0, . . . , An ∈ B, k0 . . . kn ∈ IN soit l'événement I = {N(A0) = k0, . . . , N(An) =

kn}. D'après la dé�nition de φ, φx−1I = {φxN(A0) = k0, . . . , φxN(An) = kn}, d'où
IP{φxN(A0) = k0, . . . , φxN(An) = kn} =

IP(φx−1I) =

IP(I) = IP{N(A0) = k0, . . . , N(An) = kn}

�

Cette remarque justi�e la dé�nition suivante.
Dé�nition A.4 Soit N est un processus ponctuel sur E et φ un �ot sur (Ω,F , IP), véri�ant les
propriétés suivantes :

(i) Compatibilité avec le Shift : ∀ω ∈ Ω, N(φxω) = θxN(ω)

(ii) Préservation de la probabilité : IP ◦ φx = IP
(N,φ) est appelé processus ponctuel stationnaire.

A.3 Processus de Poisson

A.3.1 Dé�nition

Dé�nition A.5 Un processus ponctuel N sur E est appelé processus de Poisson de mesure
d'intensité µ (pour une mesure positive donnée µ sur E, localement �nie), si

(i) N(F1), N(F2), . . . , N(Fk) sont indépendants, pour tous F1, . . . , Fk ∈ B deux à deux
disjoints.
(ii) N(F ) suit une loi de Poisson d'espérance µ(F ), pour tout F ∈ B.
La proposition suivante permet de dé�nir un moyen de simuler de tels processus sur des

espaces bornés.
Proposition A.2 Soit θ un réel positif et µ une mesure de probabilité sur E, �nie sur les bornés.
Soient X1, X2, . . . est une suite in�nie de variables aléatoires à valeurs dans E, de même loi
µ, et soit ν une v.a. de Poisson de paramètre θ indépendante des (Xi)i∈IN . Alors le processus
ponctuel N dé�ni par

N =
ν∑

n=1

δXn (= 0 si ν = 0)

est un processus de Poisson de mesure d'intensité θµ.
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Fig. A.2 � Une réalisation d'un processus de Poisson homogène dans un carré d'aire unitaire
(λ = 50).

Preuve. D'après [95]. Cette proposition peut être démontrée aisément en utilisant les fonc-
tions génératrices, et en véri�ant donc que

IE
 k∏
j=1

u
N(Fj)
j

 = exp

 k∑
j=1

(uj − 1)θµ(Fj)


Soit v : E → [0, 1] la fonction étagée égale à uj sur les Fj et 1 partout ailleurs. On identi�e
alors

k∏
j=1

u
N(Fj)
j =

ν∏
n=1

v(Xn)

Les propriétés de X et ν entraînent de plus que

IE
[

ν∏
n=1

v(Xn)

]
=

∞∑
n=0

IP{v = n}(IE[v(X1)])n

= exp
[
θ

(∫
E
v(x)µ(dx)− 1

)]

= exp

 k∑
j=1

(uj − 1)θµ(Fj)


�
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Fig. A.3 � Une réalisation d'un processus de Poisson de densité λ(x, y) = λ∗.

(
1−
√
x2+y2
√

2

)
sur [0, 1]2 (λ∗ = 5000).

A.3.2 Simulation

Pour un processus de Poisson homogène, la mesure d'intensité µ est proportionnelle à la
mesure de Lebesgue µ = λ L et λ est appelée l'intensité de ce processus. Dans ce cas, il
n'est pas di�cile de construire une représentation d'un tel processus. Les variables aléatoires
(Xi)i∈IN du lemme A.2 sont des variables aléatoires uniformes sur E. Autrement dit, sur une
surface A de E (par exemple, le carré unitaire [0, 1]× [0, 1] de IR2), il su�t de tirer ν le nombre
de points, selon une loi de poisson de paramètre λ L(A) puis de tirer ν points uniformément
sur A. C'est ce qui a été fait pour obtenir la �gure A.2.

Pour des processus de Poisson généraux, on peut utiliser un procédé d' amincissement
(ou thinning en anglais). Soit µ la mesure d'intensité du processus de Poisson que l'on désire
simuler, et λ sa densité. Si ∃λ∗ tel que λ(x) < λ∗ ∀x ∈ E, alors on peut tirer un processus
de Poisson stationnaire d'intensité λ∗, puis éliminer certains points (indépendamment les uns
des autres) avec la probabilité p(x) = λ(x)

λ∗ . Il est facile de voir que le processus obtenu est
bien un processus de Poisson, de mesure d'intensité µ donnée par :

µ(A) =
∫
A
p(x)λ∗dx =

∫
A
λ(x)dx

La �gure A.3 a été construite de cette manière.
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A.3.3 Transformée de Laplace

Dé�nition A.6 La transformée de Laplace d'un processus ponctuel N de E est la fonctionnelle

LN [f ] = IE
[
e−N(f)

]
dé�nie sur l'ensemble des applications boréliennes f de E dans IR+.
Théorème A.1 Si N est un processus de Poisson de mesure d'intensité Λ, sa transformée de
Laplace prend la forme suivante :

LN [f ] = exp
{
−
∫
E

[1− exp (−f(x))] Λ(dx)
}

(A.6)

Preuve. D'après [95]. Cette propriété se démontre facilement pour les fonctions étagées du
type f =

∑k
i=1 αi1Fi ∀αi ∈ IR+ et où les (Fi)i=1,...,k sont des pavés bornés de E deux à deux

disjoints. Dans ce cas en e�et,

exp [−N(f)] =
k∏
i=1

[exp (−αi)]N(Fi)

de sorte que

LN [f ] =
k∏
i=1

exp [− (1− exp(−αi)) Λ(Fi)]

= exp
{
−
∫
E

[1− exp (−f(x))] Λ(dx)
}

Par des arguments de continuité, il est ainsi possible de généraliser cette propriété à toute
fonction borélienne positive f . �

Remarquons que d'après la formule (A.3) sur les mesures ponctuelles, la transformée de
Laplace LN (f) peut aussi s'écrire

LN (f) = IE
exp

− ∑
xi∈supp(N)

f(xi)

 = IE
[∏

i

exp (−f(xi))

]

Posant de plus f = log
(

1
g

)
, la proposition (A.6) prend la forme suivante, très utile pour les

applications.
Théorème A.2 Pour toute fonction borélienne positive g de E dans IR+, et pour tout processus
de Poisson N sur E de mesure d'intensité Λ,

IE
 ∏
xi∈supp(N)

g(xi)

 = exp
{
−
∫
E

[1− g(x)] Λ(dx)
}
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A.3.4 Perturbation

Nous terminons cette sections consacrée aux processus de Poisson par une propriété parti-
culière dite de perturbation. Pour une étude plus étendue sur le sujet, le lecteur peut se référer
à [92].

Perturbation d'un processus de Poisson

Soit N un processus de Poisson stationnaire à valeur dans un ensemble I de mesure �nie
(par rapport à la mesure de Lebesgue L). Soit λ son intensité, et soit F une fonctionnelle
quelconque dé�nie sur Mp(I), l'ensemble des mesures ponctuelles sur I. Le théorème suivant
est un résultat bien connu de l'analyse des perturbations, permettant d'exprimer la dérivée de
IE[F (N)] par rapport à λ, l'intensité du processus N .
Théorème A.3 Avec les notations précédentes, l'égalité suivante est véri�ée :

∂

∂λ
IE[F (N)] = L(I)IE[F (N + δU )− F (N)] (A.7)

où U est une variable aléatoire uniformément distribué sur I et indépendant de N .

Preuve. Il existe de nombreuses preuves de cette propriété. Nous utilisons l'approche simple
imaginée par F.Baccelli et P.Brémaud, dont nous avons eu connaissance dans par L.Decreusefond
[92].

Par dé�nition, la dérivée de IE[F (N)] en λ0 est donnée par la limite :
∂

∂λ
IE[F (N)]

∣∣∣∣
λ=λ0

= lim
λ→λ0

1
λ− λ0

IE[F (Nλ)− F (Nλ0)

]
où Nλ et Nλ0 sont deux processus de Poisson sur I aux intensités respectives de λ et λ0. Si la
limite existe, on peut se contenter de calculer :

1
λ0

lim
ε→1+

1
ε− 1

IE[F (Nλ0ε)− F (Nλ0)]

où le processus Nλ0ε est obtenu par amincissement à partir de Nλ0 avec la probabilité 1-ε. Il est
bien connu qu'un tel processus est également un processus de Poisson, et que son intensité est
λ0ε. Introduisons un processus auxiliaire ∆ = Nλ0ε−Nλ0 . On peut remarquer qu'il s'agit d'un
processus ponctuel de Poisson, dont l'intensité est (λ0ε−1) et dont il n'est pas dur de montrer
qu'il est indépendant de Nλ0 . En conditionnant par rapport à ∆, IE[F (Nλ0ε)− F (Nλ0)

] peut
alors être exprimé de cette manière :

∞∑
j=0

IE[F (Nλ0 + ∆)− F (Nλ0)|∆(I) = j] IP(∆(I) = j)
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On observe que, lorsque IE[F (Nλ0ε)− F (Nλ0)|∆(I) = 0] vaut zéro, IP(∆(I) = j) vaut o(ε−
1) pour ε→ 1+ avec ∀j > 1. En passant à la limite ε→ 1, seul le terme j = 1 est non nul dans
l'expression précédente. Étant donné ∆(I) = 1, il est alors facile de montrer que, ∀ε, supp(∆)

est un point uniformément distribué sur I, indépendant de Nλ0 . Dénotant U ce point, on a
�nalement :

IE[F (Nλ0 + ∆)− F (Nλ0)/∆(I) = 1] = IE[F (Nλ0 + δU )− F (Nλ0)]

De plus, comme IP(∆(I) = 1) = λ0(ε− 1)L(I)e−(λ0(ε−1)L(I)), on conclue que
1
λ0

lim
ε→1+

1
ε− 1

IP(∆(I) = 1) = L(I)

Les deux expressions précédentes permettent alors d'arriver à l'identité annoncée :

∂

∂λ
IE[F (N)]

∣∣∣∣
λ=λ0

= L(I)IE[F (Nλ0 + U)− F (Nλ0))]

�

Remarque A.1 Autrement dit, la dérivée de certaines grandeurs moyennes par rapport à l'in-
tensité du processus peut être analysée en observant l'e�et de l'ajout d'un point supplémentaire
U � la �perturbation� � sur cette grandeur. D'où cette dénomination.
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A.4 Calcul de Palm

Dans toute la suite, nous utilisons l'espace de Probabilité canonique, c'est à dire Ω ≡
Mp(E) (et pour leur σ-algèbre, F = B(Mp(E))). Un processus ponctuel est ainsi caractérisé
par une distribution P sur l'espace des mesures ponctuelles sur E. En particulier, les moyennes
des processus sont ainsi dé�nies de la sorte :

IEP [N(F )] =
∫
Mp(E)

ξ(F )P(dξ)

IEP [f(N)] =
∫
Mp(E)

f(ξ)P(dξ)

pour tout borélien F de E et pour toute fonction mesurable f de Mp(E) vers IR+.
Nous ne considérons que le cas des processus stationnaires, sauf mention explicite.

A.4.1 Formule de Palm

La probabilité de Palm peut être dé�nie par le théorème suivant. D'autres dé�nitions, bien
plus théoriques mais plus générales 2 sont données dans [91, 95] par exemple.

Dé�nition A.7 (Formule de Palm) Pour tout processus stationnaire (N,φ) de E, d'intensité
�nie λ, soit P0 la probabilité de Palm associée. Les relations suivantes sont véri�ées pour
toute fonction h mesurable de Mp(E) dans IR+ et pour tout événement U de F = B(Mp(E)),
et sont indépendantes du choix de B ∈ E

IEP0 [h(N)] =
1

λL(B)
IEP
[∫

B
h(φxN)N(dx)

]

P0(U) =
1

λL(B)
IEP
[∫

B
1U (φxN)N(dx)

]

Interprétation locale

Les deux propositions suivantes permettent de donner une interprétation à la probabilité
de Palm (en un mot, comme la probabilité �sachant que N a un point situé à l'origine�, d'où
la notation).

Proposition A.3 Sous Palm, le processus ponctuel dispose presque sûrement d'un point à l'ori-
gine. Autrement dit, si Ω0 = {ξ ∈Mp(E) : 0 ∈ supp(ξ)}, alors P0(Ω0) = 1.

2Permettant la dé�nition de probabilités de Palm pour des processus non stationnaires.
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Preuve. Par construction, ∀B ∈ B,

P0(Ω0) =
1

λL(B)
IEP
[∫

B
1U (φxN)N(dx)

]
=

1
λL(B)

IEP
[∫

B
1{θxN(0)>0}N(dx)

]

=
1

λL(B)
IEP

 ∑
xi∈supp(N)

1{N(xi)>0}

 = 1.

�

La proposition suivante donne une interprétation locale de la mesure de Palm, et est donnée
sans démonstration (voir [91, page 481]).

Proposition A.4 Soit la suite décroissante (An)n=1,2,... de sphères de E centrées à l'origine
telle que L(An)→ 0 lorsque n→∞ alors pour toute fonction borélienne positive, continue et
bornée f de Mp(E) dans IR+,

IEP [f(N)|N(An) > 0]→ IEP0 [f(N0)] (A.8)

où N0 est dé�ni par supp(N0) = supp(N) + {0}

Notion de Caractéristique �typique�

L'interprétation précédente découle en fait directement de la construction de la probabilité
de Palm. En revanche, cette façon de voir les choses apporte peu quant à l'appréhension de cet
outil, et n'a que de rares applications pratiques. Nous essayons dans cette section de donner
une interprétation plus intuitive (mais peu être moins rigoureuse...) de la probabilité de Palm.

Comme on va le voir dans cette section, on s'intéresse grâce à cet outil à déterminer la
probabilité d'occurrence de certains événements, au niveau des points de supp(N) unique-
ment (et non au niveau de tous les points de l'espace). Le processus ponctuel considéré étant
stationnaire, il n'est pas dur de comprendre que ces probabilités ne dépendent pas du point
considéré � mais du fait qu'on est situé au niveau d'un point de supp (N). Cette idée est
explicitée ci dessous.

Dé�nition A.8 Nous appellerons fonction compatible d'un processus ponctuel stationnaire (N,φ),
toute fonction f mesurable de Mp(E)×E vers IR+ qui est compatible avec le shift, c'est à dire
véri�ant

f(ξ, x) = f(φxξ, 0)

pour tout ξ ∈Mp(E) et x ∈ E.
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De nombreux exemples de fonctions compatibles sont utilisées dans l'étude des pavages du
plan. On peut prendre aussi par exemple f(x, ξ) = L(Cx(ξ)) où Cx(ξ) est la cellule engendrée
par supp(ξ) et contenant x, dé�nie un peu plus loin (dé�nition A.9 page 196).

Proposition A.5 Pour toute fonction f compatible avec le processus stationnaire (N,φ) d'in-
tensité λ, on peut écrire, par une application directe de la dé�nition de la probabilité de Palm :

IEP0 [f(N, 0)] =
1

λL(B)
IEP
[∫

B
h(φxN, 0)N(dx)

]

=
1

λL(B)
IEP

 ∑
x∈supp(N)∩B

h(N,x)N(dx)


Corollaire A.1 Si de plus, (Ω, φ,P) est ergodique3, alors on peut écrire :

IEP0 [f(N, 0)] = lim
L(An)→∞

1
λL(An)

∑
x∈supp(N)∩An

h(ξ, x)

où ξ est une réalisation quelconque de N (∃ω : ξ = N(ω)).

La moyenne sous Palm correspond dans ce cas à une moyenne empirique sur les points de
supp(N), par opposition à la moyenne stationnaire qui fait intervenir tous les points de E :

IEP [f(N,x)] = lim
L(An)→∞

1
L(An)

∫
An

f(ξ, x)dx

où ξ est une réalisation de N et pour une espace de probabilité ergodique (Ω, φ,P).

Remarque A.2 Lorsqu'on calcule des expressions du type IEP0 [f(N, 0)], on parle de caracté-
ristiques �typique� de N . Cette attribution désigne bien le fait que le choix de l'origine n'induit
aucun �biais� mais désigne bien la probabilité d'occurrence de l'événement au niveau de tous
les points du processus stationnaire N . Le corollaire 127 illustre bien cette remarque.

La dé�nition A.7, grâce à quelques manipulations techniques sur le "shift", permet de tout
ramener au niveau de l'origine. L'intérêt est que, sous Palm, nous sommes sûr qu'il existe un
point à l'origine. Il su�t alors de s'intéresser, sous la probabilité de Palm, aux caractéristiques
étudiées au niveau de l'origine. Les caractéristiques étudiées par ce procédé seront valables au
niveau de tous les points de supp(N) � et non pas spéci�ques à l'origine.

Les caractéristiques �typiques� et la probabilité de Palm sont très largement utilisés dans
le chapitre suivant qui traite des pavages du plan et o�re un exemple particulièrement élégant
de ces notions.

3Voir [91] par exemple pour une étude de l'ergodicité dans des espaces de type IRd.
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Le cas du processus de Poisson

La probabilité de Palm d'un processus de Poisson prend une forme particulière, comme le
montre le théorème de Slivnyak.
Théorème A.4 (Slivnyak) Pour tout processus de Poisson N , on peut écrire :

IEP0 [f(N)] = IEP [f(N0)]

où N0 est dé�ni par supp(N0) = supp(N) + {0}.
Cette identité est très intéressante pour l'évaluation de probabilité de Palm à partir de simula-
tion : Il su�t d'y ajouter un point à l'origine. Cette technique est traitée plus exhaustivement
dans [93].

A.4.2 Formules élémentaires du Calcul de Palm

Formule de Campbell

On obtient la formule de Campbell pour les processus stationnaires (plus exactement
re�ned Campbell formula dans la littérature anglophone) :
Théorème A.5 (Formule de Campbell) Pour tout processus stationnaire (N,φ) sur E d'inten-
sité λ, soit P la probabilité sur (Mp(E),B(Mp(E))) associée à ce processus et soit P0 sa mesure
de Palm. Alors pour toute fonction mesurable g de E ×Mp(E)→ IR+,

IEP
[∫

E
g(x, φxξ)ξ(dx)

]
= λ

∫
E
IEP0 [g(x, ξ)]L(dx) (A.9)

Preuve. Cette formule est véri�ée de manière triviale pour les fonctions indicatrices g = 1B×U
∀B ∈ B et ∀U ∈ B(Mp(E)) � il s'agit alors de la dé�nition de la probabilité de Palm (dé�ni-
tion A.7 page 191). On généralise ensuite cette propriété à toute fonction mesurable positive
g par des arguments classiques de classes monotones. �

Cette équation est à l'origine de nombreuses formules, sous des formes dérivées en choisis-
sant des fonctions g appropriées.

Symétrie

La mesure de Palm possède une propriété de symétrie particulière, comme le montre le
théorème suivant :
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Théorème A.6 (Mecke) Pour toute fonction mesurable g de E ×Mp(E)→ IR+, l'égalité sui-
vante est véri�ée :

IEP0

[∫
E
g(x, ξ)ξ(dx)

]
= IEP0

[∫
E
g(−x, φxξ)ξ(dx)

]
(A.10)

Preuve. Soit h une fonction mesurable de IR2 dans IR+ unitaire, c'est à dire véri�ant ∫E h(y)Λ(dy) .=

λ
∫
E h(y)L(dy) = 1. On a donc, en vertu de la formule de Campbell,

IEP0

[∫
E
g(x, ξ)ξ(dx)

]
= IEP0

[∫
E

∫
E
h(y)g(x, ξ)ξ(dx)Λ(dy)

]
= IEP

[∫
E

∫
E
h(y)g(x, φyξ)φyξ(dx)ξ(dy)

]
Posant z = θyx, en en remarquant que x ∈ supp(φyξ) ≡ θyx ∈ supp(ξ), on arrive donc à
l'égalité suivante :

IEP0

[∫
E
g(x, ξ)ξ(dx)

]
= IEP

[∫
E

∫
E
h(y)g(z − y, φyξ)ξ(dz)ξ(dy)

]
On peut alors poser, de manière symétrique, y = θzu, ce qui veut dire que pour un z donné
y ∈ supp(ξ) ≡ u ∈ supp(φzξ). On arrive alors à l'expression désirée :

IEP0

[∫
E
g(x, ξ)ξ(dx)

]
= IEP

[∫
E

∫
E
h(u+ z)g(−u, φu+zξ)φzξ(du)ξ(dz)

]
= IEP0

[∫
E

∫
E
h(u+ z)g(−u, φuξ)ξ(du)Λ(dz)

]
= IEP0

[∫
E
g(−u, φuξ)ξ(du)

]
�

Formule de Ryll-Nardzewski

Étant donné une fonction k de E ×Mp(E) vers IR+ véri�ant∫
E
k(x, ξ)ξ(dx) = 1 (A.11)

pour tout processus ξ ∈Mp(E) non nul, posons g(x, ξ) = k(x, ξ)f(ξ), la formule de Campbell
devient

IEP
[∫

E
k(x,N)f(N)N(dx)

]
= λ

∫
E
IEP0 [k(x, φ−xN)f(φ−xN)]L(dx)

IEP [f(N)] = λ IEP0

[∫
E
k(x, φ−xN)f(φ−xN)L(dx)

]
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Cette équation permet donc de passer de la probabilité stationnaire à la probabilité de
Palm. Néanmoins, cette formule est assez peu parlante sous cette forme. Elle peut être réécrite
en utilisant la notion de cellule :
Dé�nition A.9 Pour tout processus ponctuel N sur E et pour tout x ∈ IR, soit Cx(N) un
ensemble de E véri�ant les propriétés suivantes :

(i) x ∈ Cx(N)

(ii) N (C0(N)) = 1

(iii) C0(φxN) = θ−xCx(N) (compatibilité avec le shift)
Cx(N) sera appelée la cellule contenant x.
Cette dé�nition générique est valable pour tout type de �cellule� d'un pavage du plan, étudié
dans le chapitre suivant.
Théorème A.7 (Ryll-Nardzewski) Pour tout processus stationnaire (N,φ) de E, d'intensité
�nie λ, soit P0 la probabilité de Palm associée. Les relations suivantes sont véri�ées pour
toute fonction f mesurable de Mp(E) dans IR+,

IEP [f(N)] = λIEP0

[∫
C0(N)

f(φxN0)L(dx)

]

Preuve. Prenant ∀x ∈ IR et ξ ∈Mp(E), posons k(x, ξ) = 1{x∈C0(ξ)}. Il n'est pas dur de voir
que cette fonction répond bien au critère (A.11) évoqué précédemment. On arrive donc à

IEP [f(N)] = λIEP0

[∫
E

1{x∈C0(φ−xN)}f(φ−xN)L(dx)
]

= λIEP0

[∫
E

1{0∈C−x(N)}f(φ−xN)L(dx)
]

�

Corollaire A.2 Remarquons au passage que si l'on pose f(N) ≡ 1 et f(N) ≡ (L(C0(N)))−1,
on obtient

IEP0 [L (C0(N))] =
1
λ

(A.12)

IEP
[

1
L (C0(N))

]
= λ (A.13)

A.5 Processus Conjointement Stationnaires
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A.5.1 Préliminaires

Cette section reprend l'analyse précédente sur le calcul de Palm pour le cas de plusieurs
processus corrélés. Cette nouvelle analyse a été motivée par l'étude des pavages du plan où de
nombreux phénomènes de corrélation apparaissent. L'intérêt principal est de dé�nir propre-
ment les probabilité de Palm par rapport à l'un ou l'autre des processus et d'obtenir la formule
d'échange de Neveu sous une forme compatible avec les processus corrélés 4. Cette section est
basée en grande partie sur l'analyse de J.Mecke dans [97] pour les pavages du plan.

Pour plus de clarté nous nous restreindrons au cas de deux processus 5 N1 et N2. On dé�nit
la probabilité conjointe PN1N2 , de sorte que pour toute fonction mesurable de Mp(E)×Mp(E)

dans IR, on écrira :

IE[f(N1, N2)] .= IEN1N2[f(N1, N2)] .=
∫
Mp(E)

∫
Mp(E)

f(ξ, ζ)PN1N2(dξ × dζ)

Nous supposerons que N1 et N2 sont conjointement stationnaires par rapport à φ, c'est à
dire que
(i) N1 et N2 sont compatibles avec le shift (cf. dé�nition A.4 page 185).
(ii) φ préserve PN1N2 , c.à.d. que pour tout U, V ∈ B(Mp(E)),

PN1N2(U × V ) = PN1N2(φxU × φxV )

De plus, nous supposerons qu'il est possible de dé�nir le processus fusionné N = N1 + N2.
Ceci implique quelques contraintes sur (N1, N2) pour que N soit bien un processus ponctuel
� c'est à dire qu'en particulier N({x}) ∈ {0, 1} pour presque tout x ∈ IR. Soient λ, λ1 et λ2

les intensités respectives de N , N1 et N2. On peut bien sûr écrire λ = λ1 + λ2.

A.5.2 Calcul de Palm

Processus Somme.

Dé�nition A.10 On dé�nit la probabilité de Palm par rapport au processus somme N , introduit
précédemment, de cette manière :

IE0[h(N1, N2)] =
1

λL(B)
IE
[∫

B
h(φxN1, φxN2)N(dx)

]
pour tout B ∈ B.

4L'expression donnée usuellement étant en fait un cas particulier de la formule de neveu qui n'est pas

toujours véri�ée lorsque les processus prennent des formes de corrélation bien spéci�ques.
5Les résultats donnés dans cette section sont néanmoins généralisables à un nombre arbitraire de processus.
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Les résultats obtenus sur le calcul de Palm dans la section précédente peuvent alors être
généralisés sans aucune di�culté au cas du processus somme N .

Proposition A.6 Pour toute fonction mesurable h de Mp(E)×Mp(E) dans IR+, et pour toute
fonction mesurables g de E ×Mp(E)×Mp(E) dans IR+,

IE
[∫

E
g(x, φxN1, φxN2)N(dx)

]
= λ

∫
E
IEP [g(x,N1, N2)]L(dx) (A.14)

IE0

[∫
E
g(x,N1, N2)N(dx)

]
= IE0

[∫
E
g(−x, φxN1, φxN2)N(dx)

]
(A.15)

IE[f(N1, N2)] = λIE0

[∫
C0(N)

f(φxN1, φxN2)L(dx)

]
(A.16)

où la cellule C0(N) répond à la dé�nition A.9.

Processus conjointement stationnaires.

Nous nous intéressons à présent à l'obtention des propriétés équivalentes pour les proba-
bilité de Palm par rapport à N1 et N2, notées respectivement PN0

1N2
et PN1N0

2
.

Dé�nition A.11 (Formule de Palm) Pour toute fonction mesurable h de Mp(E)×Mp(E) dans
IR+, et pour tout B ∈ E, les probabilités de Palm PN0

1N2
et PN1N0

2
sont dé�nies comme suit :

IEN0
1N2

[f(N1, N2)] =
1

λ1L(B)
IE
[∫

B
f(φxN1, φxN2)N1(dx)

]
IEN1N0

2
[f(N1, N2)] =

1
λ2L(B)

IE
[∫

B
f(φxN1, φxN2)N2(dx)

]

Les propriété de Campbell, de symétrie, et de Ryll-Nardzweski sont ensuite aisément ob-
tenus en suivant les démonstrations données dans la section précédente.

Proposition A.7 (Campbell) Pour toute fonction mesurable g de E ×Mp(E) ×Mp(E) dans
IR+,

IE
[∫

E
g(x, φxN1, φxN2)N1(dx)

]
= λ1IEN0

1N2

[∫
E
g(x,N1, N2)L(dx)

]
IE
[∫

E
g(x, φxN1, φxN2)N2(dx)

]
= λ2IEN1N0

2

[∫
E
g(x,N1, N2)L(dx)

]
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Proposition A.8 (Ryll-Nardzewski) Pour toute fonction mesurable h de Mp(E)×Mp(E) dans
IR+, l'égalité suivante est véri�ée :

IE[f(N1, N2)] = λ1IEN0
1N2

[∫
C0(N1)

f(φx(N1, N2))L(dx)

]

= λ2IEN1N0
2

[∫
C0(N2)

f(φx(N1, N2))L(dx)

]

où la cellule C0(ξ) répond à la dé�nition A.9 (∀ξ ∈Mp(E)).

A.5.3 Relation entre ces probabilités.

On s'intéresse à présent aux relations reliant les probabilités de Palm par rapport à N , N1

et N2. Nous utilisons l'approche de J.Mecke [97].

Lemme A.1 Soient Ω1 et Ω2 les événements de B(Mp(E)) dé�nis par Ωi = {0 ∈ supp(Ni)}
pour i = 1, 2. Pour toute fonction mesurable f de Mp(E)×Mp(E) dans IR+, on a alors :

λIE0[1Ω1f(N1, N2)] = λ1IEN0
1N2

[f(N1, N2)] (A.17)
λIE0[1Ω2f(N1, N2)] = λ2IEN1N0

2
[f(N1, N2)] (A.18)

Preuve. D'après la dé�nition A.10, on a, pour tout B ∈ B,

λIE0[1Ω1f(N1, N2)] =
1
L(B)

IE
[∫

B
1Ω1(φxN1, φxN2)f(φxN1, φxN2)N(dx)

]
Remarquant que {0 ∈ supp(φxN1)} équivaut à {x ∈ supp(N1)}, on arrive alors à

λIE0[1Ω1f(N1, N2)] =
1
L(B)

IE
[∫

B
f(φxN1, φxN2)N1(dx)

]
ce qui permet de conclure, en utilisant la dé�nition A.11. �

La relation entre les mesures de Palm sous N1 et N2 est donnée par la formule d'échange
de Neveu décrite ci-après. Nous donnons cette formule sous une forme spéci�que, adaptée à
l'étude des pavages du plan. L'énoncé original6 de cette identité peut être trouvée dans [96].

6L'énoncé original de cette formule requiert néanmoins une approche plus abstraite de la probabilité de

Palm.
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Théorème A.8 (Formule de Neveu � forme générique) Pour toute fonction mesurable h de
E ×Mp(E)×Mp(E) dans IR+,

λ1IEN0
1N2

[∫
E
h(x,N1, N2) 1{0∈Cx(N2)} N2(dx)

]
= λ2IEN1N0

2

[∫
E
h(x, φxN1, φxN2) 1{0∈Cx(N2)} N1(dx)

]
Preuve. Posons pour tout ξ, ζ ∈Mp(E),

f(x, ξ, ζ) = 1Ω1(ξ)h(x, ξ, ζ)1{x∈supp(ζ)}1{0∈C0(ζ)}

On s'intéresse alors à E = λIE0

[∫
E f(x,N1, N2)N(dx)

].
E = λIE0

[
1Ω1

∫
E
h(x,N1, N2)1{0∈C0(N2)}N2(dx)

]
= λ1IEN0

1N2

[∫
E
h(x,N1, N2) 1{0∈Cx(N2)} N2(dx)

]
On a utilisé l'équation (A.17) du lemme A.1. Pour obtenir le terme de droite, on utilise la
propriété de symétrie de P0 (équation A.15) :

E = λIE0

[∫
E
f(−x, φx(N1, N2)) N(dx)

]
= λIE0

[∫
E

1{0 ∈ supp(φxN1)} h(−x, φx(N1, N2))

1{−x ∈ supp(φxN2)} 1{0 ∈ C−x(φx(N2))} N(dx)

]

Remarquons que

0 ∈ supp(φxN1) ⇔ x ∈ supp(N1)

−x ∈ supp(φxN2) ⇔ 0 ∈ supp(N2)

0 ∈ C−x(φx(N2)) ⇔ x ∈ C0(N2)

Une nouvelle application de (A.18) achève cette démonstration :

E = λIE0

[
1Ω2

∫
E
h(−x, φx(N1, N2))1{x∈C0(N2)}N1(dx)

]
= λ2IEN1N0

2

[∫
E
h(−x, φx(N1, N2))1{x∈C0(N2)}N1(dx)

]
�
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Corollaire A.3 (Formule de Neveu � forme simpli�ée) Si les deux processus N1 et N2 sont
indépendants, alors, pour toute fonction mesurable g de Mp(E)×Mp(E) dans IR+,

λ1IEN0
1N2

[g(N1, N2)] = λ2IEN1N0
2

[∫
C0(N2)

g(φx(N1, N2)) N1(dx)

]

Preuve. L'indépendance de N1 et N2 implique que, presque sûrement,∫
E

1{0∈Cx(N2)} N2(dx) = 1 p.s. sous PN0
1N2

De plus, C0(N2) est presque sûrement la seule cellule véri�ant 1{0∈Cx(N2)} pour x ∈ supp(N1).
�

Remarque A.3 L'analyse e�ectuée dans cette section est généralisable au cas de k processus
N1, N2, . . . , Nk conjointement stationnaires tels que N =

∑k
i=1Ni soit (p.s.) un processus

ponctuel. Le cas de trois processus conjointement stationnaires est particulièrement intéressant
pour l'étude des pavages aléatoire du plan, comme montré dans le chapitre suivant.

A.6 Bréviaire sur le calcul de Palm

Pour plus de rigueur dans la dé�nition de la probabilité de Palm, il a été souhaitable d'uti-
liser l'espace canonique de Probabilité, c'est à dire Ω = Mp(E). Il est parfois plus commode
dans les applications de garder les notations classiques sur un espace de probabilité générique
(Ω,F , IP, φ). Les formules précédentes peuvent être réécrite comme montré ci-après dans le
récapitulatif. Par exemple, une fonctionnelle mesurable de Mp(E) dans IR devient une fonction
mesurable de Ω dans IR, c'est à dire une variable aléatoire. On identi�e :

IEP [f(N)] ≡
∫
Mp(E)

f(ξ)P(dξ) =
∫

Ω
f(ω)IP(dw) ≡ IE[f ]

De même, on note usuellement IE0, au lieu de IEP0 , la moyenne par rapport à la probabilité
de Palm et IE la moyenne par rapport à la probabilité stationnaire. Lorsque plusieurs processus
sont en jeux, on note aussi souvent IEN

0 la moyenne par rapport à la mesure de Palm relatif
au processus N . Dans le tableau A.1 sont rappelées les formules les plus usuelles du calcul de
Palm, pour toute variable aléatoire f à valeurs dans IR+ et pour toute fonction mesurable g
de E × Ω vers IR+.
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IE0[f ] =
1

λL(B)
IE
[∫

B
f ◦ φx N(dx)

] Palm
(Déf.A.7)

IE
[∫

E
g(x)N(dx)

]
= λ

∫
E
IE0[g(x) ◦ φ−x] L(dx)

Campbell
(Th.A.5)

IE0

[∫
g(x)N(dx)

]
= IE0

[∫
g(−x) ◦ φxN(dx)

] Symétrie (Mecke)
(Th.A.6)

IE[f ] = λIE0

[∫
C0(N0)

f ◦ φx L(dx)

]
Ryll-Nardzewski

(Th. A.7)

λ1IEN1
0 [f ] = λ2IEN2

0

[∫
C0(N2)

f ◦ φx N1(dx)

]
Neveu

(Cor.A.3)

Tab. A.1 � Calcul de Palm : Formules usuelles.
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Annexe B

Pavages du plan

Dans ce chapitre sont brièvement présentés les pavages aléatoires du plan et leurs princi-
pales propriétés sont démontrées. Nous utilisons les processus ponctuels et le calcul de Palm
pour cette étude � approche initiée par J.Mecke dans [97]. Il est donc nécessaire de bien
connaître ces notions, présentés en annexe A, avant d'entreprendre la lecture de ce chapitre.

B.1 Introduction

Un pavage du plan ou Mosaïque (Tesselation en anglais) est une division du plan en
polygones. La �gure B.4 représente un exemple de mosaïque. Plus formellement, on peut
dé�nir cet objet suivant l'approche de J.Mecke [100, chapitre 10].
Dé�nition B.1 Soit Π l'ensemble des polygones convexes, ouverts, bornés et non-vides de E.
Un sous-ensemble Θ de Π est un pavage du plan (ou mosaïque) si et seulement si :

(i) P1 ∩ P2 = ∀(P1, P2) ∈ Θ2 avec P1 6= P2

(ii) ⋃P∈Θ P = E

(iii) {P ∈ Θ : P ∩B 6= ∅} est �ni pour tout ensemble B ⊂ E borné.
Les polygones P ∈ Θ sont appelées les cellules de la mosaïque Θ.
Soit T l'ensemble de tous les pavages du plan et B(T ) la σ-algèbre associée. Soit en�n

(Ω,F , IP) un espace de probabilité.
Dé�nition B.2 Une mosaïque aléatoire (ou pavage du plan aléatoire) est une variable aléatoire
Θ de (Ω,F) vers (T ,B(T )).

B.2 Résultats généraux
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B.2.1 Notations

Dorénavant, on s'intéresse uniquement aux mosaïques stationnaires. Il est possible d'as-
socier plusieurs processus stochastiques à un pavage du plan Θ. Par exemple, le processus de
lignes que constituent les polygones de Θ peut être étudié (voir [100] pour une dé�nition des
processus de lignes). Nous nous intéresserons plutôt aux processus ponctuels associés à Θ, en
utilisant les notations et l'approche de Mecke [100].

� Soit N0 le processus ponctuel (stationnaire) formé par les sommets des polygones de Θ.
� Soit N1 le processus ponctuel (stationnaire) formé par les milieux des arêtes de Θ.
� Soit N2 les centres des cellules de Θ (i.e. les centres des polygones de Θ).

Remarque : La dé�nition d'un �centre� est ambiguë ; de quel �centre� veut-on parler ? Centre
de gravité, centre de symétrie ? Il n'existe pas vraiment de choix "canonique" pour l'ensemble
des mosaïques. J.Møller donne plus d'indication sur la question dans [98]. En fait, la dé�nition
est volontairement ambiguë, car on peut choisir n'importe quel type de "centre" du moment
que ce choix soit compatible avec le �shift�. Autrement dit, si c0(Θ) est le centre de la cellule
contenant l'origine, il faut et il su�t que ∀x ∈ E, c0(φxΘ) = θ−xcx(Θ). Il en est de même
pour la dé�nition des "centres" des arêtes (c.à.d. N1).

Soient λ0, λ1, λ2 leur intensité respective, et IPN0
0 , IPN1

0 , IPN2
0 les probabilités de Palm

associées1. Soient α0, α1, α2 les supports respectifs de ces processus ponctuels.
On peut aussi dé�nir plusieurs variables aléatoires caractéristiques de Θ.
� S(Θ) représente la surface de la cellule de Θ contentant l'origine. On dé�nit aussi la
grandeur S = IEN2

0 [S] = IEN2
0 [L(C0(Θ))]

� De même U(Θ) correspond au périmètre de la cellule contenant 0, et sa moyenne sous
P 2

0 est notée U
� s(Θ) est le nombre de sommets de la cellule contenant l'origine. Θ. Sa moyenne IEN2

0 [s]

sera notée s.
� Ax(Θ) est le nombre d'arêtes issues du point x pour x ∈ α0(Θ)). On dé�nit aussi
A = IEN0

0 [A0].
� Lx(Θ) est la longueur d'une arête dont le centre est x, pour x ∈ α1(Θ)). La grandeur
IEN1

0 [L0(Θ)] sera notée L.
1On pourra remarquer qu'il s'agit de processus corrélés. Nous faisons donc référence aux dé�nition de la

probabilité de Palm de la section A.5.
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B.2.2 Formules

Les théorèmes énoncés dans le chapitre précédent sur le calcul de Palm peuvent être direc-
tement appliqués dans ce contexte. Il su�t d'identi�er C0(Θ) à C0(N2), f(Θ) à f(N0, N1, N2),
IP à IPN0N1N2 et IPN2

0 à IPN0N1N0
2
etc.

D'après la formule de Ryll-Nardzewski (A.7) , on obtient l'équation

IE[f(Θ)] = λ2IEN2
0

[∫
C0(Θ)

f ◦ φx L(dx)

]
(B.1)

valable pour toute variable aléatoire mesurable f et pour toute mosaïque stationnaire Θ.
Posant f ≡ 1, on obtient la relation suivante :

S = IEN2
0 [L(C0(Θ))] =

1
λ2

(B.2)

Posant f(Θ) = L(C0(Θ)), on arrive à l'équation

IE[L(C0(Θ))] = λ2IEN2
0

[
[L(C0(Θ))]2

]
≥ λ2

(
IEN2

0 [L(C0(Θ))]
)2

En utilisant alors l'équation B.2, on arrive �nalement à l'inégalité suivante :

IE[L(C0(Θ))] ≥ IEN2
0 [L(C0(Θ))] (B.3)

Les formules suivantes dérivent directement de la formule d'échange de Neveu.
Proposition B.1 (Mecke [97]) Pour toute fonction f caractéristique du pavage, c.à.d. f : Θ→
IR+,

λ2IEN2
0

[∫
C0(Θ)

f(φxΘ)N1(dx)

]
= 2λ1IEN1

0 [f(Θ)]

Preuve. Par la formule d'échange de Neveu (théorème A.8 à la page 200). Il su�t de remar-
quer que

IEN1
0

[
f(Θ)

∫
E

1{0∈Cx(N2)}N2(dx)
]

= 2IEN1
0 [f(Θ)]

car il existe deux points pour lesquels x ∈ α2 et x ∈ C0(N2) sous IPN1
0 , comme le montre la

�gure B.1. �

Corollaire B.1 En posant f ≡ 1, on obtient

2λ1 = λ1s (B.4)
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Fig. B.1 � Cas où 0 ∈ α1(Θ)
⋂
Cx(Θ)∗ pour x ∈ α2(Θ).

De même, en posant f(Θ) = L0(Θ), on obtient :

2λ1L = λ2IEN2
0

[∫
C0(Θ)

Lx(Θ)N1(dx)

]
= λ2U (B.5)

Proposition B.2 (Mecke [97]) Pour chaque x ∈ N0(Θ) soit Sx(Θ) l'ensemble des centres des
cellules se joignant en x. La relation suivante est véri�ée pour tout fonction mesurable h de
E × T dans IR+ :

λ2IEN2
0

[∫
C0(Θ)

h(x,Θ)N0(dx)

]
= λ0IEN0

0

 ∑
x∈S0(Θ)

h(−x, φxΘ)


Preuve. Cette équation est aussi une application directe de la formule de Neveu (théorème
A.8 dans le chapitre précédent). Il su�t d'identi�er

IEN0
0

[∫
E
h(−x, φxΘ)1{0∈Cx(N2)}N2(dx)

]
= IEN0

0

 ∑
x∈S0(Θ)

h(−x, φxΘ)


comme illustré par la �gure B.2. �

Corollaire B.2 Prenant h ≡ 1 on obtient l'identité suivante :

λ2 s = λ0 A (B.6)

Corollaire B.3
λ2 π (s− 2) = 2π λ0 (B.7)
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Fig. B.2 � Cas où 0 ∈ α0(Θ)
⋂
Cx(Θ)∗ pour x ∈ α2(Θ).

Preuve. En posant h(x,Θ) = w(x,C0(Θ)), où w(x,C) est l'angle intérieur de la cellule C au
point x, et en appliquant le théorème précédent, on arrive à l'identité annoncée. En e�et, en
remarquant que w(−x,C0(φxΘ)) = w(0, Cx(Θ), l'expression de droite dans le théorème précé-
dent correspond à la somme des angles w(o, Cx1)+w(o, Cx2)+w(o, Cx3) qui vaut évidemment
2π (où x1, x2 et x3 sont les trois centres de S0(Θ) ) � voir �gure B.2.

Il est aussi facile de voir que l'expression de gauche∫
C0(Θ)∗

w(x,C0(Θ))N0(dx)

correspond à la somme des angles intérieurs pour chaque sommet de la cellule C0. En utilisant
le lemme B.1, on voit donc que l'expression de gauche vaut IEN2

0 [π(s− 2)]. �

Lemme B.1 Pour une �gure géométrique quelconque de S sommets, la somme des angles in-
térieurs pris à chaque sommet est 2π(S − 2).

Preuve. Ce résultat est bien connu pour les triangles, dont la somme des angles fait bien π.
Pour généraliser, il su�t de voir qu'une �gure comportant s sommets peut se décomposer en
s triangles, comme montré sur la �gure B.3. La somme des angles peut donc s'écrire sous la
forme ∑s

i=1(π − αi) = π(s− 2). �

Proposition B.3 Les formules (B.4) (B.6) et (B.7) peuvent aussi s'écrire :

λ1 − λ2 + λ3 = 0 (B.8)

s = 2 + 2
λ0

λ2
(B.9)
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iα

Fig. B.3 � Un résultat élémentaire de géométrie...

A = 2 + 2
λ2

λ0
(B.10)

B.3 Pavages de Poisson-Voronoi

B.3.1 Dé�nition

Dé�nition B.3 Pour tout N ∈Mp(E) et x ∈ supp(N), soit Cx(N) l'ensemble de B dé�ni par

Cx(N) = {y ∈ E : ||y − x|| < ||y − xi||∀xi ∈ supp(N), xi 6= x}

Cette ensemble convexe est la Cellule de Voronoi centrée en x.

Note. Par abus de notation, on note également Cx(N) la cellule de Voronoi contenant x
(même si x 6∈ supp(N)). Il existe p.s. une seule cellule répondant à cette dé�nition.

Il est très facile de construire un pavage du plan à partir d'un processus ponctuel donné
N2, comme la réunion des cellules de Voronoi associées aux points du support du processus N2.
Cette mosaïque est appelée pavage de Voronoi ou pavage de Dirichlet (dans le cas E = IR2)
� voir �gure B.4.

Nous nous intéressons dans la suite au cas où le processus sous-jacent est un processus de
Poisson stationnaire. On parlera dans ce cas de pavage de Poisson-Voronoi. Il est très facile
de voir que dans ces conditions, le pavage est "normal", c'est à dire que A(Θ) = 3 presque
sûrement.
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Fig. B.4 � Réalisation d'un pavage du plan de Voronoi

B.3.2 Propriétés génériques

Proposition B.4 Le pavage de Poisson-Voronoi est normal.

Preuve. Par construction, le centre d'une cellule correspond a l'intersection des bissectrices
de ces arrêtes. Inversement, les sommets (points de N0) correspondent aux intersections des
bissectrices du pavage de Delaunay (voir �gure B.5). Pour que quatre arrêtes se croisent en
un point de N0, il faut donc que les sommets des cellules avoisinantes soient disposées en
rectangle. Cette con�guration a, bien sûr, une probabilité nulle d'être réalisée. Il en est de
même pour les cas A = 5, 6, . . ., qui demandent des con�gurations tout aussi spéci�ques et
dont la probabilité d'occurrence est nulle. �

Corollaire B.4 D'après les formules (B.9), (B.10) et (B.8), les pavages de Poisson-Voronoi
véri�ent les propriétés suivantes :

A = 3

s = 6

λ0 = 2 λ2

λ1 = 3 λ2
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Fig. B.5 � Réalisation d'un pavage du plan de Voronoi et du pavage de Delaunay associé

B.3.3 Tailles des Cellules.

Sous Palm.

Proposition B.5

IEN2
0 [L(C0(Θ))] =

1
λ2

(B.11)

IEN2
0

[
(L(C0(Θ)))2

]
=

γ

λ2
2 où γ = 1.280 (B.12)

(B.13)

Preuve. Nous avons déjà démontré la première expression (équation (B.4)) par une applica-
tion directe du théorème de Ryll-Nardzewski. Nous admettrons la seconde expression, due à
J.L.Meijering en 1953 (voir [100] pour plus de renseignement). �
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Sous la probabilité stationnaire.

Proposition B.6
IE[L(C0(Θ))] =

γ

λ2
(B.14)

Preuve. La moyenne IE[L(C0(Θ))] peut être déterminé par la formule de Ryll-Narzewski
(équation (B.1))

IE[L(C0(Θ))] = λ2IEN2
0

[∫
C0(Θ)

L(C0(φx(Θ)))N2(dx)

]
= λ2IEN2

0

[
(L(C0(Θ)))2

]
=

γ

λ2

�

Remarque B.1 Remarquons que l'inégalité (B.3) est bien véri�ée... Cette di�érence est due à
la sélection des cellules (celles contenant l'origine) qui introduit un biais dans les statistiques
considérées : Une cellule de grande taille a en e�et plus de chance de contenir l'origine qu'une
petite cellule.

Nous admettrons également la proposition suivante :

Proposition B.7

IE
[
(L(C0(Θ)))2

]
= δ

(
1
λ2

)2

(B.15)

avec δ ≈ 2.

Preuve. Par des arguments d'échelles, il est facile de voir que cette quantité est proportio-
nelle à (1/λ2)2. Le terme δ a été déterminée par simulation. �

Distribution.

La distribution de la taille d'une cellule typique n'est pas connue de manière explicite.
En revanche, des simulations ont permis de déterminer des règles approchées (par ��tting�).
Les principales distributions approchées sont disponibles dans [99]. Nous donnons dans la
proposition suivante la distribution qui nous semble la plus adaptée à nos travaux.
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Proposition B.8 Sous Palm, |C0(π)| admet une densité proche de

f(x) =
bα

Γ(α)
xα−1 exp(−bx),

avec b ≈ αλ2, si λ2 est l'intensité du processus de Poisson sous-jacent, et α ≈ 3.57. Dans
l'expression précédente, Γ représente la fonction d'Euler.

Corollaire B.5 Remarquons qu'avec la distribution donnée dans la proposition précédente, ∀k =

1, 2, . . .,

µk = IEN2
0

[
(L(C0(π)))k

]
=

Γ(α+ k)
Γ(α)

(αλ2)−k

=
(α+ k − 1) . . . (α+ 2)(α+ 1)

αk−1
λ−k2

En particulier, on trouve bien µ1 = 1
λ2

et µ2 ≈ 1.28
λ2

2
.

Appartenance à une Cellule.

Proposition B.9 Soit Θ un pavage de Poisson-Voronoi stationnaire. La propriété suivante est
véri�ée :

IPN2
0 {x ∈ C0(Θ)} = exp

(
−λ2π||x||2

)
(B.16)

Preuve.

{x ∈ C0(Θ)} = {∀xi ∈ supp(N2), xi 6= 0, ||x|| ≤ ||x− xi||}

= {∀xi ∈ supp(N2), xi 6= 0, 2x.xi ≤ ||xi||2}

= {∀xi ∈ supp(N2), xi 6= 0, xi 6∈ C(x, ||x||)}

où C(u, r) est le cercle de centre u et de rayon r. On utilise alors le théorème A.2 sur les
processus de Poisson (page 188) pour achever ce calcul.

IPN2
0 {x ∈ C0(Θ)} = IEN2

0

 ∏
xi∈supp(N2)

1C(x,||x||)c(xi)1{xi 6=0}


= IE

 ∏
xi∈supp(N2)

1C(x,||x||)c(xi)

 (d'après Slivnyak)

= exp
(
−
∫
E

[
1− 1C(x,||x||)c(u)

]
λ2L(du)

)
= exp (−λ2L(C(x, ||x||))
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�

La proposition suivante est aussi très utile pour l'étude des réseaux hiérarchiques (voir [87]
ou les chapitres 3 et 6) :
Proposition B.10 Deux points quelconques distants de ρ appartiennent à la même cellule d'un
pavage de Poisson-Voronoi Θ avec la probabilité Qλ2(ρ) avec

Qλ2(ρ) = Q1

(
ρ
√
λ2

)
$ Q

(
ρ
√
λ2

)
où

Q(ρ) = 2ρ2

∫ π

0
dφ

∫ ∞
0

α exp(−ρ2A(α, φ)) dα

A(α, φ)) = α sinφ+ α2(π − φ) + (α2 + 1− 2α cosφ)

(
π − arccos

1− α cosφ√
α2 + 1− 2α cosφ

)

Preuve. Voir [87] par exemple. �
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B.4 Pavages de Delaunay

B.4.1 Caractéristiques

Le pavage de Delaunay peut être construit simplement à partir du pavage de Voronoi �
il s'agit de son dual comme le montre la �gure B.5. Il est donc facile de voir que

λDi = λV2−i

si λDi est l'intensité du processus Ni(ΘD) d'un pavage de Delaunay ΘD et où λVi est l'in-
tensité du processus Ni(ΘV ) d'un pavage de Voronoi ΘV , pour i = 1, 2, 3 � Les processus
N1(Θ), N2(Θ), N3(Θ) d'un pavage du plan quelconque Θ étant dé�nis au début de ce chapitre.

Les principales caractéristiques ce ces pavages sont énumérés ci-dessous.

Proposition B.11

λ1 = 3λ0 λ2 = 2λ0

s = 3 A = 6

S =
1
λ2

L =
32
9π

1√
λ2

Preuve. Les relations génériques des pavages du plan permettent de retrouver les valeurs de
s,A et S. Le dernier résultat sur L sera admis. �

Nous rappelons dans la suite quelques caractéristiques des chemins sur le graphe de De-
launay.

B.4.2 Routage sur le pavage de Delaunay

Introduction

Soit π un processus de Poisson homogène, d'intensité λ. Considérons tout d'abord que
l'on cherche à joindre deux points de π, s et d (pour �source� et �destination�), à travers
le graphe de Delaunay engendré par π. Plusieurs algorithmes sont possible (algorithme de
routage dans le vocabulaire des réseaux). Nous noterons path (s, d, π) l'ensemble des noeuds
de π qui permettent de relier les points s et d. Certaines caractéristiques de ces chemins,
sont indispensables à l'étude du routage. Tout particulièrement, on s'intéresse aux quantités
suivantes :
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� Nombre de sauts, noté |path(s, d, π)|. Le nombre de liens utilisés pour joindre s à d.
� Longueur du chemin, noté ||path(s, d, π)||. Il s'agit de la somme des longueurs des arêtes
utilisées par le chemin.

� Longueur moyenne des arêtes sur le chemin, etc.
Toutes ces caractéristiques dépendent fortement de l'algorithme considéré. D'une part par le
nombre de sauts utilisé, mais aussi par les longueurs des arêtes. En e�et, on remarque de
manière générale que la longueur moyenne d'une arrête sur les chemins est inférieure à la
longueur typique d'une arrête du graphe de Delaunay. Ceci est dit au fait que l'algorithme de
routage introduit généralement un biais, en privilégiant les arrêtes courtes...

Chemin Markovien.

Dé�nition B.4 Étant donné les deux points quelconques du plan s et d, dé�nissons ∆ le segment
de droite [s, d]. Le chemin passant par les centres des cellules rencontrées par ∆ est appelé
�chemin markovien� sur le graphe de Delaunay. Le premier point correspond au centre de la
cellule contenant s et le dernier point est le centre de la cellule contenant d.
Cette dénomination en e�et due à des propriétés markoviennes de ce chemin : Si X0 =

s,X1, . . . , Xn = d sont les noeuds traversés, alors le couple de points (Xi, Xi+1) ne dépend
que de (Xi−1, Xi) (et pas des segments précédents (Xj , Xj+1) pour j < i− 1). Voir [89] pour
plus de précisions. Une représentation visuelle d'un tel chemin est donnée dans la �gure B.6.

Le nombre moyen de sauts de cet algorithme de routage est donné par le célèbre théorème
de Møller (donné sans démonstration) :
Théorème B.1 (Møller [98]) Soit Θ un pavage de Poisson-Voronoi. Soit π(Θ) le processus
des centres des cellules, d'intensité λ. Soit N∆(Θ) le processus ponctuel sur IR dé�ni comme
l'intersection de Θ avec une droite arbitraire ∆. N∆(Θ) hérite des propriétés de stationnarité
de Θ � En revanche, le processus N∆ n'est pas un processus de Poisson sur IR. Son intensité
λ∆ peut de plus s'écrire :

λ∆ =
4
π

√
λ

Corollaire B.6 Le nombre moyen de sauts du chemin markovien reliant les points s et d est
donnée par la formule IE[|path(s, d, π)|] = 4

π

√
λ||d− s||.

Théorème B.2 (Baccelli,Tchoumatchenko,Zuyev [89]) La longueur moyenne du chemin mar-
kovien reliant les points s et d obéit à la relation suivante :

IE[||path(s, d, π)||]
||d− s||

∼ 4
π
pour ||d− s|| → ∞
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B

A

Fig. B.6 � Exemple de chemin markovien sur le graphe de Delaunay.

Caractéristiques typiques sur les chemins markoviens.

Dé�nition B.5 Par analogie avec la probabilité de Palm dé�nie dans le chapitre précédent, on
peut dé�nir une moyenne sur les points du chemin markovien path(s, d, π) de cette manière :

IE∆
0 [f ] =

1
λ∆||d− s||

IE
 ∑
x∈path(s,d,π)

f ◦ φx


pour tout fonction variable aléatoire f .

Remarque B.2 Si l'espace de probabilité est ergodique, et si f : IR2×Ω→ IR+ est compatible
avec le shift, alors il est possible d'écrire :

IE∆
0 [f ] = lim

||d−s||→∞

1
|path(s, t, π)|

∑
x∈path(s,d,π)

f(x)

La façon dont sont choisies les cellules (c.à.d. celles qui sont coupées par la droite ∆)
introduit un biais statistique � de manière similaire au biais constaté dans la remarque B.1.
Par exemple, la taille moyenne des cellules traversées est plus grande (avec une variance plus
faible) que celle d'une cellule �typique�, comme le montre la proposition suivante, que nous
admettrons.
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Proposition B.12 Les identités suivantes ont été constatées par simulation :

IE∆
0 [L(C0(π))] = δ1

1
λ

(B.17)

IE∆
0

[
(L(C0(π)))2

]
= δ2

1
λ2

(B.18)

avec δ1 ≈ 1.12 et δ2 ≈ 1.62.

* *
*
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Annexe C

Quelques distributions

Ce chapitre présente brièvement quelques distributions utilisées dans ce rapport, ainsi que
quelques unes de leurs propriétés. La plupart des propositions annoncées sont des résultats
élémentaires issus de la statistique ou de la combinatoire.

C.1 Statistique d'Ordre

C.1.1 Introduction

Soit X une variable aléatoire continue sur un espace arbitraire E et soit P (x) = IP{X < x}
pour tout x ∈ E.

Dé�nition C.1 (Quantile) Si x 7→ P (x) est strictement croissante, alors l'équation P (x) = p

admet une unique solution X∗p , qui est appelée le quantile d'ordre p de la variable aléatoire X.

Dé�nition C.2 (Statistique d'ordre) Soit {Xi}i∈I une famille de variables aléatoires (ou �échan-
tillon�) sur un espace arbitraire E de cardinal N = |I|. Ces variables peuvent être ordonnées
dans le sens croissant :

X(1) ≤ . . . ‘leqX(i) ≤ . . . ≤ X(N)

où X(i) est appelé ieme statistique d'ordre de l'ensemble considéré.

Associé à cet échantillon, on peut dé�nir une distribution empirique PN (x) en posant pour
tout x ∈ E,

PN (x) =
1
N

N∑
i=1

1{Xi<x}
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Dé�nition C.3 (Quantile d'un échantillon) Étant donné β ∈ [0, 1[, posons m = bβNc + 1. La
variable aléatoire X(m) est appelée le β-quantile de l'échantillon.

Remarque C.1 Ce nom de quantile est justi�ée car X(m) correspond asymptotiquement (lorsque
N → ∞) au quantile d'ordre β de l'échantillon par rapport à la distribution empirique PN .
En e�et,

PN
(
X(m)

)
=
bβNc+ 1

N
→ β pour N →∞

Cette remarque met également en évidence l'interprétation physique de cette grandeur : Une
fraction proche de β des variables {Xi} sont inférieures à X(m).

C.1.2 Propriétés

Distribution.

Proposition C.1 Si les variables {Xi}i∈I sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.),
la propriété suivante est véri�ée :

p1 =
m−1∑
s=0

(
N

s

)
pN−s0 (1− p0)s

si N = |I|, p0 = IP{Xi > b} (pour tout i ∈ I) et p1 = IP{X(m) > b
} pour un b donné.

Preuve. D'après les dé�nitions précédentes,

{X(m) > b} =
m−1⋃
s=0

Ωs

où Ωs = {X0
(s) ≤ b < X0

(s+1)} pour tout 0 < s < m et Ω0 = {b < X0
(1)}. Les variables étant

supposées i.i.d., Ωs suit une loi binomiale :

IP(Ωs) =
(
N

s

)
pN−s0 (1− p0)s

Il su�t alors de remarquer que p1 =
∑m0−1

s=0 IP(Ωs) pour arriver au résultat annoncé. �

Asymptote.

Soit X∗ le quantile d'ordre β des {Xi}i∈I par rapport à leur loi P � c.à.d. véri�ant
P (X∗) = IP{X < X∗} = β. Cette quantité apparaît dans la distribution asymptotique de
X(m), comme le montre la proposition suivante :
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Proposition C.2 Soit U la variable aléatoire dé�nie par

U =
√
N
X(m) −X∗√
β (1− β)

p(X∗)

où p est la distribution des variables Xi. Lorsque N →∞, U ∼ N(0, 1).

Preuve. Il s'agit en fait d'une conséquence (non triviale) du théorème centrale limite, PN (X∗)

pouvant être vu comme une somme de N variables de Bernouilli de moyenne β. Voir [101] par
exemple pour une démonstration. �

Remarque C.2 Ce résultat asymptotique permet de mettre en évidence deux propriétés inté-
ressantes des quantiles d'échantillons :

� La variance de X(m) diminue (en 1√
N
) avec la taille de l'ensemble considéré, lorsque N

est grand.
� En reprenant les notations de la proposition C.1,

p1 $ IP{X(m) > b
}
≈

{
0 pour X∗ < b

1 pour X∗ > b

lorsque N →∞.

C.2 Quelques Lois élémentaires

C.2.1 Expression Multinomiale

Dé�nition C.4 Soit N ∈ IN le nombre total d'objets considérés � par exemple, les liens du
réseau dans le chapitre 7. Considérons l ensembles contenant respectivement k0, k1, . . . , kl−1

objets, avec k0 + k1 + . . . + kl−1 < N . Le nombre total de combinaisons possibles est donnée
par : (

N

k0 . . . kl−1

)
l

=
N !

k0! . . . kl−1!(N − k0 − . . .− kl−1)!

Lorsqu'aucune confusion n'est possible, nous pourrons omettre l'index l, dont le rôle est de
rappeler le nombre d'ensembles considérés. De plus, nous poserons ( N

k0 ... kl−1

)
l

= 0 lorsque∑l−1
i=0 ki > N .
Les l ensembles peuvent être partitions en deux ; on obtient alors la propriété suivante :
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Proposition C.3 Pour tout m = 1, . . . , l − 1,(
N

k0 . . . kl−1

)
=
(

N

k0 . . . km−1

)(
N −

∑m−1
i=0 ki

km . . . kl−1

)

C.2.2 Loi Hypergéométrique

Dé�nition.

Dé�nition C.5 Soit N le nombre total d'objets considérés � par exemple, les liens d'un réseau
dans le chapitre 7. Imaginons un scénario quelque peu manichéenne où, parmi tous ces objets,
certains d'entre eux sont �mauvais� (par exemple, un lien défectueux) et certains autres sont
�bons�. Soit s le nombre de �mauvais� objets.

Considérons à présent un ensemble de M objets. La probabilité que k objets (parmi M)
soient �mauvais� est donnée par l'expression hypergéométrique suivante :(

N−s
M−k

)(
s
k

)(
N
M

)
Cette distribution peut être généralisée pour l ensembles distincts de taille M0, . . . ,Ml−1.

Dé�nition C.6 La probabilité qu'il y ait k0 �mauvais� objets parmi le premier ensemble, k1

dans le second, . . . , kl−1 dans le dernier, est donnée par l'expression :(
N−s

M0−k0 ... Ml−1−kl−1

)(
s

k0 ... kl−1

)(
N

M0 ... Ml−1

)
Propriétés.

Proposition C.4 Pour tout m = 1, . . . , l,(
N−s

M0−k0 ... Ml−1−kl−1

)(
s

k0 ... kl−1

)(
N

M0... Ml−1

) =
( N−s
M0−k0 ... Mm−1−km−1

)( s
k0 ... km−1

)
( N
M0... Mm−1

)
m

( N−s−
∑m−1
i=0

(Mi−ki)
Mm−km ... Ml−1−kl−1

)(s−
∑m−1
i=0

ki
km ... kl−1

)

(N−
∑m−1
i=0

Mi
Mm... Ml−1

)

Preuve. Il s'agit simplement d'une réécriture de la proposition C.3. �

Proposition C.5
M0∑
k0=0

(
N−s

M0−k0 ... Ml−1−kl−1

)(
s

k0 ... kl−1

)(
N

M0 ... Ml−1

) =

(
N−s

M0−k1 ... Ml−1−kl−1

)(
s

k1 ... kl−1

)(
N

M1 ... Ml−1

)
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Preuve. Cette identité est une application directe de la proposition C.4 pour m = l − 2. �

C.3 Blocage dans un domaine de routage

Dans cette section, nous utilisons les propriétés sur les lois élémentaire décrites ci-avant,
pour déterminer quelques grandeurs utiles à l'analyse des performances d'un réseau hiérar-
chique, dans le chapitre 7.

Dans la suite, nous considérerons un domaine de routage arbitraire, représenté par la cellule
de Voronoi Cu(π1) (voir paragraphe 7.1 pour une description précise du modèle utilisé). Soit
L0 le nombre de liens présents dans la cellule et soit M0 le nombre de �sauts� nécessaires
à la traversée du domaine considéré. Nous noterons également par K0 le nombre de routes
précalculées permettant de traverser l'aire de routage (représentée par la cellule de Voronoi)
dans une direction appropriée.

C.3.1 Sélection d'un domaine

Comme expliqué dans le chapitre 7, une aire de routage n'est traversée que si la bande
passante agrégée qui la représente est su�sante (fonction GCAC dans le contexte PNNI). Plus
précisément, un domaine u n'est sélectionné que sous la condition : X1

u > b où b est la bande
passante requise par l'usager et X1

u représente la bande passante agrégée pour le domaine u.
Cette valeur X1 est choisie comme le β-quantile (cf. paragraphe C.1) sur les bandes passantes
X̃0
i des liens i du domaine (supposés i.i.d).

Théorème C.1 Si b correspond à la bande passante requise et notant m0 = bβL0c + 1, la
probabilité que la cellule Cu(π1) soit sélectionnée est donné par l'expression suivante :

p1 =
m0−1∑
s=0

(
L0

s

)
pL0−s

0 (1− p0)s

avec p1 = IP{X1 > b
} et p0 = IP

{
X̃0 > b

}
.

Preuve. Cette identité découle directement de la proposition C.1 de la section C.1 sur l'en-
semble des bandes passante estimées {X̃0

i }i∈Cu(π1). �

C.3.2 Traversée d'un domaine sélectionné

Nous considérons à présent que la cellule étudiée a été sélectionnée, c'est à dire que X1 > b.
Ceci veut dire que, à priori (en fonction des informations agrégées dont dispose le noeud
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source), le domaine devrait disposer d'assez de ressources pour supporter le �ux entrant (resp.
la nouvelle connexion). Nous analysons dans la suite si il est e�ectivement possible de traverser
le domaine.

Routes admissibles.

Tout d'abord, le noeud d'entrée dans le domaine doit déterminer si les routes précalculées
menant au prochain domaine sont admissibles, c.à.d. si ces routes disposent à priori d'assez
de bande passante. K0 désigne dans la suite le nombre de routes précalculées.

Notons par R0 le nombre de routes admissibles pour traverser le domaine et Υr l'événement
conditionnel {R0 = r

∣∣X1 > b}.
Lemme C.1 Connaissant Ωs (introduit dans la proposition C.1), l'identité suivante est véri�ée
pour tout r = 0, . . . ,K0 :

IP(R0 = r |Ωs ) =
K0−r∑
i=0

(−1)i
(
K0

i,r

)(
L−s
iM,rM

)(
L

iM,rM

)

Preuve. Par dé�nition, l'événement {R0 = r} correspond au cas où il n'y aucun lien bloquant
sur r routes and où il y a au moins un lien bloquant sur les K0 − r routes restantes. D'où
l'expression :

IP(R0 = K0 |Ωs ) =

(
L−s
M...M

)
K0(

L
M,...,M

)
K0

=

(
L−s
K0M

)(
L

K0M

) (C.1)

IP(R0 = r |Ωs ) =
(
K0

r

) ∑
h0≥1

. . .
∑

hK0−r−1≥1

(
L−s

M−h0,...,M−hK0−r−1,M,...,M

)(
s

h0,...,hK0−r−1,0,...,0

)(
L

M,...,M

) (C.2)

En utilisant la proposition C.4, la dernière expression peut être réécrite :

IP(R0 = r |Ωs ) =
(
K0

r

)(L−s
rM

)(
L
rM

) M∑
h0=1

. . .
M∑

hK0−r−1=1

ΞK0−r(L− rM)

avec
Ξm(N) =

(
N−s

M−h0,...,M−hm−1

)(
s

h0,...,hm−1

)(
N

M,...,M

)
pour tout m = 0, . . . ,K0. Une application directe des propositions C.5 et C.4 (à la section
précédente) permet alors d'arriver à la relation suivante :

M∑
hm−1=1

Ξm(N) = Ξm−1(N)−
(
N−s
M

)(
N
M

) Ξm−1(N −M)
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qui, par récurrence, devient :
M∑
h0=1

. . .

M∑
hm−1=1

Ξm(N) =
m∑
j=0

(
N

i

)
(−1)i

(
N−s
iM

)(
N
iM

)
Le résultat annoncé en découle alors directement. �

Remarque C.3 Les simpli�cations des expressions (C.1) et (C.2) ne sont pas nécessairement
d'une grande utilité à cause des problèmes numériques que peuvent causer ces séries alternées.
Néanmoins, l'ensemble des routes précalculées est de taille très limitée (K = 3 en général dans
nos analyses) de sorte que nous n'avons jamais rencontrés de problèmes. Il faut noter que
de tout façon, K doit être faible par soucis de réalisme (les noeuds ne peuvent stocker trop
de routes vers chaque destination) et par cohérence vis à vis de notre modèle : Nous avons
supposés que les K chemins étaient disjoints.
Théorème C.2 En utilisant la proposition C.1 et le lemme C.1, il est possible d'obtenir la
distribution de R :

IP(Υr) =
1
p1

K0−r∑
i=0

(−1)i
(
K0

i, r

)m−1∑
s=0

(
L− (i+ r)M0

s

)
pL0−s

0 (1− p0)s

Remarque C.4 Pour β → 1, c.à.d. pour une politique d'agrégation très �agressive� R suit une
loi proche de la loi binomiale binomiale :

IP(Υr) =
1
p1

(
K0

r

)
P r(1− P )K0−r pour r > 0

IP(Υ0) =
1
p1

[
(1− P )K0 − 1

]
avec P = pM0

0 .
Lorsque p ≈ 1, où lorsque p > 0.5 et L0 � 1, p1 = 1− (1− p0)L0 → 1 et R0 suit alors une

loi binomiale, comme c'est le cas pour l'algorithme de routage �aveugle� (voir 7.2.6).

Preuve. Pour m = L0 − 1, nous pouvons écrire pour tout r > 0 :

IP(Υr) =
K0−r∑
i=0

(−1)i
(
K0

i, r

)
1
p1

L0−(i+r)M0∑
s=0

(
L0 − (i+ r)M0

s

)
pL0−s

0 (1− p0)s

=
1
p1

K0−r∑
i=0

(−1)i
(
K0

i, r

)
p

(i+r)M0

0

=
1
p1

(
K0

r

)
prM0

0

K0−r∑
i=0

(−1)i
(
K0 − r

i

)
piM0

0

=
1
p1

(
K0

r

)
prM0

0

(
1− pM0

0

)K0−r
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Pour le cas particulier de Υ0, le raisonnement est le même, mais il faut prendre en compte le
fait que m0 ne peut dépasser L0 − 1. On arrive alors à l'expression annoncée. �

Corollaire C.1 La grandeur N b
c = 1

1−p0|1

∑K0
r=0

(
r ∧K0

c

)
(1− q0)r∧K

0
c IP(Υr) est aisément cal-

culées d'après les deux théorèmes précédents et le théorème C.3. Cette grandeur correspond au
nombre moyen de crankbacks subis avant que le la connexion ne soit �nalement rejetée (voir
chapitre 7).

Corollaire C.2 La connexion est directement rejetée à l'entrée dans le domaine sélectionné
avec la probabilité p∗0|1 =

p∗0,1
p1

où p1 est donnée dans le théorème C.1 et où

p∗0,1 = IP(Υ0) +
∑
r>0

IP(Υr) (1− q0)r

peut être aisément calculé avec les expressions précédentes.

Preuve. La connexion est rejetée par le noeud d'entrée si
� Aucune route admissible n'a pu être trouvée, avec la probabilité IP (Υ0).
� Il existe bien au moins une route admissible, mais la fonction CAC bloque la connexion
car le premier lien de ces routes n'a pas assez de ressources.

�

Traversée d'un domaine.

Théorème C.3 Soit K0
c le nombre maximum de crankbacks tolérés à la traversée d'un domaine

(avec bien sûr K0
c ≤ K0). La probabilité de passer à travers le domaine est, conditionellement

au fait que ce domaine ait été sélectionné,

p0|1 = 1−
K0∑
r=0

(
1− q0

M0
)r∧K0

c IP(Υr)

où nous avons utilisés les notations du théorème C.2 et q0 = IP
{
X0 > b

∣∣∣X̃0 > b
}
.

Preuve. Il su�t de remarquer que la connexion est acceptée sur une route admissible avec la
probabilité qM0

0 et utiliser ensuite les théorèmes précédents sur le nombre de routes admissibles
pour conclure. �
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