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1 Introducciéon

Si €2 es una region abierta de R x R™, y f : 2 — R" es una funcién continua,
decimos entonces que una ecuacién de la forma

T = f(t,x)

es una ecuacion diferencial ordinaria. Aqui la incognita x es una funcion
derivable z = ¢(t) y & denota su derivada dy/dt. Més precisamente, una
solucion de la ecuacién diferencial es una funcién derivable ¢ : I — R"
definida en un intervalo abierto (finito o infinito) I, tal que para todo t € I,

(t,p(t) €,y

ol1) = 2 (1) = 1(t,00)

A veces, para explicitar el dominio, denotaremos (/,y) a una solucién ¢
definida sobre un intervalo I.

Si (to, zo) € 2, decimos que las soluciones que verifican ty € 'y ¢(ty) = ¢
son soluciones al problema de Cauchy con la condicién inicial (to, x).

Ejemplo. Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden
i = 2tx® + sen ()i .

Una funcién x = ¢(t) es solucién de esta ecuacion si y solo si el par (z,y) =
(p(t), (1)) es solucion del sistema de dos ecuaciones de primer orden

T =y
y = 2tz +sen(t)y
Si definimos la funcién f : R x R? — R?

(t: (,y)) = f(t, (2,9)) = (y, 2t=" + sen (t)y)

entonces, llamando u al vector (x,y), el sistema es equivalente a la ecuacién
vectorial

= f(t,u) .
Observemos que en este caso dar una condicion inicial ug = u(ty) equivale a
dar para la ecuacion de segundo orden los valores de z(ty) v (o).



El problema de Cauchy para una condiciéon inicial dada puede tener
muchas (o infinitas) soluciones, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Consideremos la ecuacion & = | x|1/ 2. El tinico punto de equilibrio
para esta ecuaciéon es el punto xg = 0, es decir, la nica solucién constante
de esta ecuacién es la solucién pg(t) = 0 para todo t € R. Por otra parte, el
método de separacion de variables nos permite hallar la soluciones

o < (a,+00) = (0,400)  @l(1) = (t—a)

1

P+ (—00,0) = (=00,0) (1) = —5(t — a)

Pero entonces para cada a,b € R con a < b podemos construir una solucién
¢ definida en R como sigue: ¢(t) = ¢, (1) sit <a, p(t) =0sia <t <by
o(t) = ¢ (t) sit > b. Esto muestra que para esta ecuacién el problema de
Cauchy tiene infinitas soluciones para cualquier condicién inicial.

Definicién 1 (Unicidad de las soluciones). Diremos que el problema de
Cauchy tiene solucion tnica de tamano € > 0 en (ty, zo) si existe

Ye: Lo = (tg — €,tg +¢€) = R"

solucién por (tg, ), es decir tal que p.(tg) = xo, con la siguiente propiedad:
si (I,y) es otra solucién por (o, xg) entonces ¢ |inr. = e |11, -

Evidentemente, si (I, ¢) es una solucién, entonces para cualquier intervalo
abierto J C [ la restriccion de ¢ a J es también soluciéon. Nos interesaremos
mas adelante en las soluciones que no son la restriccion de otra definida en
un intervalo mayor; por ejemplo, las que estan definidas en R, o las que
estdn definidas en un intervalo (a,b) pero tienden a infinito cuando ¢ — b
y cuando t — a~.

Definicién 2 (Soluciones maximales). Decimos que una solucién (I, )
es una extension de otra solucién (J,) cuando J C Iy ¢|; = ¥. Una
solucién (I, ) es maximal cuando ella misma es su tnica extension.



2 Existencia y unicidad de las soluciones

Las ecuaciones que estudiaremos corresponderan siempre a modelos deter-
ministas de fenémenos evolutivos. Esto quiere decir que cada condicién inicial
determina completamente la evolucién futura y el pasado de la evolucion. En
términos de soluciones de la ecuacién, esto significa que para cada (tg, z¢) € 2
existe una tunica soluciéon maximal al problema de Cauchy correspondiente.
Veremos ahora condiciones suficientes para que una ecuacién diferencial se
corresponda a un modelo determinista. Comenzamos con un teorema de
existencia.

Teorema 3 (Peano). Si f : Q@ — R" es continua, entonces para cada
(to, xo) € Q ewmiste al menos una solucion (I,p) de la ecuacion & = f(t,x)
tal que o(tog) = xo.

El siguiente teorema, que asegura la unicidad de las soluciones, exige
al segundo miembro de la ecuacion verificar la condicién de Lipschitz que
definimos a continuacion.

Definicién 4 (Lipschitz). Diremos que f : 2 C RxR™ — R" es localmente
Lipschitz respecto de la segunda variable si para cada (to, z) € 2 existe una
constante K > 0 y un entorno U C Q de (¢, zo) tales que

1f(ty) = ft,2)| < Ky — 2|

cada vez que los puntos (t,z) y (¢,y) pertenezcan al entorno U.

Teorema 5 (Picard). Sea 2 C RxR" un abierto conezo, y f : Q@ — R™ una
funcion continua y localmente Lipschitz en la sequnda variable. FEntonces,
existe un entorno U C Q de (to,zo) y € > 0 tal que para cada (t1,x,) € U
el problema de Cauchy tiene solucion unica de tamano € para la condicion
inicial (t1,21).

En particular, toda funcién f : Q — R" de clase C? verifica las hipStesis
del teorema de Picard (es una consecuencia inmediata del teorema del valor
medio). En el caso de la ecuacién & = f(t,z) = |z|"? que vimos antes,
las hipétesis del teorema de Picard son satisfechas en las regiones QF =
{(t,z) eR? |z >0}y Q" ={(t,z) € R? | x < 0}; por esta razén, para las
condiciones iniciales en estas regiones hay unicidad local de las soluciones.



Corolario 6 (Existencia y unicidad de la solucién maximal). Sea
f:Q — R" en las hipotesis del teorema de Picard. FEntonces, para cada
(to, x0) € 2 el problema de Cauchy correspondiente admite una unica solucion
mazximal. Es decir, existe un intervalo abierto I(ty,xo) C R que contiene a
to, ¥ una solucion maximal

thoyl“o . I(to, .ﬁIfo) — Rn

Pto,zo (tO) = 2o

tal que, para toda otra solucion ¢ : J — R™ que cumpla ¥(ty) = xy, nece-
sariamente se tiene que J C I(ty,x0) y que Y(t) = pi,.2,(t) para todo t € J.

DEMOSTRACION. Dada una condicién inicial (tg, xg) € €2, llamamos F a la
familia (no vacia) de soluciones de la ecuacién diferencial que en ty toman el
valor zy. Es decir,

F={U, o) |tocl, p(ts) =0 } .

Probaremos en primer lugar que dos soluciones arbitrarias en la familia F
coinciden en la interseccién de sus dominios. Sean (I, ¢1), (12, ¢2) dos solu-
ciones en F, y llamemos J = I} N Iy a la interseccion de sus dominios. Si
definimos los conjuntos

A={te J|pi(t) = pa(t)}

B={te J|gi(t) # ¢(t)}

entonces es claro que J = AU B y que AN B = (. El teorema de Picard
implica que el conjunto A es abierto, y la continuidad de las funciones @1 y o
implica que el conjunto B es abierto. Tenemos entonces que el intervalo J es
la unién disjunta de dos subconjuntos abiertos; pero entonces necesariamente
uno de los conjuntos debe ser vacio. Como t, estd en A, tiene que ser B = ()
y A =J, es decir, ¢ y ¢o coinciden en J.

Definiremos ahora la soluciéon maximal. Su dominio sera la unién de todos
los dominios de las soluciones en F, es decir

I(tg, xo) = U I

(Ip)eF

lo que nos asegura que la soluciéon sera maximal. Para definirla, observemos
que si fijamos t € I(tg,zo), entonces por lo que demostramos previamente,



todas las soluciones (I, ) € F tales que t € I toman el mismo valor en t.
Podemos por lo tanto definir

Otoxo - L(to, Tg) — R"

Pto,zo (t) = Qo(t)
donde (I, ) € F es una solucién arbitraria tal que ¢ € I. Resta probar que
V1,2, verifica la ecuacién diferencial en todo punto t € I(tg, zg). Otra vez, si
t € I(tg, xo), elegimos (I, ) € F tal que t € I; pero entonces ¢y, . |1 = @, ¥
por lo tanto

W (1) = W2(4) = (t.0(0)) = 110, Grpa0)

lo que demuestra que ¢y, ,, es una solucién. ¢

Definicién 7 (Solucién general). Si f : Q@ C R x R® — R" verifica las
hipétesis del teorema de Picard, llamamos solucion general de la ecuacion
& = f(t,z) ala funcién ¢ : A — R™ cuyo dominio es el conjunto

A= {(t,to,l‘o) eR xR xR" | (to,xo) S Q, t e I(to,l’o) }
y que en (t,t9,x¢) € A toma el valor o(t,to, o) = @iy, ()

Ejemplo. Determinaremos la solucién general para la ecuacién & = z2.

Tenemos que f(t,z) = 2% es de clase C™ en Q) = R?, y se aplica el teorema
de Picard. La tnica solucién constante (punto de equilibrio) es ¢(t) = 0 para
todo t € R; consecuentemente, si xy # 0 entonces ¢(t,ty, zo) # 0 para todo
t € I(to, o). Separando variables obtenemos

Zo

tt =

(=00, tg+a5") si x>0
I(to,ﬁ(]o) = R St Ty — 0

(to+xp*, +00) si 2 <0

AI{<t,t0,$0) eERxRxR" ‘ 1—$0(t—t0) >0}



Teorema 8. Sea f : ) — R" en las hipdtesis del teorema de Picard. Sea
K C Q un conjunto compacto. Si (tg,xy) € K, entonces existe t; > to tal
que t1 € I(to,zo) y (t1,(t1,t0,x0)) ¢ K. Andlogamente, existe to < ty tal
que ty € I(tg,x0) y (t2, p(ta, o, x0)) & K

En otras palabras, el teorema asegura que la graficas de las soluciones
maximales escapan, en el futuro y en el pasado, de cualquier subconjunto

compacto contenido en la region 2, siempre y cuando se aplique el teorema
de Picard en (2.

DEMOSTRACION. Probaremos la existencia de ¢; (la existencia de ¢, se ob-
tiene del mismo modo). Llamemos (a,b) al intervalo I(to,zo). Si b = +o0,
el resultado es inmediato: la sucesién {(tg + n, ¢(to + n,to, o)) | n € N} no
estd acotada en R x R™, y por lo tanto no puede estar contenida en K que
es cerrado y acotado. Supongamos entonces que b < +00. Si consideramos
ahora la sucesién

{(b— %,gp(b— %,to,%)) In> o}

y supongamos por el absurdo que esta contenida en K. Bajo esta suposicion,
podemos extraer una subsucesion convergente, es decir, elegir naturales n, —

oo tales que
1 1

(b - _790([) - _7t07x0>) - (ba y) €K .
ng N,
Si aplicamos el teorema de Picard en el punto (b,y), obtenemos que existe
e > 0y un entorno U C Q de (b,y) tal que para toda condicién inicial
(t,xz) € U el intervalo maximal I(t,z) contiene al intervalo (t —¢,t + ¢€). Si
llamamos t; al instante b— %, y T = o(tg, to, o), tendremos que para k € N
suficientemente grande, t; > b—e€ y que (tx, ;) € U. Pero entonces I (tx, z),
que coincide con I(tg, xg) = (a,b) puesto que (tx,zx) estd en la grafica de la
solucién maximal por (o, xg), contiene al intervalo (tx — €t + €). Esto es
absurdo, porque t; + € > b. ¢



3 Dependencia de las condiciones iniciales

En esta secciéon, estudiaremos la regularidad de la soluciéon general. Mas
precisamente, probaremos que su dominio A es un abierto en R x R x R",
que ¢ : A — R™ es continua, y que es de clase C! cuando la funcién f que
define la ecuacién diferencial es de clase C*.

Nos interesaremos también en familias de ecuaciones diferenciales que de-
penden continuamente de ciertos parametros; en este caso, obtendremos que
las soluciones también dependen continuamente de los parametros. Veamos
un ejemplo sencillo para fijar ideas.

Ejemplo. Consideremos la familia de ecuaciones lineales & = ax + b, x €
R parametrizada por los parametros a,b € R. El método de variacion de
constantes permite obtener la solucién general (que ahora también depende
de los pardmetros):

t
@(t,to,l‘o, a, b) — ea(t—to) (950 +/ be—a(s—to)ds )
to

Teorema 9 (Continuidad de la solucién general). Sea Q) C R x R"™ un
abierto, y f : Q@ — R™ una funcion continua, localmente Lipschitz respecto
de la sequnda variable. Entonces el dominio A de la solucion general ¢ de la
ecuacion diferencial & = f(t,z) es un abierto de R x R x R™ y ¢ : A — R”
es continua.

Veamos como interpretaremos la continuidad de la soluciéon general en
un punto (tq1,tg,z9) € A en términos de distancias. Supongamos que en
el instante t; € R iniciamos la evolucién regida por la ecuacién diferencial
en un punto xy € Q. El estado en un instante t; € I(to, x¢) vale digamos
x1 = @(t1,t0,0). Si el teorema anterior se aplica, entonces dado ¢ > 0
arbitrario, existird cierto 6 > 0 tal que, toda evolucién que se inicia en un
instante ¢, con |t —to| < 0, desde un punto z; con ||zy — zo|| < d, estard
definida hasta el instante t; (o sea, t; € I(t},x;)), v se hallard en dicho
instante en un punto z| = ¢(t1,t), ;) a distancia menor que € de x; (es
decir, tal que || 2] — 1| < €).



4 Ecuaciones diferenciales autonomas

Una ecuacién diferencial auténoma es una ecuacién de la forma

i = f(z)

donde f : U C R™ — R” es una funcién continua definida en un abierto U.
Supondremos de ahora en mas que la funcién f es localmente Lipschitz (o
de clase C" si se quiere), de modo que se aplique el teorema de Picard.

Podemos pensar que se trata de una ecuacién como las que vimos antes,
pero con la particularidad que el segundo miembro no depende de la variable
temporal. Esta particularidad se refleja en las soluciones: Si ¢ : (a,b) — U
es una solucién, entonces para todo valor de a € R, la funcién ¥ (t) = ¢(t+a)
es otra solucion. En particular, la soluciéon general verifica

QO(t, th Jfo) = gO(t - t07 07 xO)

o dicho de otro modo, el instante inicial ¢y es irrelevante, y el resultado de la
evolucion sélo depende de la posicion inicial xg € U y del tiempo transcurrido
t — tg. Por esta razon, para una ecuacion diferencial auténoma llamaremos
solucion general a la funciéon continua

¢(t7 xU) = Qp(t> 0, .’L’o)

definida para xg € U y t € I(0,xq). Tienen particular interés las ecuaciones
diferenciales auténomas cuyas soluciones maximales estan definidas en R, es
decir 1(0,z) = R para todo zg € U. Bajo estas hipétesis, la solucién general
es la tnica funcién

o:RxU—-U
que verifica las condiciones
do
t,2) = 1(0(t,2) 8(0,2) =

para todo x € U y para todo t € R. Decimos también que ¢ es el flujo o
sistema dinamico generado por la ecuacion diferencial en el abierto U. La
propiedad fundamental que verifica el flujo de una ecuacién auténoma es la
siguiente:



Proposicién 10 (Propiedad de grupo). El flujo ¢ definido por la ecuacion
diferencial & = f(x) verifica

o(t, (s, 2)) = d(s + t,x)
para todo t,s € R y para todo x € U.

DEMOSTRACION. Fijados s € R y # € U, resulta claro que la igualdad
vale para t = 0. Si definimos las funciones @1 (t) = ¢(t, (s, 2)) v @a(t) =
¢(s + t,x), entonces p; y @2 son dos soluciones de la ecuacién diferencial
& = f(x) que para t = 0 toman el valor ¢;(0) = ¢2(0) = ¢(s,z). El teorema
de Picard implica entonces que o1 (t) = wo(t) para todo t € R. ¢

Definicién 11 (Orbita o trayectoria). La dérbita de un punto = € U es
la curva que describe en U el punto z(t) = ¢(t,z) cuando t varfa en R. Si
la érbita de x € U consta de sélo el punto = entonces es porque f(z) = 0
y decimos que x es un punto de equilibrio del sistema. Si f(x) # 0,
entonces la unicidad de las soluciones implica que &(t) = f(¢(t,x)) # 0 para
todo t € R; en este caso decimos que z (y por lo tanto cualquier otro punto
de su érbita) es un punto regular del sistema.

4.1 Orbitas periodicas

Las orbitas mas simples de detectar en un sistema autéonomo son las que
constan de un solo punto, es decir los puntos de equilibrio. Todas las demas
orbitas son entonces curvas regulares en U, de las cuales nos interesa estudiar
su comportamiento asintético, es decir, las propiedades que permiten predecir
sobre la evolucion futura del punto z(t). En este sentido, las érbitas regulares
mas simples son las corresponden a una evolucion periddica.

Definicién 12 (Punto periédico). Decimos que un punto regular x € U
es periodico, si existe T' > 0 tal que

o(T,z)==x.
Si x es un punto periédico, entonces para todo t € R vale que
(T, 0(t,x)) = ¢(t + T, x) = ¢(t,9(T’ x)) = ¢(t,2),

lo que demuestra que los puntos de la érbita de z son también periddicos.
Por esta razon, decimos que la érbita de x es periédica. Veremos ahora
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que a toda érbita periddica, le podemos asociar un nimero real positivo, su
periodo. Dado un punto x € U, consideremos el conjunto

P ={T€R|§(T,z) =}
Es claro que este conjunto es vacio si y solo si x no es ni peridédico ni de
equilibrio (Si z es punto de equilibrio entonces P, = R).
Proposicién 13 (Periodo). Si la drbita de x € U es periddica, entonces

eziste un unico numero real T > 0 tal que P, = {nt | n € Z}.

DEMOSTRACION. Observemos primero que el conjunto P, es cerrado en R:
si {t,} es una sucesién contenida en P, que converge a cierto nimero real
t € R tenemos, debido a la continuidad de ¢, que

o(t,z) = o( lim tn, @) = lim (P(tn,z)) =x.

Esto prueba que P, contiene los limites de sucesiones contenidas en él, lo
que equivale a que el conjunto sea cerrado. En segundo lugar, tenemos que
el conjunto P, C R es un subgrupo del grupo aditivo (R, +). Esto significa
que sumas y opuestos de elementos en P, también pertenecen a P,: sity s
estan en P, entonces

¢(t + 87'17) = ¢(t,¢(8,$)) = ¢(t7x) =T

lo cual prueba que t + s € P,; para ver que —t € P,, observemos que

o(—t,x) = ¢(—t,6(t, 7)) = $(0,2) = x.

Dejamos como ejercicio, verificar que los subgrupos cerrados de (R, +) son,
o bien todo R, o bien de la forma G, = {na | n € Z} para algin nimero
real a > (0. Se deduce ademas de la proposicién, que el periodo 7 de la érbita
puede definirse como 7 = min{7" > 0 | ¢(T, z) = x}. ¢

Ejemplo. Consideremos la funcién de clase C* definida en R?, f(z,y) =
(—y, ). El flujo generado en R? por el sistema auténomo (i,9) = f(x,y) es

8(t, (z,)) = (x(t), y(t)) donde
x(t) = x cos(t) — ysen (t)
y(t) = xsen (t) + y cos(t)

y concluimos entonces, que exceptuando el punto de equilibrio (0, 0), la érbita
de todo punto (z,y) es periédica y de periodo 2.
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5 Ecuaciones diferenciales lineales

Decimos que la ecuacién diferencial & = f(t,z) , con f : RxR" — R" es una
ecuacion lineal cuando la funciéon f es afin en la variable z. Esto significa
que para cada t € R, existe un vector b(t) € R" y una matriz A(t) € M,, tal
que para todo x € R" se tiene

flt,x) = A(t)x + b(t) .

La continuidad de f implica que tanto los coeficientes a;;(t) de la matriz
A(t), como las coordenadas del vector b(t) son funciones continuas.

Recordemos que M,,, el espacio de las matrices n X n a coeficientes reales,
es un espacio vectorial de dimensién n? (isomorfo a R”Q). Este espacio de
matrices también conforma un dlgebra no conmutativa, con la operaciéon de
multiplicacion de matrices. Pensaremos también el espacio M, como un
espacio vectorial normado, con la norma definida por

I Mo — [0, +00)

1Al = sup {|| Az|[ | [[ =[] =1} .

Recordemos ademas, que esta norma verifica las siguientes propiedades: Para
todo x € R" vale que || Az|| < || z||, y para toda otra matriz B € M, se
tiene || AB|| < || A|| || B||. En lo que sigue,

k—o00
significard que la sucesién de matrices A, € M,,, k > 0, converge a la matriz
A e M, es decir, que
lim ||A— A =0.
k—oo

Una funcién A : R — M,, es derivable si cada coeficiente a;; : R — R de la
matriz A es derivable. En este caso, llamamos derivada de la matriz A(t) a
la matriz

A(f) = Tim £ (A(t + 5) — A(8)) = (as;(1))

s—0 S

Veremos que el conjunto de las soluciones de una ecuacién diferencial
lineal tiene una estructura muy particular.
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5.1 Soluciones maximales, lema de Gronwall

Demostraremos que las soluciones maximales de una ecuacion lineal estan
definidas en R. En la demostracién, utilizamos el siguiente lema:

Lema 14 (Gronwall). Si u,v : [a,b] — [0,+00) son dos funciones conti-
nuas, y existe una constante a > 0 para la cual se verifica

t
u(t) < a+/ u(s)v(s)ds
para todo t € |a,b], entonces vale también para todo t € [a,b] que
u(t) < aelav®)ds

DEMOSTRACION. Definimos en [a,b] la funcién w(t) = o + fj u(s)v(s) ds.
Es claro que w es de clase C', su derivada vale w'(t) = u(t)v(t) > 0, que
w(a) = a > 0, y por hipétesis sabemos que u(t) < w(t) para todo t € [a, b].
Pero entonces

w'(t) = u(t)v(t) < w(t)v(t)

y por lo tanto, dividiendo por w(t) > « > 0 e integrando entre a y ¢ resulta

t ¢
logw(t) —loga = / ds < / v(s)ds.

Finalmente, resulta que u(t) < w(t) < o efa V() ds ¢
Teorema 15. Sean A : R — M,, y b : R — R" funciones continuas. Las
soluciones maximales de una ecuacion lineal

T = A(t)x + b(t)
estan definidas para todo t € R.

DEMOSTRACION. Sea (I, ) una solucién maximal, un instante ¢ty € I, y un
intervalo cerrado y acotado [a,b] C R que contenga a t;. Probaremos que
necesariamente tendremos [a,b] C I, y que por lo tanto, tiene que ser I = R,
puesto que el intervalo [a, b] es arbitrario.

13



Dado que ¢ es solucién de la ecuacion, tenemos que para todo t € I se
cumple

¢@:%+/A@www@@

to

donde zy = p(ty). Se deduce entonces que

@I < [l oll +/t O] dH/t FAG)IH ()] ds -

Observemos ahora que las funciones s — || b(s)|| y s — || A(s)|| son continuas
en todo R, y por lo tanto son acotadas en el intervalo [a, b]. Esto implica que
si definimos

B =max {[[b(s)]| | s € [a,b] }
M = max {[| A(s)[| | s € [a,0] }

entonces para todo t € [a,b] N I se verifica

|wwusww+3w—@+lﬂﬂwwm@.

Si aplicamos el lema de Gronwall a la funcién u(t) = || ¢(¢)||, llamando « a
la constante || zo|| + B(b — a), resulta que

” @(t)H < o eMlt=tol < o eMb—a)
Si definimos ahora el conjunto K C R x R"
K={(tz)|te[ab], |z <act},

entonces es evidente que K es compacto y que (tp,z9) € K. Si aplicamos
el teorema 8, que asegura que las graficas de las soluciones maximales no
pueden estar contenidas en subconjuntos compactos de R x R", obtenemos
que existe t; € I, con ty < ty, tal que (t1, p(t1)) ¢ K. Pero entonces t; ¢ [a, ]
lo que implica que b < t;. Andlogamente, obtenemos que existe t, € I con
ty < to y tal que t5 < a. Por lo tanto, vale que [a,b] C [ta,t1] C I como
queriamos demostrar. ¢
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5.2 Principio de superposicién, matriz fundamental

El conjunto de las soluciones de una ecuacion lineal tiene una estructura
lineal. Para formalizar esta afirmacion, introducimos la nocién de ecuacion
lineal homogénea:

Definicién 16 (Ecuacién homogénea). Una ecuacién diferencial lineal es
homogénea cuando es de la forma & = A(t)z. Llamamos ecuacién homogénea
asociada a una ecuacion lineal & = A(t)x + b(t) a la ecuacion & = A(t)z, es
decir, a la que se obtiene eliminando el término independiente b(t).

Proposiciéon 17. Si denotamos S el conjunto de las soluciones de una
ecuacion lineal en R™, es decir

S={p:R—=R"[¢(t) = At)p(t) +b(t) } ,

y denotamos Sy el de las soluciones de su ecuacion homogénea asociada, o
sea

Su={p:R=R"[¢(t) = Al)p(t) } ,

entonces
1. El conjunto Sy es un espacio vectorial de dimension n.

2. Para toda solucion particular ¢, € S se tiene que
S=¢p+Su={pp+elpesSu}.

DEMOSTRACION. Si tomamos ¢, € Sy entonces toda combinacién lineal
Ao+ € Sy. Esto prueba que el conjunto de las soluciones de una ecuacion
homogénea es un subespacio del espacio vectorial de las funciones de R en
R" (que es de dimensién infinita). Para probar que dim(Sy) = n, elegimos

una base {vy,...,v,} de R" y para cada i € {1,...,n} llamamos ¢; a la
unica solucion de la ecuaciéon homogénea que verifica la condicién inicial
©i(0) = v;. Probaremos que el conjunto B = {1, ..., p,} es una base de Sg.

Siajpr+ -+ app, =0 € Sy, entonces evaluando en ¢ = 0 obtenemos que

a1p1(0) + -+ + apn(0) = ayvy + - - - + ayv, =0 € R”

y por lo tanto a; = --- = a, = 0, lo que prueba que el conjunto B
es linealmente independiente. Para ver que B genera Sy, consideramos
una solucién arbitraria ¢ € Sy y definimos v = (0). Existen entonces
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ai,...,a, € R tales que v = ayv; + - - - + a,v,. Pero entonces las funciones ¢
y a1p1 + -+ - + anp, son dos soluciones que toman el valor v en £t = 0, y por
lo tanto ¢ = ayp1 + -+ - + anPn.

Para demostrar la segunda afirmacién, basta con verificar que si ¢, € S,
entonces ¢ € Sy siy solo si ¢, + ¢ € S. ¢

Para lo que sigue, conviene recordar lo siguiente: si A y B son matrices,
entonces cada columna de la matriz producto AB es el producto de la matriz
A por la columna correspondiente de la matriz B. Si M : R — M,, es
una matriz diferenciable (es decir, cada coeficiente m;;(t) de la matriz M (t)
es una funcién diferenciable de R en R), entonces resulta que M verifica la
ecuacién matricial X = A(t)X, si y sélo si cada columna de M, pensada
como funcién de R en R™, es solucién de la ecuacién diferencial & = A(t)z.
Esto nos permite afirmar, que dada una matriz My, € M,,, existe una tnica
matriz M (t) diferenciable, definida para todo t € R, y tal que M (0) = M.

Definicién 18 (Matriz fundamental). La matriz fundamental de una
ecuacién lineal homogénea & = A(t)z es la inica matriz ¢(t) definida para
todo t € R tal que:

¢(0) =1 (matriz identidad), y
o(t) = A(t)p(t) paratodot e R.

De acuerdo a lo que dijimos antes, y dado que las columnas de la matriz
identidad conforman la base candnica de R", resulta claro que la matriz
fundamental se obtiene como la matriz cuyas columnas son las soluciones de
la ecuacion homogénea que en ¢t = 0 pasan por la base candénica de R™. El
interés de considerar la matriz fundamental resulta evidente en la siguiente
afirmacion (cuya verificacién es inmediata):

Si ¢(t) es la matriz fundamental de la ecuacién homogénea & = A(t)z,
entonces la solucién que en ¢t = 0 vale xj estd dada por z(t) = ¢(t)xo.

Ejemplo. Consideremos el sistema de ecuaciones
{ & o= 2z
y = x+ 2y
Si llamamos u al vector (z,y), entonces el sistema es equivalente a la ecuacién
lineal homogénea @ = A(t)u, donde A(t) es la matriz (21t 20t> Como la
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primer ecuacién del sistema no depende de la segunda variable, podemos
resolverla, y resulta que
2
z(t) = zoe” .

Reemplazando z en la segunda ecuacién obtenemos una ecuacién lineal no
homogénea en y, a saber

. 2

Y = 2ty + zoe

que también podemos resolver (usando el método de variacién de constantes).
Resulta entonces que
2 2
y(t) = yoe" + mote" .

Por 1ltimo, si escribimos la solucién en forma vectorial el resultado es

0= () = (e ) () =otome.

es decir, la matriz fundamental es ¢(t) = e’ (1 (1))

Método de variacion de constantes. Supongamos que conocemos la
matriz fundamental ¢(t) de la ecuaciéon homogénea asociada a una ecuacién
lineal # = A(t)z+b(t). Tenemos entonces que ¢(t) = A(t)p(t) y que (0) = I.
El método de variacién de constantes nos permite hallar la solucién general
de la ecuacion no homogénea. Consiste en buscar soluciones de la forma

z(t) = ¢(t)y(t)

es decir, en reemplazar la constante xry € R™ en la expresion de la solucion
de la ecuacién homogénea por una funcién y(t) que debemos determinar.
Derivando x obtenemos que

B(t) = o(t)y(t) + ¢()y(t) = At)x(t) + o(1)y(t)

y deducimos que x verifica la ecuacién no homogénea si y sélo si

y(t) = ¢~ (1)b(2)

para todo t € R. Si le imponemos ahora a x la condicién inicial z(0) = =z,
obtenemos integrando y que

o) =600 (s0+ [ 67 (i) s )
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5.3 Ecuaciones lineales autonomas

Para que una ecuacién lineal sea auténoma, tanto la matriz A(t) como el
término independiente b(t) deben ser constantes. Consideramos entonces
ecuaciones del tipo

t=Ax+0b

donde A € M,,(R) es una matriz a coeficientes reales y b es un vector de R".
Una particularidad muy importante de estas ecuaciones, es que a diferencia
de las ecuaciones lineales en general, las de coeficientes constantes pueden
resolverse explicitamente.

Estudiamos en primer lugar la matriz fundamental ¢(¢) de la ecuacién
homogénea © = Ax. Si bien la matriz A es de coeficientes reales, sera ttil
dar la definiciéon que sigue para matrices complejas.

Definicién 19 (Exponencial de una matriz). Si A € M,(C) es una
matriz n X n con coeficientes complejos, su exponencial es la matriz

A—OOAk—l' I+A 1A2 1Am
e _I;H_minio FAG At

En lo que sigue asumiremos que la matriz exponencial estd bien definida,
es decir, que la serie que la define siempre es convergente.

Teorema 20. La matriz fundamental de la ecuacion lineal homogénea de
coeficientes constantes @ = Az es ¢(t) = et

DEMOSTRACION. Es claro que ¢(0) = e® = I. Para ver que es derivable,
observemos que la serie de las derivadas converge a A et :

o d Aktk’ o Aktkfl o Ak*ltkfl o Aktk
ZE( k! )‘2@:-1)! =43, (k—1)! =4 kz; k!

k=0 k=1
La convergencia es uniforme en compactos, lo que implica que o(t) = e es
derivable, y que su derivada vale ¢(t) = Ap(t). ¢

Ejemplo. Se verifica facilmente que si
(0 —1 gt [cost —sent
J = (1 0 > entonces e’ = (sent cost )
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Por un lado, evaluando en ¢t = 0 la matriz de senos y cosenos obtenemos la
matriz identidad; por otro, si la derivamos, obtenemos la matriz

—sent —cost) (0 -1 cost —sent
cost —sent) \1 0 sent cost )

Proposiciéon 21. De la definicion de la matriz exponencial se deducen las
siguientes propiedades:

ai

ay e
Qs 0 e2 0
1. D= e
0 0
ay, e
. A 0
2. 81 A= < 0 A2> € M, donde Ay € M, y Ay € M, entonces

e 0

3. Si A= PBP! entonces e* = PeB P71,

DEMOSTRACION. La primera afirmacién se deduce de la segunda; la segunda
se debe al hecho que la multiplicacion de matrices preserva la estructura de
bloques de los factores. Para demostrar la tercera afirmacién, observemos
que A¥ = PB¥P~! y por lo tanto

ed = lim (I +PBP'4+... 4 i,PBmPI)
m!

m—00

m—00

= P lim <I+B+---+—Bm> Pl =peBpt,
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Ejemplo. Supongamos que queremos resolver el sistema homogéneo

T = 3r—2
y = 2x+ 3y

La matriz A = ;) _32) no es diagonalizable en M,,(R), ya que las raices

de su polinomio caracteristico son A = 3 £ 2i. Sin embargo, la matriz es

diagonalizable en M,,(C):
3 =2\ _ 1 /i 1\ (3+2 0 - 1
2 3) 2\1 1 0 3—-2)\1 —i)°
Deducimos entonces que
a L[ 1) fe®rr 0 —i 1
7 o\ 0 B2\ 1 —
_ cos2t —sen?2t
B sen2t cos2t
y por lo tanto, la soluciéon general del sistema es

z(t) = e3(wg cos2t — yysen2t)

y(t) = e (zosen 2t + yo cos2t)
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6 Estabilidad de las trayectorias

En general, en las aplicaciones, las condiciones iniciales de la evolucion de
un sistema se miden con cierta imprecisién (error de medida) que dificulta
en ciertos casos la predicciéon. Por ejemplo, si la ecuacion diferencial que
rige esta evolucién fuese © = —ux, entonces el error en la condicién inicial
tiene poca trascendencia, puesto que todas las soluciones tienen el mismo
comportamiento asintético en el futuro , i.e. tienden a 0 cuando t — +oc.
En cambio, si la ecuacién fuese & = x, cuya solucién general es x(t) =
xo €', se plantea el siguiente problema: si el error en la medida de z( es
mayor que | xg|, entonces el signo de xy queda indeterminado, al igual que el
comportamiento asintético en el futuro de la soluciéon por xy. Nos interesa
entonces distinguir las soluciones cuyo comportamiento asintotico es el mismo
que el de las soluciones por condiciones iniciales suficientemente préoximas.

Definicién 22 (Trayectoria estable). Supongamos que ¢ : R x R" — R”
es un flujo generado por una ecuacién diferencial & = f(z). Decimos que
x € R” tiene una trayectoria estable en el futuro, cuando para todo € > 0,
existe § > 0 tal que: si ||y — z|| < 0, entonces || ¢(t,y) — o(t, x)|| < € para
todo t > 0.

Definicién 23 (Trayectoria asintéticamente estable). Decimos que el
punto z € R" tiene una trayectoria asintoticamente estable en el futuro, si es
estable en el futuro, y ademads, existe p > 0 tal que, si ||y — z|| < p entonces

Jim | 6(t,y) = ot 2)]| = 0.

Observaciones.

1. Es posible definir de manera analoga, las nociones de estabilidad y
estabilidad asintotica en el pasado, observando el comportamiento de
las soluciones cuando ¢t < 0 y cuando t — —oo0.

2. Un punto x € R" tiene una trayectoria inestable (es decir, no estable)
si y sélo si, existe € > 0 y una sucesion x,, — x tal que, para cadan > 0
existe t,, > 0 que verifica

| ¢(tn, v0) — S(tn, x)|| > €.
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3. (Punto de equilibrio estable.) Si xy es un punto de equilibrio,
entonces la condicién de tener una trayectoria estable en el futuro (o
en el pasado) se expresa mas simplemente: z, es un punto de equilibrio
estable si para todo € > 0 existe d > 0 tal que, las trayectorias que
en t = 0 se encuentran a distancia menor que ¢ de zy se mantienen a
distancia menor que € de xy para todo t > 0. Si ademas de ser estable,
existe p > 0 tal que, si ||y — xo|| < p entonces

lim ¢(t7y) = Zo ,

t—+o00

decimos que z( es asintoticamente estable. Es importante resaltar que
esta 1ltima condicién por si sola no garantiza la estabilidad: el estudio
cualitativo del siguiente sistema en R?

i = x(l— (2 +9?)? —y(V22 +y2 —y)
Z-/ — y(l—(:l:2+y2))2+l'( /132—1-3/2—3/)

revela que el punto de equilibrio (0, 1) es inestable, a pesar de que

lim ¢(t7 (I7y)) = (Ov 1)

t——+o0

para todo (x,y) # (0,0).
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6.1 El péndulo simple

El péndulo consiste en una masa puntual m obligada a desplazarse sobre
una guia circular lisa (sin rozamiento) y contenida en un plano vertical. Si
parametrizamos la guia con el dngulo x, medido desde el punto més bajo de
la misma, entonces la posicién z(t) de la masa m en el instante ¢ verifica la
ecuacion de Newton

ri= —gsen x

donde r > 0 es el radio de la guia y g es la aceleracion de la gravedad. Si

definimos la constante

/9
W= )
r

la ecuacién es equivalente al sistema de primer orden

T = Wy

Yy = —wsenw
Este sistema es no lineal, satisface las hipdtesis del teorema de Picard (de
existencia y unicidad de las soluciones), y ademas define un flujo en R?, es
decir, las soluciones maximales estdn definidas en R. Demostraremos esta

ultima afirmacion haciendo uso de la conservacion de la energia mecanica del
sistema.

Proposicién 24. Las soluciones maximales de la ecuacion del péndulo estan
definidas en R.

DEMOSTRACION. Observemos en primer lugar, como deciamos antes, que la
energia mecanica del sistema se conserva, es decir, la energia cinética mas un

potencial

1 1

5 m(ri)? — mg(r cos x) = mgr( 5 y* —cosx)

es constante a lo largo de las trayectorias. En particular, se conserva la
funcion .

E:R* =R E(x,y):§y2—cosm.

Esto quiere decir, que si (z(t),y(t)) es una solucién del sistema, entonces
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para todo t en el dominio de la solucién. Esto se verifica inmediatamente
calculando la derivada de la composicion de la energia con la solucion:

d (1 , i
— | zy*—cosx | = Tsenx
at \ 9 Y vy
= (—wsenz)y+ (wy)senz =0.
Deducimos que

[y(t)] = v/2(c + cos 2(0) < Cr = Ve 1 2,

Supongamos ahora por el absurdo, que la solucién (z(t),y(t)) es maximal y
estd definida sobre el intervalo (a,b) con b < +oo. Fijando algin instante
inicial ¢y € (a,b), y llamando z( a x(t(), podemos escribir

t
x(t) = xo + / wy(s)ds
to
y deducir, utilizando que |y(t)| < Cy , que |x(t) — xo| < Cy = (b — to)w Ch.
Pero esto contradice el teorema 8, aplicado al compacto

K={(t(z,y) ERxR*| tr<t<b, |yl <C, |z—z/<Co} .

La suposicién que b < +oo es entonces absurda, y por lo tanto b = +oc.
Anélogamente se prueba que a = —oc. ¢

Estudiaremos ahora en forma cualitativa las trayectorias del sistema. Los
puntos de equilibrio de este sistema son los puntos de la forma (nm,0), con n
un numero entero. En realidad, el péndulo tiene sélo dos puntos de equilibrio,
a saber, los puntos de la guia de altura maxima y minima. La diferencia se
debe a que la parametrizacion que utilizamos para la guia no es inyectiva: z
y x4+ 2k se corresponden, para todo k entero, con el mismo punto de la guia.
Por lo tanto, las traslaciones del plano (z,y) — (z+ 2k, y) son simetrias del
sistema, y en particular, si trasladamos una solucién obtenemos otra solucion.

Los conjuntos de nivel de la funciéon energia son invariantes por el flujo
engendrado por el sistema. Esto nos permite discutir el comportamiento de
las trayectorias en funcién del nivel en el que se encuentran (observar que
E(x,y) > —1 para todo (z,y) € R?).

e Si E(x,y) = —1, entonces y = 0, y cosz = 1, es decir, x = 2k7 con k
entero. Las trayectorias en este nivel de energia son puntos de equilibrio
(sobre la gufa se corresponden con el punto més bajo).
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e Si E(z,y) = ccon —1 < ¢ < 1, entonces las trayectoria de (z,y) nunca
pasa por el punto mas alto de la guia, puesto que alli £ > 1. La altura
maxima de la trayectoria en la guia es alcanzada con energia cinética
nula, es decir y(t) = 0, y por lo tanto en ese instante cos z(t) = —c. A
partir de entonces, la masa cae, y alcanza otra vez la altura maxima en
el punto simétrico respecto al didmetro vertical de la guia. El resultado
es una orbita peridédica: estd contenida en las graficas de

y =++/2(c+cosx),
y en particular se deduce la acotacién (a menos de una traslacion)

—arccos(—c)+ < x(t) < arccos(—c) .

e Si E(x,y) = 1, entonces hay varias posibilidades para la trayectoria de
(x,y). En primer lugar tenemos los puntos de equilibrio y = 0, cosz =
—1, que se corresponden con el punto més alto de la guia. La unicidad
de las soluciones nos permite deducir que las demas trayectorias en este
nivel de energfa verifican cosx(t) > —1 para todo t € R, y que por lo
tanto, a menos de una traslacion se verifica

—r<z(t)<m.
De la conservacion de la energia obtenemos que
y(t) = £+/2(1 + cos z(t))

donde el signo estd determinado por el valor de y = y(0). Si y > 0,
entonces @(t) > 0 para todo t € R, y la trayectoria verifica

lim (z(t),y(t)) = (m,0) Jim (z(2),y(t)) = (=7,0) .

t——+o0

En cambio, si y < 0 se cumple

lim (z(t),y(t)) = (=m,0) lim (x(t),y(t)) = (7,0) .

t—+o00 t——o0

En sintesis, el nivel de energia E = 1 contiene tres trayectorias médulo
traslaciones: el punto de equilibrio correspondiente al punto mas alto
de la guia, y dos trayectorias que sobre la guia tienden al punto méas
alto cuando ¢ — 400, una con & > 0 y otra con < 0.

25



e Por tltimo, si F(z,y) = ¢ > 1 obtenemos dos trayectorias para las
cuales el signo de = wy es constante, una que verifica

y(t) = /2(c + cosz(t)) > 0,

y la otra

y(t) = —/2(c + cosz(t)) <0 .

En particular vale

0<V2(e—1) < y(t)| < V2(e+ 1)

para todo t € R, lo cual implica lim; ., z(t) = oo, lo que significa que
la masa m da infinitas vueltas alrededor de la guia, tanto en el futuro
como en el pasado (la velocidad minima se alcanza en el punto més alto,
y la maxima en el mas bajo). Estas trayectorias no son periddicas en
el plano, pero debemos considerarlas periédicas cuando las pensamos
sobre la guia circular.

Estabilidad de los puntos de equilibrio. Vamos a demostrar que los pun-
tos de equilibrio Py, = (2k7,0) con k € Z, es decir los de energia potencial
minima, son estables, y que los puntos de equilibrio Pogy1 = ((2k+1)m,0) son
inestables. Dado que las transformaciones (x,y) — (x4 2k, y) son simetrias
de la ecuacion, basta probar que (0,0) es estable (pero no asintéticamente),
y que (7,0) es inestable.

Veamos primero la estabilidad de (0,0). Dado € > 0, consideremos la
circunferencia de centro (0,0) y radio e. Sobre esa circunferencia la funcién
E tiene un minimo m(e) > —1. Supongamos que (x,y) es una solucién
inicialmente cercana a (0,0); digamos por ejemplo que |z(0)],|y(0)| < 0.
Pero entonces de la conservaciéon de la energia resulta

c=3 y(t)* — cosx(t) = %y(O)2 —cosz(0) < %(52 —cosd
y por lo tanto se cumple que ¢ € (—1,m(e)) si 6 > 0 es suficientemente
pequeno. Esto implica que ningin punto (z(t),y(t)) de la trayectoria puede
encontrarse a distancia e del origen, porque sobre estos puntos dijimos que la
funcién E toma valores mayores o iguales que m(e). Consecuentemente, la
trayectoria debe estar contenida en el conjunto de puntos que distan menos
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que € del origen lo que asegura la estabilidad de dicho punto (en el futuro
y en el pasado). La estabilidad no puede ser asintética, puesto que vimos
que todas las trayectorias cercanas a (0,0) son periddicas, y por lo tanto no
convergen cuando t — +oo.

Para terminar, veamos que el punto de equilibrio (7, 0) es inestable. Con-
sideremos las condiciones iniciales cercanas (m — 1/n,0), n > 0, y observe-
mos que las trayectorias que generan son periddicas, y pasan por los puntos
(—m + 1/n). Esto implica la inestabilidad del punto (m,0).

Observaciéon. Como vimos el punto de equilibrio correspondiente a la
minima energia es estable pero no asintéticamente estable. En realidad esto
ocurre siempre en los sistemas mecanicos (y conservativos en general):

Definicién 25. Dada una ecuacién diferencial # = f(z) en una regién €2
de R"™, decimos que una funcién continua F : U — R, definida en un sub-
conjunto abierto U de €2, es una preintegral de la ecuacién si es constante
sobre las trayectorias de la ecuacion; es decir, tal que si x € U entonces

E(p(t,x)) = E(x)

para todo t € R tal que ¢(t,z) € U. Las preintegrales triviales son las
funciones constantes en €2, y no presentan ningun interés para el estudio de
la ecuacién diferencial.

Observemos entonces que si la ecuacion tiene un punto de equilibrio
asintoticamente estable xy € (2, entonces toda preintegral de la ecuacién
es trivial en un entorno de x.

Volviendo al ejemplo del péndulo, deducimos que (0,0) no puede ser
asintoticamente estable, ya que la energia es una preintegral global (i.e.
definida en todo el espacio) que no es trivial (i.e. no es constante) en ningin
entorno de (0,0).

27



6.2 El método de Liapunov

Como vemos en el ejemplo de la seccion anterior, la estabilidad de las trayec-
torias de una ecuacion diferencial puede estudiarse sin la necesidad de resolver
explicitamente la ecuacién. Veremos ahora un método desarrollado por el
matematico ruso Alexandre Liapunov (1857-1918). Consiste en considerar
funciones auxiliares para las cuales se verifican hipétesis de crecimiento (o
decrecimiento) a lo largo de las trayectorias. Consideremos una ecuacién
diferencial auténoma & = f(x) en una regién 2 de R", en las hipdtesis del
teorema de Picard, y sea ¢(t, x) la trayectoria que en t = 0 pasa por z.

Definicién 26 (funcién de Liapunov). Una funcién continua V' : U — R,
definida en un subconjunto abierto U de €, es una funcién de Liapunov para
la ecuacién, si para todo x € U la composicién V(p(t, z)), que esta definida
en un entorno de 0 € R, es derivable en ¢ = 0, y el valor de esta derivada
depende continuamente del punto x € U.

Definicién 27 (derivada de Liapunov). Si V : U — R es una funcién
de Liapunov para cierta ecuacién diferencial, su derivada de Liapunov es la
funcién continua V : U — R

Vi) = SU0) hle) = Vig( ).

Ser una funcién de Liapunov no es realmente una propiedad muy restrictiva,
ya que toda funcién de clase C* lo es para cualquier ecuacién. En este caso,
la regla de la cadena nos permite calcular la derivada de Liapunov, y resulta
que para todo x € U vale

V(z) =<VV(x), f(z) > .
En lo que sigue utilizaremos la siguiente terminologia:

e Una funcién V : U — R es definida positiva en el punto zy € U si
V(zg) =0y V(x) > 0 para todo x # xo.

e Una funcién V : U — R es semidefinida positiva en el punto xg € U
si V(zg) =0y V(z) > 0 para todo z € U.

e Una funcién V : U — R es definida negativa (resp. semidefinida
negativa) en el punto xzy € U, si la funcién —V es definida positiva
(resp. semidefinida positiva) en x.
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Supongamos que o es un punto de equilibrio de la ecuacién diferencial (es
decir, f(xy) = 0)), y nos interesamos en su estabilidad. Un problema que
se plantea es que la ecuacién diferencial no define necesariamente un flujo:
pese a que la solucién de equilibrio z(t) = zy estd definida para todo ¢ €
R, las soluciones maximales para condiciones iniciales proximas, pueden a
priori estar definidas sobre intervalos acotados superiormente. Si asi fuera,
no tendria sentido hablar del comportamiento asintotico de las trayectorias o
de estabilidad. Podriamos obviar este problema restringiendo nuestro estudio
a las ecuaciones diferenciales que definen un flujo. Pero esto no sera necesario,
porque como veremos, resulta a fortiori de los teoremas siguientes, que las
trayectorias por condiciones iniciales suficientemente cercanas al punto de
equilibrio xy estan definidas para todo t > 0.

Teorema 28 (Liapunov 1). Si V : U — R es una funcién de Liapunov
definida en un entorno U de xqy tal que:

1. la funcion V' es definida positiva en xq, y
2. su derwada de Liapunov' V es semidefinida negativa en ),
entonces xg es un punto de equilibrio estable en el futuro.

DEMOSTRACION. Sea € > 0. Probaremos que podemos hallar § > 0 tal
que, si ||y — x| < §, entonces ¢(t,y) estd definido para todo t > 0, y
Il o(t,y) — xo|| < € para todo t > 0.

Para lograr esto, elegimos primero €; < € suficientemente pequeno para
que la bola cerrada de centro x( y radio €; esté contenida en U, el dominio
de la funcion de Liapunov. Si llamamos S, al borde de esta bola, es decir, a
la esfera de dimension n — 1

Sa ={z eR"[ |z =zl = a1}

es claro que V' es estrictamente positiva en S, , y como esta esfera es compacta
y V es continua, deducimos que V' tiene un valor minimo m > 0 sobre S,,.
Por otra parte, la continuidad de V', y el hecho que V(zg) = 0, nos permite
afirmar que existe 6 > 0 tal que, si ||y — x¢|| < J, entonces V(y) < m. Es
claro que d < €;.

Consideremos ahora un punto y cualquiera en la bola abierta de centro
xo y radio 4, y la solucién maximal ¢(t,y) que en ¢ = 0 pasa por el punto
y. Esta solucién estd definida para t < a, donde a € R U {+o0}. Vamos
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a demostrar que || p(t,y) — xo|]| < € para todo t < a. Supongamos por el
absurdo que existe 0 < t < a para el cual || p(t,y) — zo|| > €;. Si definimos
entonces t; como el instante en que la trayectoria escapa por primera vez de
la bola de centro zy y radio €, es decir,

= ll'lf{t S (070’) | H QO(t,y) —on > 61} )

resulta claro que ¢, > 0, ¢(t1,y) € S.,. Podemos entonces definir para
t € [0,t] la composicién de la funcién de Liapunov con la solucién. Mas
precisamente, definimos h : [0,¢;] — R, h(t) = V(¢(t,y). Esta funcién es
derivable:

sy i L LY) = V(s y))
dt =0 t
~ i Vip(t,p(s, y)i) — VIS Y) (s, y)) |

Pero entonces h es decreciente puesto que por hipétesis V es semidefinida
negativa. Esto es absurdo, ya que h(0) = V(y) <my h(t1) = V(e(t1,y)) >
m. Concluimos que || ¢(t,y) — xo|| < € para todo ¢ < a. En particular, esto
implica que a = +o0o (si fuera a < 400 entonces de acuerdo al teorema 8 la
solucién no seria acotada), y prueba que el punto zg es estable.

[

Teorema 29 (Liapunov 2). Si V : U — R es una funcion de Liapunov
definida en un entorno U de xqy tal que:

1. la funcion V es definida positiva en xq, y

2. su derwada de Liapunov V oes definida negativa en xg,
entonces xg es un punto de equilibrio asintoticamente estable en el futuro.

DEMOSTRACION. En primer lugar, observemos que las hipdtesis de este
segundo teorema permiten aplicar el primero, ya que una funcién que es
definida negativa es en particular semidefinida negativa. Sabemos por lo
tanto que el punto xg es estable. Podemos entonces elegir ¢y > 0y dp > 0 tales
que, la bola cerrada de centro xg y radio ¢y esté contenida en U y que para
todo punto y € R™ que verifique || y — xo|| < dp se cumpla || (¢, y) — xo|| < €
para todo t > 0. Vamos a demostrar que ademas para estos puntos y se
cumple que
Jm (ot y) — 2ol = 0.
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Debemos entonces probar que dado € > 0 arbitrario, existe T > 0 tal que
Il o(t,y) — xo|| < € para todo t > T. Una vez elegido ¢, la estabilidad
de xy nos permite afirmar que existe 6 > 0 con la propiedad siguiente: si
Il (T, y) — zo|| < 0 entonces para t > T se cumple

ot y) = @oll = 1ot =T, (T, y)) — ol <€

Es entonces suficiente demostrar que, dado § > 0 arbitrario, para algiun
instante T" > 0, la trayectoria del punto y se encuentra en la bola de centro
xo y radio 9. Supongamos por el absurdo que la trayectoria esta contenida
en el anillo

A={z eR"| 0 < ||z — =z < e} ,

es decir, suponemos que se verifica que § < || ¢(t,y) — xo|| < € para todo
t > 0. Si como en la prueba del teorema anterior, definimos la funcién
h:(0,400) — R, h(t) = V(p(t,y)), resulta que h es derivable y que

) = Vo) <swp {V() |2 € A} =a

Como el conjunto A es compacto y la funcién V es continua, este supremo es
en realidad un méaximo, y por lo tanto a < 0 ya que V' es negativa en todo
punto de A. Esto implica que

lim h(t) = —oco

t——+o0

lo cual es absurdo puesto que V' > 0. O

El reciproco del teorema 1 de Liapunov es falso. Por ejemplo, si con-
sideramos en R la ecuacién & = f(x), donde f es la funcién definida por
f(0) =0,y f(z) = (1/2?)sen*(1/x) si x # 0, podemos ver que 0 es un punto
de equilibrio estable, pero que no existe una funcién de Liapunov en que
verifique las hipotesis del teorema. Sin embargo, el reciproco del teorema 2
es verdadero y es debido a José Luis Massera (1915-2002).

Teorema 30 (Massera). Si xy es un punto de equilibrio asintéticamente
estable en el futuro, entonces existe una funcion de Liapunov V definida en
un entorno de xo, tal que, V es definida positiva en o, y V es definida
negativa en x.

Para terminar, veremos un teorema basado en el método de Liapunov,
que permite probar en muchos casos la inestabilidad del equilibrio.
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Teorema 31 (Cetaev). Sizg € Q es un punto de equilibrio de la ecuacion,
y en un entorno U de xy estd definida una funcion de Liapunov V' para la
cual se verifican las siguientes condiciones

1. V(ﬂ?o) = 0,
2. la derivada de Liapunov V es definida negativa en xq, y
3. existe una sucesion {x, |n > 1} C U\ {zo} tal que

(a) x, — xo cuando n — oo, ¥y
(b) V(z,) <0 para todo n > 1,

entonces xqy es un punto de equilibrio inestable en el futuro.

DEMOSTRACION. Elegimos primero € > 0 tal que la bola cerrada de centro
xo vy radio € esté contenida en U. Vamos a demostrar que para cada n > 1,
la trayectoria ¢(t,z,), no puede estar contenida en esta bola. Esto impide
que xg sea estable: para cualquier 6 > 0 hay puntos a distancia menor que ¢
de xy tales que su trayectoria no se mantiene a distancia menor que e.

Como veremos, la prueba se reduce a probar la siguiente afirmacién: siy € R
verifica ||y — zo|| < € y V(y) < 0, entonces existe T > 0 tal que ¢(7,y) esta
definido, y || (T, y) — xo|| > €. Si por el absurdo, la solucién maximal por
el punto y tomara siempre valores en la bola cerrada de centro zy y radio
€, entonces en virtud del teorema 8, esta solucion estaria definida para todo
t > 0. Ademas, como V(z() = 0, podemos elegir 6 > 0 tal que V(z) > V(y)
para todo z tal que ||z|| < d. Si definimos para t > 0, h(t) = V(p(t,v)),
obtenemos que h es decreciente puesto que su derivada vale

L) = Vielt,9))

y por lo tanto deducimos que ¢(t,y) € A para todo t > 0, donde
A={zeR"| 6 < ||z —x| <€} .

Como este conjunto A es compacto, y V' es continua, tenemos que el valor
maximo que toma V en A es

azsup{V(xH xeA}<O.
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Esto implica que

tllinoo h(t) - T

lo cual es absurdo porque V' esta acotada en la bola de centro z( y radio e.
Veamos ahora lo que ocurre con los puntos de la sucesién x,,. Si V(z,) <0,

acabamos de probar que su trayectoria no puede permanecer a distancia de
T menor que € para todo t > 0 en que esté definida. Por tltimo, observemos
que si V(z,) = 0, como V(z,) < 0, tenemos que V(p(s,z,)) < 0 para
s > 0 suficientemente pequeno. Pero entonces aplicando lo anterior al punto
y = ¢(s,z,), deducimos que en este caso, la trayectoria tampoco puede
permanecer a distancia de xy menor que € para todo t > 0 en que esté
definida.

m
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