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Backstepping (Khalil, capitulo 13 (2a Ed.).)

@ Consideremos el sistema

{77 = f(m)+9m)¢
¢ = u

conneR" (eR.

@ Es un caso de linealizacion entrada-salida, con la dindmica de los
ceros de una forma particular.

@ Supongamos que conocemos P (7)) que estabiliza el sistema:

0= f(n)+g(mne(n)

@ con la funcién de Lyapunov V (7) tal que

— (). [f(n) + g(n)®(n)] < —W(n) (definida negativa)
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Backstepping

@ Podemos reformular el problema introduciendo una nueva variable
z=(—(n):

{ﬁ = [fm) +gm@m)] +g(n)z

2 = u—®(n) =

@ El problema ahora es disefiar v de manera tal que el origen 1 = 0,
z = 0 sea un atractor.
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Backstepping

Diagramas ilustrativos
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Backstepping

Diagramas ilustrativos
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Backstepping

Diagramas ilustrativos

I
Z N ;

—1 K

— @ | |

| f+g® |

L _ _ _ - _—C —




Backstepping

0O0000e00000000

Backstepping

Diseiio de v

@ Definamos la funcién candidata V,(n,z) = V(1) + 52°.

@ La derivada sobre las trayectorias es:

Valn2) = 2 ((n) + @) + L gm)z + zv

on on
. v
Va(n,2) < =W(m) + Z9(m)z + 2v
e Eligiendo v = —%—‘;g(n) — kz, resulta

Va(n,2) < —W(n) — k2°
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Backstepping

Realimentacién estabilizante (en 7, ()

u(n, §) = B(n) +v = 2= [£() + gn)C] - f;—ngw —R[C - 2()]
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Backstepping

COnSideremOS el SiSteII a:
° 3 1
{ X1 _*2.'171_*21‘1_1‘2

.i‘g = Uu
El primer subsistema se puede estabilizar con la realimentacion

3 ] 3 1
b(xq) = —im% , [Cb(xl) = 31, (2:10% + ixi’ +9c2>]

con funcién de Lyapunov %x% Resulta la realimentacion no lineal de

estados:

3 3 1
u=—k|xa+ 23| —x1 +3z1 ( szl + 23 + 29
2 2 2
Vv
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Backstepping

Caso mas general

@ Consideremos el sistema

{ 7?
¢
conneR" (eR.

@ Supongamos que g es invertible. Entonces, definamos

u=gg ' (1,¢) [v = fe(n, )]

fn(n) +gn(n)C
fe(,Q) + g9¢(n, Qu

o El sistema nuevo queda asi

{7’7 = fa(n) +gn(n)¢
¢ = v

y se procede igual que antes. @
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Backstepping

Strict feedback nonlinear systems

Se puede extender sin problemas al caso en que ( es un vector y a
sistemas no lineales en la forma realimentacién estricta:

T = f1(Z1) + g1(21)22
Ty = fo(&1,22) + g2(Z1,2T2) 23

T = f(@1ye s Bm) + Gm (@1, .o Em)u
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Ejemplo

Consideremos este sistema

i = —x+a22z

Linealizando

La linealizacién Jacobiana en el origen da

r = -
zZ = u
Poniendo uw = —~z, con v > 0, obtenemos

MR

= estabilidad asintética del origen (local o global ?) g
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Ejemplo

Miremos bien el sistema realimentado para ver si la estabilidad es o no
global

T —z+ 2%z
z = -z

@ Derivemos sobre las trayectorias:
& = 2(—z+2%2) +2(—72) = (1 +79)zz+ 2222 = —(1+7) D + &2
@ Si (x,z) son tales que zz = (1 + ), entonces ¢ = 0.

@ Puede verse que separa al origen de un conjunto de puntos que no
son atraidos por él.

@ El origen es localmente atractor en {zz < 1+ 7}.

@ Su regién de atraccién puede hacerse arbitrariamente grande, con ~
(estabilizacion semiglobal).
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Ejemplo

Aplicamos backstepping
@ Primero consideramos & = —x + 22z con z como entrada.

@ Se estabiliza, por ejemplo, con una realimentacién nula ¢g(z) =0y

con funcién de Lyapunov asociada Vy(z) = 22
o Entonces: 22 [~z + z%¢g(z)] = —2? , V=

@ Recordemos la realimentacién estabilizante:

u(n, ) = dln) +v = 2 [£(m) + g(n)C] - %9(71) —k[¢— ()]

an
@ Obtenemos la realimentacién estabilizante u = —(z3 + kz), con
k > 0y funcién de Lyapunov asociada V(z, z) = (2% + z%), con
derivada

V(z,z) = —x2 — k2?

lo que asegura la estabilidad global!l g
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Control deslizante (Khalil, capitulo 13 (2a Ed.).)

Sistema en la forma regular

{77 = f(n7<)+677(777§)
fa(0, ) + Ga(n, Ou + d¢(n, ¢, u)]

s
|

@ u € RP es la entrada.

e neR"P (eRP.

e f(0,0)=0, fa(0,0) =0

@ ¢, es una incertidumbre aditiva, ¢,(0,0) = 0.

@ J. es una incertidumbre que cumple la matching condition.
°

G, invertible en un entorno del origen.

Problema

Estabilizar de manera robusta el origen (n = 0,¢ = 0).
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Control deslizante

Sistema en la forma regular

{ 0Do= F0,0)+8,(n,0)

¢

fa(,C) + Ga(n, Q)[u + 0¢(n, , u)]

Aplicamos backstepping.
Supongamos que conocemos una realimentacién ¢ = ®(n) tal que:

n=fne0n)+d, (1, (n))

tiene un atractor en el origen.

Definamos la variable z = { — ®(n).

Sliding mode control

Disefiar u de manera de llevar z a 0 en tiempo finito y luego forzar la
condicién z = 0 para todo tiempo futuro.
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Control deslizante

Dinamica de z

5= @) = fultn O+ Gl Olut -6 (m, & w)] g—f[ﬂn,c)m(n, 0]

V.

Control equivalente: u,,

Definamos u = u., + G, 1(n, {)v, donde v es la nueva accién de control
a disefiar y

teq = G210, ) [—fam, O+ ‘gjffm,o]

En ausencia de incertidumbre, el control equivalente impone Z = 0. Es
con ese control que se analiza la dindmica del modo deslizante.

.
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Control deslizante

Sustituyendo el control en la dinamica de z:

)
£ =0 Gl 81,6 ) — S8, (1,0) = v+ Ay, G,0)

Cota para A

| 3
A

Supongamos que:
[Allee < p(n,€) + Kllvfloo

conp>0y0< k<.

Consideremos las p ecuaciones

Zi=vi+Ai(n,¢v) , 1<i<p
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Control deslizante

Con la misma idea de Lyapunov redesign:

Elijamos b > 0 y disefiamos v;:

Consideremos la funcién V;(z;) =
Tenemos que

. b
Vi(z) = 2 X & = — %%89(%) + 2;Ai(n, ¢, v)

, b
(e

RO (4= Bl + ol O) < bl
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Control deslizante

= ‘/;(Zl) < —b|Zl| = —b\/2V;

Esto asegura que z; = 0 es un invariante!!!
Aplicando el lema de comparacién obtenemos la desigualdad
|2i(8)] < [z:(0)] —bt , £=0

que implica que la trayectoria alcanza la superficie z; = 0 en un tiempo

- |z: (0)]
finito, menor que =5+
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Control deslizante

Con la sefial de control disefiada, tenemos
@ una primera etapa de llegar a la superficie z = 0;

@ una segunda etapa de mantenernos en dicha superficie, y converger
a n =0, de acuerdo a la dindmica equivalente que disefiamos.

Para ello hay que:
o disefiar la superficie deslizante { = ®(n);
@ estimar py k;

@ construir el control u = ueq + v, con el control equivalente y la sefial
conmutada.
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Péndulo forzado con friccién

‘fl = X9 a

o = —asin(zy +6) —bxs + cu
Objetivo: estabilizar el sistema en el angulo @ (el origen debe ser un
atractor).

Supongamos que conocemos los valores nominales a, b, ¢, y definamos

5(z,u) = [—(a —a)sin(zy +6) — (b— b)as + (c — é)u]

¢

El sistema queda asi:

T = Tg
Ty = —asin(zy + 9) — 6$2 + ¢fu+6(z, u)]
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Disefiamos la realimentacién estabilizante zo = ®(21) = —px;, con
w> 0.

2 =v+ Az, x2,v)

La superficie deslizante es z = x5 + pux1; = 0 y el control equivalente es

1 .
Ueq = 3 asin(xy + 0) + bwy — ,uarg} (2=0)

A(z1,22,v) = —(a — &) sin(z; +0) — (b— 1;)202 + (c—¢&) (ueq + %)
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Cotas para la perturbacion

IA[} < p(z) + ko]

ci — aé cb—bé c—é
p(x) = k1 + kalxa| , k1 > , ko > z —,u( Z )
1>k> CT C
¢
4
Control deslizante
p(x) + bo
U= Ueq + m.sg(ﬂcg + pxy)

A

Control suavizado, para evitar el chattering

p(x) + by ; <x2 + ,ux1>

Wy = Wy = {1 .sa p

A
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Consideremos este sistema
1 = x9+ 0121 sin(xs)
Ty = 92%‘%—"—1‘1 +u
con 61 y 5 desconocidos, pero tales que |01] < a, |62] <.

Primer enfoque: backstepping

@ vemos los términos 0; = 011 sin(xs) y dy = B3 como
perturbaciones del sistema

.fl = X2
Ty = x1+u
@ Ponemos x5 = —kx; y estabilizamos la primer dindmica. Tenemos la
1.2

funcién de Lyapunov V' (z1) = 527.
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1 = x9+ 0127 sin(xs)
Ty = 92x§+x1+u

con 61 y 02 desconocidos, pero tales que |01] < a, |62] < b.

Primer enfoque: backstepping

@ Derivamos respecto del sistema perturbado:

V(21) = —k122 + 6123 sin(wa) < — (k1 — a)zt = k1 > a

o Elegimos k1 =1 + a y diseiiamos el control

[x% + (2 + kxl)ﬂ

| —

u = —2.’[1 — klmg — k(l’g + k‘lxl) 5 V(iL’) =

con k a definir.
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L.Cl = X9+ 911’1 Sin(.’EQ)
g = 623 +a1+u

con 61 y 05 desconocidos, pero tales que |01] < a, |62] <.

Segundo enfoque: sliding control

@ Consideramos el sistema &1 = xo + 0127 sin(zz) y elegimos la

realimentacién x5 = —(1 + a)x1, que estabiliza, como permite ver la

funcién de Lyapunov V(z1) = 3.

o V(x1) = z1i1 = —(1 + a)z? + 6122 sin(x,) < —a?

@ La superficie deslizante es:

z=x3+ (1+a)z; =0
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1 = x2+ 0121 sin(xs)
Ty = 92x§+x1+u

con 61 y 02 desconocidos, pero tales que |01] < a, |62] < b.

Segundo enfoque: sliding control

@ La superficie deslizante es: z = 25 + (1 + a)z; = 0. La derivada es
3 =022 + 21 +u+ (14 a)(x2 + 012 sin(x))
@ El control equivalente es u.y = —x1 — (1 +a)z2 y U = Ueq + v NOS
lleva a

5 =v+ 022 + (1 + a)f1zy sin(zz) = v + A(z)
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T, = x2+91xlsin(m‘2)
Ty = 02x§+x1+u

con 61 y 03 desconocidos, pero tales que |01] < a, |62] < b.

Segundo enfoque: sliding control

@ =0+ 023+ (1 + a)fiz1 sin(x2) = v + A(x).
° |A(@)] < a(l+a)la| + b3 = p(a).
@ Definamos by > 0.

@ El controlador deslizante es u = u., — (p(x) + bo)sgn(z)
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Comentarios

@ La excesiva conmutacién de la entrada puede no ser admisible, por lo
que se puede usar la estrategia de suavizado ya vista en el redisefio.

@ Esto puede llevar a la convergencia hacia una banda donde el
sistema desliza.

@ Valen también los comentarios sobre la existencia y unicidad de
soluciones para sistemas con lado derecho discontinuo (teoria de

Filippov).
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Resumen

Péndulo forzado con friccién

jil = X2 a
Ty = —asin(x; +0) — bz + cu
v

Controladores

@ Linealizacién Jacobiana:

U= gsin(G) + ki1 + koo
é

@ Linealizacién exacta

o

[sin(xl + é) = sm(é)] + %(klxl + k‘2$2)

.




Sliding control
0000000000000 00000000e0

Resumen

Controladores

@ Linealizacién Jacobiana:

U= gsin(é)) + kizy + kaxo
@

@ Linealizacién exacta

u =

o

[sin(z1 + ) —sin()] + %(klxl + koxo)

@ Lyapunov redesign

|

) = 1 plz) w
sin(zy +0)| + =(k1z1 + koxo) — ——=.
sinas +8)] + 3k + how) — £ T

@ Control deslizante

ol = p(x) + by
U= 3 {a sin(zq + 0) + bxy — uxg} + m.sg(zg + puxy) %
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