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Funcion descriptiva

@ Es un procedimiento de analisis para una clase de sistemas no
lineales que permite intuir la existencia o no de ciclos limites.

@ No es exacto, como veremos, ya que se basa en una aproximacion
que simplifica el analisis.
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Previo

Respuesta de un sistema lineal a una entrada sinusoidal

@ Consideremos un sistema lineal de transferencia G(jw) y una
entrada u(t) = Asin(wgt).
@ Sabemos que la respuesta en régimen del sistema lineal sera de la
forma
y(t) = A.|G(jwo)|- sin [wot + arg G(jwo)]

@ Lo anterior se extiende a sefiales periédicas, a través de la serie de
Fourier.
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Previo

Respuesta de un sistema lineal a una entrada sinusoidal

@ Si la entrada periddica es:

u(t) = Z Cn () el 0t

neEZ

(periodo 7, frecuencia fo = -, pulsacién <%)

@ su respuesta en régimen vale:

g cn(u) G (jnwg)ed ™ot

neZ

@ El n-ésimo coeficiente de Fourier de una sefial periédica g(t), de
periodo 7, se calcula como

cn(g) = */0 g(t)e™Imeotdt
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Planteo del problema

Consideramos sistemas no lineales que pueden describirse por el siguiente
diagrama de bloques:

L

wr

[

donde el sistema lineal G(s) = C (sI — A)"" B es la transferencia de un
sistema lineal SISO.
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La funcién 1 es una no linealidad de sector [«, f]:

a < \I’;y) <Beay? <yP(y) < By’

Asumiremos también que la no linealidad es impar.
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Balance de arménicos

Consideremos una respuesta periédica de pulsacion w;

y(f) = a7t

i

U (y(t)) = me.e

v

[ ]

donde cada ¢ es funcién de todos los ay.

Al ser G un sistema lineal, su respuesta en régimen verifica la siguiente
relacién entre los coeficientes de Fourier:

G(jkw).c, = —ax, , k€Z %
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Balance de arménicos

Para resolver el sistema de infinitas ecuaciones, vamos a plantear una
simplificacién, basada en la hipétesis de que G(s) se comporta como un
filtro pasabajos.

A\

Supongamos que el sistema lineal filtra todos los arménicos, excepto el

primero
G(jkw) ~ 0, |k >1

Entonces:

G(0).co=ay , G(jw).ci=a1 , G(—jw).cc1 =a_;
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Balance de armaénicos

@ Sabemos que G(—jw) = G(jw) y que a_1 = aj.

o Observemos que si y(t) ~ ag + a.sin(wt), entonces a1 = 3.

@ Supongamos ag = 0 (nos concentramos en la parte que oscila).
Obtenemos el balance del primer arménico:

C1

G(jw).cl+a10<ﬁ>G(jw).< )+10 sia; #0

ai

@ Definamos una suerte de ganancia:

)= &= LW (y(1)) eietdt
®(a) = o o
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Balance de arménicos

@ A esta suerte de ganancia la llamaremos funcién descriptiva:

By &L _T fo (a.sin(wt)) .e~I@tdt
(@)= 2=
ay a/2j

@ Entonces, debe ser ‘ G(jw).®(a) +1 = O‘
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Deteccion grafica de oscilaciones

Si realizamos el ploteo simultdneo de G(jw) y —ﬁ, los puntos de
cortes de ambos graficos nos daran posibles amplitudes y frecuencias de
oscilacién.

(w,a) -1

Parece existir una oscilacion de amplitud a y pulsacién wyg.

Es factible ir mas alla de la posibilidad. Ello en general requiere mas
hipétesis y mas conocimiento del sistema (ver (Khalil, 1996) y referencias

alli indicadas). %
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Propiedades de ®(a)

Calculemos ¢; = 7 fo (a.sin(wt)) .e~I«tdt:

T
¢ = T/o U (a.sin(wt)) . [cos(wt) — j sin(wt)] dt

= %‘] VU (a.sin(wt)) . sin(wt)dt (¥ impar)
0

Como @(a) = & y a1 = a/2j,

=J

N fOT\I/ (a.sin(wt)).sin(wt)dt 2 (7 o sin ‘i
®(a) = s = = | w(a.sin®)) sino).a0

donde hemos puesto wt = % = 0 y hemos usado la imparidad de ¥
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Propiedades de ®(a)

2

®(a) = o /OTr U (a.sin(0)) . sin().do

@ De la expresion de ®(a) se ve que siempre es real y no depende de w.
@ La ecuacién de balance arménico G(jw).®(a) + 1 = 0 queda asi:

{ re[G(jw)] . ®(a) + 1
im [G(jw)]

0
0

o (Ejercicio) Si ¥ € [a, (], entonces o < ®(a) < 5.
@ Dato de interés: se puede extender la idea al caso de la histéresis; la
funcién descriptiva resulta ser compleja.
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Ejemplos de ®(a)

A

s

®(a) = p /O7T U(asin(h)).sin(f)df = % ; sin(0)df = —% cos(9)g
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Ejemplos de ®(a)

Saturacion ®(a) =

Y
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Ecuacion de Rayleigh

Consideremos el sistema

. . € .3
zfez+z:f§z

Puede pensarse en el contexto que vimos, con

€S 1,

V(y) =3y

Gls) = —2
(5) s2—es+1 "’ 3

Calculemos la funcién descriptiva

D(a) = 2 [ M sin(6)df

20,2 ™ ) a2
ar Jo 3

3T 0
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Ecuacion de Rayleigh

La condicién de oscilacién da

: 2w 1
relGlw)] = - (1 —w?)? + e2w? B ~ ®(a)
. ) ew(l — w?)
im [G(jw)] = — (1 — w?)? + 2w? =0
o Obtenemosw =1= ®(a) = gty =1 = a=2.

@ Concluimos que probablemente exista un ciclo limite de pulsacién
cercana a 1y de amplitud cercana a 2.
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