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Introduccion

@ Escribimos el sistema como un sistema lineal SISO en el camino
directo y una no linealidad en la realimentacion.

[T G 'y:

I ok

@ También puede verse como el anélisis de un sistema lineal con
realimentacion no lineal de estados.

@ U(0) = 0 para preservar el origen como punto de equilibrio.
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Ejemplo

Ty = @2
Ty = x1+u
y fiﬁ(? y = [2 1]a
- y u = —sat(y)
s+ 2

G(s)=C(sI — A)le = , U(y) = sat(y)

(s+1)(s—1)
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Ejemplo

Ecuacion de Rayleigh

1 G i _
W e
Z1 = Z9
Zo = —21+ €z — %EZS’
Tomando y = 2o,
€S 1
Gs)= —— , B(y)=-y°
(s) oy (y) 3
(verificarlo, hallando las matrices A, By C). %
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No linealidad de sector

Definicion
Dados «, 8 nimeros reales, decimos que la no linealidad ¥ pertenece al
sector [a, ] si

a < \I/z(/y) <Beay®< y.¥(y) < B.y? <= (¥ (y)—a.y].[¥(y)—B.y] <0

Notacién: ¥ € [a, 3]
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No linealidad de sector

Saturacion: a <0, 5 > 1.

v




Introduccién
000008000000

No linealidad de sector

Saturacién con a > 0, 8 > 1. Decimos que ¥ € [«, 8] en un dominio
finito.
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No linealidad de sector

Dead zone: o <0, 8 > 0.
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Definicién

Estabilidad absoluta (Lur’e problem)

El origen es un punto de equilibrio globalmente asintéticamente estable
para toda no linealidad ¥ en el sector [a, 3].

G ¥

I £

Si el sector es de dominio finito, entonces hablamos de estabilidad
asintética local.
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Hipotesis generales de trabajo

@ Trabajaremos con sistemas SISO, aunque algunos resultados pueden
extenderse al caso MIMO.

@ Asumiremos que tenemos una realizacién minimal de G(s), es decir,
que tenemos (A, B) controlable y (A, C') observable.

@ También asumiremos que la parte lineal satisface D = 0 (no hay
transferencia directa desde la entrada a la salida).
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Conjeturas (falsas)

@ Estabilidad absoluta equivale a que el sistema lineal se estabiliza
para toda realimentacién constante K € [«, (]

u
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Conjeturas (falsas)

@ En términos del Diagrama de Nyquist de G(s):

|
al—

G(jw)
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Conjeturas (falsas)

o El sistema lineal se estabiliza para toda realimentacién constante K
con
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Criterio del circulo

Funcion de Lyapunov candidata cuadratica

@ Buscamos una funcién de Lyapunov cuadrética, de la forma

V(@)=2TPz , P=PT >0

@ Por el momento asumiremos que « = 0. Por lo tanto, G(s) debe ser
estable.

@ La derivada de V a lo largo de las trayectorias resulta ser

V(z) = 2T Pz + 2T P = (Az + Bu)T Pz + 2T P(Az + Bu)

=27 (ATP + PA)z + v BT Pz + 2T PBu =
T (ATP + PA)xz + 22T PBu
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Criterio del circulo

Funcién candidata cuadratica

e Como u = —¥(y), queda

V(z) =27 (ATP + PA)x — 22T PBU(y)

@ Sumamos el término positivo
—2¥(y).[¥(y) — Byl = —2¥(y).[¥(y) — B.Cz] > 0
Obtenemos
V(z) < 2T(ATP + PA)z — 22T PBYU(y) — 20 (y).[¥(y) — 5.Cx]

EN
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Criterio del circulo

Funcién candidata cuadratica

V(z) < 2T (ATP + PA)z + 22T [BCT — PB]U(y) — 203 (y)
Si existen P >0, e > 0y L tales que

ATP+PA = —LTL—¢P
PB = BCT —\2LT

Entonces

V(z) < —exTPx — 2T LT Lz + 2v22T LT W (y) — 202 (y)

V(z) < —exT Pz — ||Le — V2¥(y)||?> < —exT Pz

V resulta ser una funcién de Lyapunov global para el sistema no lineal.
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Criterio del circulo

ATP+PA = —LTL—eP
PB BCT — \/2LT

v

Recordemos KYP

@ Sea Z(s) = C(sI — A)~'B + D controlable, observable, real positiva
y A Hurwitz.
AEE L EA = N e B = — T
WTW =D + DT

\.

Funcion de Lyapunov cuadratica

Aplicamos KYP, con A=A, B=B,C=pCyD=1.




Criterio del circulo
0000@000000000000000

Criterio del circulo

Funcion de Lyapunov cuadratica
e A=A B=B,C=pCyD=1.

@ Hallamos la transferencia

Z(s)=C(sI — A 'B+D=pC(sI —A)'B+1=1+pG(s)
@ (A, B) debe ser controlable, (A4, 3C) debe ser observable
@ la funcién Z(s) = 1+ 5.G(s) debe ser estrictamente real positiva.

re[G(jw)] > —% (a=0)
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Criterio del circulo

El Diagrama de Nyquist de G(jw) debe estar a la derecha de la recta

vertical por —%.

e TN
L i,
o ta,
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Observar que existe naturalmente un 8 maximo admisible.
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Criterio del circulo

Go) = s () = () - ay 0.6 -

Aplicamos lo ya visto. Entonces G debe ser estable y

G(s)

1+(ﬂ—a)é(s):1+(6—a)m

real positiva
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Criterio del circulo

o G(s) = lJi(é)(s) estable si el Nyquist de G encierra al punto —2 la
cantidad de vueltas necesarias.

o 1+ (B8 — a)G(s) real positiva:

1+aG(jw)| 1+ aG(jw)

re[1+(6—a) ]>O,Vw




Criterio del circulo

00000000e00000000000

Criterio del circulo

Caso 0 < a < 8. G puede ser inestable.

1+ G(jw)
re % >0 ,Vw
G L G Il v
arg [ﬂ+ (Jw)]—m”g Lﬁ (JW)}E[—TQ} , Voo

El punto G(jw) ve el segmento [—i, —%] bajo un angulo agudo.

El Nyquist de G debe estar fuera del circulo de didmetro [—é, —%}
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Criterio del circulo
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Criterio del circulo

Caso a < 0 < 8. G debe ser estable.

1 5
re M <0 7Vw
L4 G(jw)
1 1 3
arg {5 + G(jw)} —arg [a —I—G(jw)] = [g, ;] , Yw

El punto G(jw) ve el segmento [—i, —%] bajo un angulo obtuso.

El Nyquist de G debe estar dentro del circulo de diametro [—é, —%}
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Criterio del circulo
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Criterio del circulo

Ejemplo (Khalil, pag. 413)

24
Ge)= 5+ 1)(s+2)(s+3)

Es estable, asi que o puede ser negativo. El Diagrama de Nyquist es
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Criterio del circulo y conjetura de Aizerman

@ No alcanza con no tocar o encerrar el segmento [—1, —%]
@ Hay que contemplar todo el circulo que tiene como diametro ese

segmento.
o Ejercicio: buscar contraejemplos de Aizerman y Kalman.
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Criterio del circulo

Ejemplo (Khalil, pag. 413)

[ra—

El sistema sera absolutamente estable para no linealidades en sectores

como
@ : [-0.25+¢,0.25+¢]
e :[-0.23,0.71]

@ :[0,1.16] (incluye la saturacién). %
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Criterio del circulo

Retomemos el ejemplo de la saturacion

. . 0 1 0
a=m e =[] ]e[T]s
w = —seiy) u = —sat(y)
_ s+ 2
G(s)=C(sI — A) lB:m , ®(y) = sat(y)
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Criterio del circulo
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Criterio del circulo

Jw:
(jw+1)(jw—1)

Diagrama de Nyquist de G(jw) =

@ Como G inestable, o debe ser positivo.

@ La estabilidad absoluta a la que lleguemos por este camino, para la
saturacién, serd en dominio finito

@ Debemos meter un circulo dentro del Nyquist.

@ Ver en Khalil diferentes sectores para los que hay estabilidad
absoluta. )
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Criterio del circulo

Otro ejemplo G(s) =

.
s(s+1)

@ Como G inestable por tener un polo en el origen, por lo que « debe
ser positivo.

1
I = _ 1
° Gu(s) = 75 : 111) = 7.7 debe ser estable.

@ Es estable para todo a > 0 arbitrariamente pequefio.
@ Un modelo en variable de estados para G, (s) es:
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Criterio del circulo

Otro ejemplo G(s) = y

o Definiendo k = 8 — «, el Diagrama de Nyquist de G, (s) debe
quedar a la derecha de la recta vertical por —1/k.
@ Esto impone la condicién
1 a — w?

-t >0 Yw=>k<1+2
k;+(oz—w2)2+w2 w yae

@ Tenemos entonces estabilidad absoluta en el sector
[a, 1+ a+2\/a— €], con > 0y e > 0 arbitrariamente pequefios.
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Criterio de Popov

@ Nos restringimos al caso « = 0 (k = 8 — «). Buscamos una funcién
mas general que la anterior:

Y
V(z) = TPz + 277/ kY (0)do
0

donde P = PT > 0y n > 0 son parametros a elegir.
@ Derivamos sobre las trayectorias:
d (xTPx)

= T (ATP 4 PA)x — 22T PBU(y)

d < Oy:Cz W(U)dd)
dt

= ¥(y)ClAz — BY(y)]

V(z) = 2T (ATP + PA)x — 22T PBU(y) + 2nk¥ (y)C[Az — BY(y)]
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Criterio de Popov

Nuevamente sumamos el término no negativo
—2W(y).[U(y) — ky] = ~2T(y).[¥(y) — kCa]
y agrupamos términos:
V(z) =27 (ATP 4+ PA)x — 227 [PB — nkATCT — kCT) 0 (y)

—20%(y)[1 + nkCB]
Elijamos 1 > 0 que haga

0 < 2[1 + nkCB]

(ver que siempre es posible)
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Criterio de Popov

Definamos
W? = 2[1 + nkCB]

Al igual que antes, completamos cuadrados usando el Lema KYP.
Supongamos que existen P > 0, ¢ > 0, W y L tales que

ATP 4+ PA _ITL —¢P
PB = kCT +nkATCT — LTW

Entonces

V(z) = —exT Pz — [Le — WU (y)]T [Le — WE(y)] < —exT Pz
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Criterio de Popov

Para poder aplicar KYP, se debe cumplir que la siguiente transferencia

sea real positiva
Z(s) =14+ (1 +ns)kG(s)

siendo Z la transferencia correspondiente a la realizacién en variables de
estados de matrices:

A=A, B=B, C=kC(I+n4), D=1+nkCB

Obs: la pareja (A,C) = (A, kC(I +nA)) debe ser observable (alcanza
con evitar que —1~! sea autovalor de A).
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Criterio de Popov

@ Debe ser

L} re[6(u)] - moim GG > 0 , Vo

@ Se obtiene una representacion grafica donde se plotea
y = w.im [G(jw)] contra x = re [G(jw)] (contorno de Popov o
Popov plot).

@ El contorno de Popov debe estar debajo de la recta que pasa por el
punto (—+,0) y tiene pendiente 1/1.
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@ Im[ G (jw) |

Re[ G (jw) ]

Contorno de Popov (Khalil)
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Criterio de Popov

Ejemplo (Khalil, pag. 422)
1 1

G(s) = GiD = Ga(s) =

Entonces, aplicando Popov, para tener estabilidad absoluta debe
cumplirse que:

s(s+1)+«

1 a(n —1)w?
+(n Jw

0,V
B -« (a—w2)2+w2> )

Tomando n > 1, sirve « — 0y 8 — +oo (comparar con lo obtenido
aplicando el Criterio del Circulo).
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