Logica de predicados.

Completitud

Légica




Correccién

o I'Fp=TF¢p.

@ Significa que las derivaciones expresan una
consecuencia logica.

@ Establece una correspondencia tal que partiendo de
nociones sintacticas (derivaciones) se llega a
nociones semanticas (los modelos de I" son modelos
de )

@ Se demuestra por induccién sobre DER p



Correccion del calculo de predicados
Significado

@ La correccién de un célculo indica que las reglas de
construccion de sus juicios reflejan nociones
semanticas. Un cdlculo es correcto para una

semantica.
Sean I' C FORM y « € FORM

sil'F a entonces I' F ««



Correccién

En la practica

@ Proporciona formas de mostrar una consecuencia
semantica. En particular, otra forma de mostrar que
una férmula es verdad logica.

si ¢ entonces F ¢

@ Proporciona formas de mostrar cuando no se cumple
una consecuencia sintactica. En particular, una
forma de mostrar que una férmula no es teorema.

si ¥ ¢ entonces ¥ @



Demostracién (parcial)

Estructura General

I'Fa«a
—> (Def.)
(3D € DERp)H(D) C Ty C(D) = «
= (777)
I'Fa.

(3D € DERy)(H(D) C Ty C(D) = a) = T F a.
O sea (observar parentizacion),

(VD €DERp)(H(D) CTyC(D)=a=TFa).
Para probar esto, alcanza con probar que:

(VD € DERp)(H (D) E C(D))



Casos base

Hip

Sea ¢ una férmula de PREDcualquiera.
Dem.

T)

En todas las estructuras M en las que M F ¢,
©w F se cumple que M F ¢, por lo que ¢ F .

Dem.
T) En todas las estructuras M ,se cumple que:
E
t:t tM = tM(Def. igualdad en |M|)
<> (Def. F)
M Et=t




Pasos Inductivos

RI,
Sea D una derivacién arbitraria.

M E H(D)
H) ) = (Hip.)
H(D)Et=s ME t=s
<> (Def k)
T) I = M
H<D> Fs=t <> (Simetria de = en |M])
Dem. Gt = Gt
Dada M una & (Def. 1)
estructura M E s=t
cualquiera, se
cumple que: Por lo anterior, se cumple que
H(D)E s=t
[




|dentidad

RI,

Sea Dy D’ derivaciones arbitrarias.
Queda como ejercicio.
H)
H(D)Ft=sy
H(D')E s=u
T)
H(D)UH(D')Et=u




Congruencias
RI,

Sean D, ..., D, derivaciones arbitrarias.
H)

(Viconl <i <n)H(D,)Ft,=s;
T)

Ulgign H<Dz> F

t[ty ...t /20 oo 2| =E[Sy oo 8,/ 21 o 23]
Dem.

Queda como ejercicio.

Sugerencias y comentarios:
@ Induccién en n aplicando, con estructura similar al

anterior.
@ Recordar las variables libres en las hipétesis.

e Falta la version de RIi con férmulas que es similar



Cuantificadores

I3y EY

Sean D y t una derivaciéon y un término respectivamente,
ambos arbitrarios.

H)
H(D) E (Vx)p t libre para
x en @

T)
H(D) F p[t/x]

H)
H(D) E p[t/x] con t libre
para x en ¢
T)

H(D)F Bz)p

Dem. (Ambos casos)
Queda como ejercicio.

Sugerencias:

@ Observar que hay mas variables libres en las hipétesis y

conclusiones y deben ser tratadas con cuidado.



Condicion suficiente de consistencia

H)
AM)MET
Dem.
Considere ¢ := 1 en el teorema de correccién
'rL=TFL
Es decir, si I' es inconsistente, entonces I' no tiene
modelo.

La dltima afirmacion es el contrareciproco de lo que
se queria demostrar.



Completitud

e 'Fp=TF¢.

@ Significa que si una férmula es consecuencia légica
de un conjunto de férmulas, entonces hay una
derivacion con hipoétesis en el conjunto y cuya
conclusion es la férmula.



Lemas sobre derivaciones 1
Lema 2.8.4. Variables libres y constantes

Sean I, ¢, z tales que z no aparece en I' nien ¢y
I' = ¢. Luego,

[z/c] = ¢lz/c]

Observaciones
@ La funcién [z/c| no es la funcién ya conocida
@ Este lema se demuestra mediante induccién en DER



Lemas sobre derivaciones 2

Lema

Sean I', 0,1, ¢ un conjunto de sentencias, una sentencia
y una constante respectivamente, todas arbitrarias.
H)
c no aparece en I' ni en ¢ ni en 2.
', 3z)p(z) = ¢(c) F 9.
T)
I'=4

Prueba
El lema 2.8.4 garantiza que si tomo un y que no aparece
en I' ni en ¢ ni en v, puedo tomar como hipotesis

I, (3z)p(z) = »(y) - 9.

La siguiente derivacion termina la prueba...




[, (3z)o(z) = p(y) Fyp =T+

T, [Gz)p(z) = ¢(y)] W W
Ny

) p( P
)(Eo)e(@) = o) = ¥) = (G (E2)e(@) = ¢@) = ¥) (W(Br)el) = oW) 2 ¥) ' Eu(GEr)e@) = o) © Gr)e) = Erew)) G - (3
Gy (Br)p(z) = ¢(y) = ¥ () (Fr)p(z) = o

) g,

@ d, es una instancia de
F(Vz)(a— 8) = ((3x)a — B) con = ¢ FV(P)
@ d, es derivacién de la hipotesis.

@ d5 es una instancia de
F(Jz)(a — B) = (o — (Fz)B) con z ¢ FV ()
@ d, es directamente - (Jx)p(x) — (Fy)p(y)
(Teorema de cambio de variables ligadas)



Un poco de orden

Un conjunto parcialmente ordenado es una estructura
(U, <) tal que

° (Qa)a <a

° (Qa,b)si a<byb<aentoncesa=>

° (Qa,b,c)si a<byb<centonces a <c
Una cadena es un subconjunto C' C U tal que

o C#10

o (Ya,b)Ja<bob<a



Mas orden

Un elemento a € U es una cota superior de C C U si

o (VceCO)c<a
Un elemento m € U es maximal si
@ (Va € U)si m < a entonces m = a

Sea U un poset en el que todas sus cadenas tienen
alguna cota superior. Luego,
U tiene un elemento maximal.



Completitud para predicados

e 'Fp< siMET entonces M F ¢

o'y« 3IDDEDER,y H(D)CT yC(D) =¢
@ El lema basico en esto es:

I' consistente existe M tal que M F T

Para demostrarlo se construye un modelo.

@ Para construir el modelo se necesita trabajar sobre
una teoria consistente maximal que incluya a I.



Teorema de completitud (PROP)

Teorema de completitud

Sean I' C PROP y @ € PROP

sil'F aentonces I' - &«

I' ¥ o
— (RAA)
I'—a¥ L
B B = (?)
(Fv)(Ve e TU{—a})v(p) =1
—> (Def. valuaciones)
(Fo)(Ve € T)v(p) =1y v(a) =0)

—> (Def. consecuencia seméntica)

I'# «



Teorema de completitud (SENT)

C
Sean I' C SENT y o ST e entonces T

Demostracién (parcial)

I'fao

r:> (Riﬁ/_\‘ = (?)
e AT, )TU{-a}CT,,

_ _ = () T es teoria cons. max
AM) (Y € T U {—a})v™ (p) - v San ' '

= (7
—> (Def. interpretacidn) _
= v M, T, )T U{~a} CT,
SM) (Ve € D)o (3IM,T,, cT
e yv)M(a():o y (Vo e T, )v™(p)=1
—> (Def. consecuencia semantica) = (?)

I'E o



Teorias

Notacion
ConNs (I") :={¢ € SENT | " - ¢}

Definicién 3.1.2. Teoria, conjunto de axiomas, teoria de

Henkin

i Un conjunto T' C SENT es una teoria si es cerrado
bajo derivacion (es decir, T p = @ € T)

ii Dada una teoria T', decimos que I' es un conjunto
de axiomas para T si T' = Cons (I")

iii Una teoria T' es de Henkin si para toda sentencia
(dx)p € SENT existe un simbolo de constante c tal
que (Ix)p — plc/z] € T
La constante ¢ se llama testigo de (3x)¢.



Extension, extension conservativa

Definicion 3.1.3.
Sean T una teoria en el lenguaje £ y T’ una teoria en

£l
@ T’ es una extension de T'si T' C T"
@ T es una extensidn conservativa de T si
T"NL=T
Observacion 1
Diremos que el lenguaje £’ es una extension del lenguaje
L siysélosi £ C L.

Observacion 2
Si T es una teoria consistente, y T” es una extensién
conservativa de T', entonces T’ también es consistente.

N
N |



Operador _*

Definition (£*,T™)

Sea T' una teoria con lenguaje £.

@ L es el lenguaje que se obtiene agregando a £
un simbolo de constante nuevo ¢, para cada
sentencia (Jx)p(x) € L.

) W* 0—

{3z)p(z) = ©(c,) | ¢, es testigo de (3z)p(z) }

o T :=Co NS(TUW*)



1™ es conservativa con respecto a I’

Lema 3.1.5

H)

T F
T)

TEp

Dem.

1. T*F

2. TUAFp,conT'CTyACW*,

3. Induccidn en el tamano de A usando el lema sobre
derivaciones visto antes.
[ |



Construccion de Teoria de Henkin

onser
Lema 3.1.6
Sea T' una teoria. Definimos T, y T, de la forma siguiente:

TO = T
T =15
Tw 8= U Tn
neN

Luego, T’ es una teoria de Henkin conservativa con respecto a 7.

Dem.
Hay que demostrar:
1. Cada T, es conservativa sobre T’
2. T, es teoria
3. T, es de Henkin
4. T, es conservativa sobre T’

_



Lema 3.1.6. Parte 1. Cada 7', es conservativa sobre T’

Induccién sobre N

Dem.

T) T,.,N<L
T,NL=T. =
Dem. T>N<
Inmediato, porque _
.T0=TVTQ£- T NL,NL
T.N«
H) = (H)
T NL=T T.
T)
T, .NL=T. -



Lema 3.1.6. Parte 2. T es teoria

I, Fo=¢pecl,

H) Dem.
T,F o T,Fo
T) . =
o eT, (Hgol,...,gonEQJ)¢1,...,¢”FU

(Fk, @1, s @p ETL)P1, s P F O
=
(3k)T, F o
=
(3k)o € T},
=
ceT,.

_



Lema 3.1.6. Parte 3. 7, es de Henkin

(Az)p € £, = (Fc)3x)p — p(c) €T,

H) Dem.

(Fz)p € L, (Fx)p € L,
T) N
(Fe)(Fz)p — ¢(c) € T, (3k)(3z)p € £,
=
(Fk, ) (Fx)p = p(c) € Tiys
=

(3c)Bz)p = ¢(c) € T,



Lema 3.1.6. Parte 4. T es conservativa

sobre T’

H)

celT ,NL

T)

ceT

Dem.

celT ,NL
=
(3k)o e T, NL
=
ocel.



Lema 3.1.7. Un conjunto consistente esta

incluido en un Cons. Max.

Enunciado

Si T es una teoria consistente en el lenguaje £, entonces
existe T’ consistente maximal tal que ' C T, .

1. Sea (A, C) el poset ordenado por inclusién,

donde A es

{T" C L |T CT"y T’ es teoria consistente}.
2. Toda cadena tiene una cota superior; la unién

de esas teorias.

3. Existe una extension consistente maximal de T
(Lema de Zorn).



i Qué hicimos?

1. Tomamos I' U {—a} consistente
2. Obtuvimos su extensién conservativa 7}, que es
consistente y de Henkin (lema 3.1.6)

3. Extendimos T}, a una teoria consistente
maximal 7, . (lema de Lindebaum)

4. Como al aplicar Lindebaum no modificamos el

lenguaje de 7, tenemos que 7', es de Henkin
(lema 3.1.8)



Lema: existencia de modelo

Enunciado

Sea T una teoria de Henkin consistente maximal en un
lenguaje £. Luego, existe M tal que M FT.

Esquema de la prueba

1. Definimos la estructura M
2. Probamos que (Vt € TERM,)v™ (t) = [t] (ejercicio)
3. Probamos que (V¢ € SENT)T F p < M E ¢



Construccion del modelo de términos:

Partimos del lenguaje £, y tomamos como universo a
TERM., el conjunto de los términos cerrados del lenguaje

L. Definimos o
M := (TERM¢, Py, Py, ..., fy, far -, 61, Gy, ...}, donde

~ fi(tla-"t
P,L<t1’ -.-tn) @ T l_ Pz<t17 cee tn)



Construccion del modelo de términos:

relacion ~
@ Definimos la relacion binaria ~ entre términos
cerrados.
s~t = Tk s=t

@ Las reglas RI1, RI2, RI3, nos dicen que ~ es una
relacién de equivalencia.

@ Las reglas Rl4 nos dicen que ~ es una congruencia
con respecto a las relaciones y funciones de la
estructura.

@ TERM./~ es el conjunto cociente de ~, y [t] la
clase de equivalencia con representante ¢.



Construccion del modelo de términos:

Definimos o o
M = <TERMC/N7 Pl,Pz, 000 7f1, f2, 000 ,51,62, ...>,
donde



TF o< ME o (parcial)

T s=t
=
s~
=

M E s=t.

Analogo para P(ty,...1,).



TF o< ME o (parcial)

Caso ¢ = (Jz)y

TE (Fx)v
~ <= (Henkin)
(Fa)T + y(a)
~ <~
(Fa) M F ¥(a)
<~
M E (Fz)y(z).



TE o< ME ¢ (parcial)

Casos de conectivos proposicionales

Se resuelven en forma parecida a lo hecho en PROP.

Casos del cuantificador universal

Se resuelve transformando la expresién en un existencial.



Modelos y teorias |
Definition (Mod)

Si I' es un conjunto de sentencias de cierto tipo de
similaridad,

Mod(T) = {M|(NVaeD)MEFa}

Definition (Th)
Si X es una clase de estructuras para un tipo de
similaridad,

Th(X) = {a€SENT| (VM € X)MFa}



Modelos y teorias |l

T C Th(Mod (L))
X C Mod(Th(X))
Cons (T) = Th(Mod (L))



