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Practico 7
Semantica de la Logica de Predicados

Ejercicio 1

Considere un lenguaje de primer orden del tipo (—;1,1,2;3) con simbolos de funcién fi, fs

(unarios), f3 (binario) y simbolos de constante ¢y, cs, cs.
Sea B una estructura de dicho tipo definida como sigue: B = (R2,| |, —,0,1,2) donde 2

es la funcién cuadrado, | | el valor absoluto y — la resta.
Evalte: (fo(f3(fi(cs), fi(e2)))? v (f2(fs(c2, f3(ca, fi(e3)))))E.
Ejercicio 2

Considere un lenguaje de primer orden del tipo (—;1,2;1) con simbolos funcién f; (unario),
f2 (binario) y simbolo de constante ¢;. Sean A, B estructuras del mismo tipo definidas como
sigue:
A= (N,S,+,0) donde S(x) =z +1
B = (N, D,*,1) donde D(x) =2x*x

Demuestre por induccién que para todo término cerrado ¢ (sin constantes extendidas) se
cumple que ¢8 = 2t

Ejercicio 3

Sea L un lenguaje de primer orden con igualdad con tipo de similaridad (—; 1, 1; 1), con simbolos
de funcién: f y g y simbolo de constante c.

Considere la estructura M = (N, +1,+2,0), donde +1 es la funcién que suma uno y +2 es
la funcién que suma dos.

a. L. Sin usar el simbolo f, defina inductivamente el lenguaje infinito 77 C TERM tal
que las interpretaciones de los elementos de T7 en M son multipos de 4.
I1. Demuestre que el lenguaje T cumple la propiedad solicitada.

b. Sin usar el simbolo f, defina inductivamente el lenguaje infinito 75 C TERM tal que
las interpretaciones de los elementos de 75 en M son miltipos de 4 mas 2 (por ejemplo
10,14). No utilizar 7} para la definicién de Ts.

No es necesario demostrar que 75 cumple la propiedad solicitada.
c. Pruebe que (Vt; € T)(Vty € Th)t, # ty
d. Demuestre que la siguiente afirmacién es falsa:

(Vt € TERM)si t™ es par entonces t € Ty U Th

Ejercicio 4
Considere un lenguaje de primer orden del tipo (—;2,2,1;1). Sea A una estructura de dicho
tipo definida como sigue: A = (N, +, %,.5,0) donde S(z) =z + 1.
a. Defina los simbolos del alfabeto y dé dos términos distintos t; y t5 del lenguaje tales que
tA =14 = 3.
b. Demuestre que para todo n € N hay un término ¢ tal que t4 = n.

c. Sea t un término y n un natural. Demuestre que si t* = n entonces existe ¢’ tal que
t'4 = n y tiene més ocurrencias de los simboles f; v c;.

d. Demuestre por el absurdo que para todo n € N hay infinitos términos ¢ tales que t4 = n.
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Ejercicio 5

El Lema 2.4.5 se cumple para férmulas cerradas (sentencias). j Cuéles casos de dicho lema dejan
de cumplirse si se consideran férmulas que no son sentencias?

Ejercicio 6

a. Sabemos que para toda sentencia o y estructura A del tipo adecuado se cumple que
A E o o AE —o. Muestre que esta propiedad no vale para o con FV(o) # 0.

b. Muestre que ni atin para el caso en que o sea una sentencia vale que |= o o = —o.

Ejercicio 7

Considere un lenguaje de primer orden del tipo (1,1;1;1) con simbolos de predicado Py, P;

(unarios), simbolo de funcién f; (unario) y simbolo de constante c;.
Considere los siguientes lenguajes:

i. € L1 i. €€ L2
ii. siw € Lq entonces aw € Ly | ii. si w € Ly entonces bw € Loy
iii. si w € Ly entonces cw € Ly | iil. si w € Ly entonces cw € Lo

Sea la estructura M = (X%, Ly, Lo, F,e) con ¥ = {a,b,c} y F : ¥* — ¥* una funcién que
dada un tira reemplaza todas las ocurrencias de 'a’ por 'b’.
Indique si las siguientes frases son verdaderas o falsas. Justifique su respuesta.

a. M E (Vz)(Pi(z) V Py(x))
b. M= (Vz)(Pi(z) = Py(f1(2)))
c. M E (3x)(Pi(x) A Py(z))

Ejercicio 8

Considere un lenguaje de primer orden del tipo (1, 1,2;2,1;0) con simbolos de predicado P,
P, (unarios), P3 (binario) y simbolos de funcién f; (binario), fo (unario).
Sea la estructura

M = <PROP7 {90 | ): 80}7 {L}v {(¢17902) | Y1 €q 902}7FA7F—'>

donde F,(¢1,02) = (91 A pa) y FL(0) = (7).
Indique si las siguientes frases son verdaderas o falsas. Justifique su respuesta.

a. M = (Vo) (Pi(f2(2) = ((3y)(Pa(y) A Ps(z,y))))
b. M (Pi(z) = Py(z))

c. M| (Vz)(Vy)(Pi(z) A Pi(y) — Pi(fi(,y)))
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Ejercicio 9

Demuestre que para dos férmulas cualesquiera ¢ y 1 se cumple que:
Si (para toda estructura A del tipo adecuado (A = ¢ = A |= 1)) entonces (| ¢ = ¢).
Muestre que el reciproco no se cumple.

Ejercicio 10

a. Sean ¢ y ¢ féormulas cualesquiera de FORM. Demuestre:

I. si =@ < ¢y | @ entonces =1
II. Si |= ¢ entonces = Vrp y = Jzp
L = (Vz)(e < ¥) = (Vo)p < (V2)v))

b. De ¢ y ¢ férmulas de FORM para que se cumplan las siguientes afirmaciones:

I JEVadye < JyVae
II. £ Jzp — Vap

Ejercicio 11
Sean ¢, 1 dos férmulas cualesquiera y z una variable tal que x & FV(1)).

a. Demuestre usando equivalentes las siguientes afirmaciones:
L (Yoo = ¢) < Jz(e = ¢)
II. = (3zp = ) < V(e = ¢)
. = (¢ — Jze) + Fz( — @)
IV. = (¢ = Vo) < V(v — @)
b. Para cada uno de los casos anteriores encuentre ¢ y ¢ con € FV (1) de forma tal que
las afirmaciones no se cumplen.

Ejercicio 12

Sean ¢, férmulas de un lenguaje de primer orden. Suponer que FV(yp) = FV(¢y) = {z}.
Demuestre que:

CEVr(p = ¢) = (VYep — Vay)
= (Jre — o)) = a(p — )
EVe(p & ) = (Vop < Vo)
. E (Vrp — Jxp) — Jx(p — ¥)

= (Jrp = Vay) = Va(p — )

o A~ o T P

Ejercicio 13

Sea L un lenguaje de primer orden con igualdad, con tipo de similaridad (—;1;1), con simbolo
de funciéon f y simbolo de constante c;.
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a. Dé M tal que M |= f(x) =" ¢;. Justifique su respuesta.
b. Sea ¢ := f(z) =" c1 A (Fy)(f(y) =" z)
I. Encontrar M; tal que M |= ¢. Justifique su respuesta.

II. Demostrar que = ¢.
III. Determine si existe My tal que My = —p. Justifique su respuesta.

Ejercicio 14

Un grupo es un conjunto G no vacio, con una operacién binaria x : GXxG — G y tal que para
dicho conjunto y considerando dicha operacion binaria se verifican las siguientes propiedades:

» Existencia de neutro.
» Fxistencia de inverso.

» Propiedad asociativa.

Si ademas la pareja (G,*) verifica una cuarta propiedad, la conmutativa, se dice que el grupo

es abeliano.
En logica de primer orden podemos representar grupos a través de estructuras que cuenten

con un simbolo de funcién binario y que modelen dichas propiedades. Para estos fines conside-
raremos un lenguaje de primer orden del tipo (—;2;0) con simbolo de funcién f (binario).

a. Escriba férmulas en primer orden que modelen las propiedades descritas anteriormente.

b. Considerando I' al conjunto de las primeras tres formulas anteriores, diremos que una
estructura M del tipo (—;2;0) es un grupo si y sélo si M = I'. A continuacién indique
cuales de las siguientes estructuras son grupos y en caso de serlo si es o no abeliano.
Justifique su respuesta.

M, = (Msy2(R), %) donde Msyo(R) denota el conjunto de matrices (2 x 2) reales con
determinante # 0, * el producto de matrices.

My = (Z/s,+) donde Z/5 denota el conjunto de los enteros mod 5 y + la suma mod 5.
M; = ({0,1,2},0) donde ¢ es un operador binario dado por la siguiente tabla:

N~ O
| =D D

O| O =] =
| O N DN
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Ejercicio 15

Considere el teorema sobre el cambio de variables ligadas:
Sean x, z tales que x, z ¢ FV(«). Entonces:

= (Va)alr/y] eq (V2)alz/y]
= (3z)alz/y] eq (F2)alz/y]

Encuentre una férmula o« tal que z € FV(«a) de forma tal que las equivalencias no se
cumplan.

Ejercicio 16

Considere una funcién g : P — FORM que a cada letra proposicional le asigna una férmula, y
la siguiente funciéon que transforma proposiciones en férmulas:

f:PROP — FORM

f(pi) = g(p:)

f(L)y=1

f(@0B) = f(@)0f(B), O € {—, <AV}
f(ma) = = f(a)

a. Suponga que g sélo devuelve férmulas cerradas.
Pruebe que para una estructura M arbitraria de tipo adecuado, existe una valuacion v
tal que para toda ¢ € PROP se cumple que: v(p) = vM(f(p)).

b. Sea M una estructura arbitraria de tipo adecuado, y a4, ..., a,, una m-upla de elemen-
tos de |M|. Pruebe que existe una valuacion v tal que para toda ¢ € PROP, siendo

FV(f(¢)) € {z1, ... 2}, se cumple que v(p) = v™(f(@)[ """ [0y a,.]).
c. Pruebe que para toda ¢ € PROP, si |= ¢ entonces = f(p).

Ejercicio 17

Considere un lenguaje de primer orden del tipo (1;1;0) y las siguentes formulas
= 1= P(f(2) A By)-P(y).
o= (F)(Vy)z ="y — (Va)z = f(2).

a. Para cada caso propocione una estructura M; en caso que exista. Justifique su respuesta.

1. M1 ): V1.
II. Mg ): ©2.
II1. M3 l?é P2

b. Demuestre o refute las siguientes afirmaciones.

L | (Vo) (P(f(2)) A By)=P(y) vV (F2)(Vy)z ="y = (Va)z = f(2)).
IT1. 3¢ € SENT tal que ¥ no es subférmula de ¢1, p; no es subférmula de ¢ y ¢ | ¢1.
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Ejercicio 18

Considere un lenguaje de primer orden con tipo de similaridad (1,1;2,2;0), con dos simbolos

de predicado P; y P, y dos simbolos de funcion f; y fo.
Sean las féormulas:

1 = (Va1) (Vo) (Pr(21) A Pi(22) = Pi(fi(21, 72)))
2 = (Va1)(Pa( fo(w1, 22)) = Po(fi(x1, 72)))

Sea la estructura: M; = (PROP, PROP — CONT, PROP — TAUT, F, F\,), donde

PROP es el conjunto de todas las férmulas proposicionales.

TAUT = {a € PROP | (Vo : Val) v(a) =1}

CONT = {a € PROP | (Vv : Val) v(a) =0}

Fila, ) =(aNB)y Fy(a,B) = (aV B) para todo a y B de PROP.

Determine si M = ;. Justifique.
Determine si M = @o. Justifique.

c. Determine si existe una estructura My = (B, Ay, Ay, F, ), del tipo de similaridad ade-

cuado, tal que:

« B={0,1}
. @CA1CB,®CA2CB
" Mz):%yMz):%-

Justifique su respuesta.

Ejercicio 19

Considere un lenguaje de primer orden con igualdad de tipo de similaridad (1, 2; —; 0) y simbolos
P, y P, para el primer y segundo predicado respectivamente. Considere una estructura M =
(Z,Q,5) donde Z es el conjunto de los niimeros enteros.

a.

Considere las siguientes afirmaciones:

M |= (3z)Pi(z) A (3z)(—Pi(z)) (1)
Q es finitoy 1 € @ (2)
Q#0 (3)

[. Demuestre que (2) es una condicién suficiente para que se cumpla (1).

II. Demuestre que (2) no es una condicién necesaria para que se cumpla (1).
III. Demuestre que (3) es una condicién necesaria para que se cumpla (1).
IV. Demuestre que (3) no es una condicion suficiente para que se cumpla (1).

V. Indique alguna condicién necesaria y suficiente para que se cumpla (1).

b. Considere la afirmacion:

M | Pi(z) A Pi(y) < Pa(,y) (4)
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I. Demuestre que (3) no es ni necesario ni suficiente para que se cumpla (4).
II. Indique alguna condicién necesaria y suficiente para que se cumpla (4).

c. Determine si es posible encontrar una estructura M; que cumpla las siguientes condicio-
nes. Justifique su respuesta.

My = Be)Pi(z) y My = Pi(x) A Pi(y) — (V) (Vy) Pa(z, )
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