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@ Introduccidén



@ Introduccion
@ Significado de las Férmulas



Semantica: Vision Intuitiva

Ctes

( {Maria, Juan,...} - {(Maria, Juan), » fechaNac,... » {Maria, Juan} )

Semadntica /\v {vepdadero, falso}

/ [
Sintaxis Férmulas Términos
(Yay)[(B (cq, 1) = (mz1=¢;))| |S. de Funcién:

Variables: %1 T3

Constantes:




Semantica: Visidon Intuitiva

Términos

@ Representan elementos del Universo. Conviene que cualquier
elemento tenga al menos un nombre (una forma de

referenciarlo): .
e Se modifica TERM para que todo elemento del universo

tenga algin nombre.

@ Mostraremos qué objetos del universo son representados
por cada término cerrado: Simbolo de funcién aplicado
a algin nombre de elemento del universo.

Formulas

@ Representan lo que se dice de los elementos del Universo.

e Algunas pueden ser verdaderas o falsas (sentencias -
férmulas cerradas) en una estructura dada.
@ Mostraremos cémo averiguar si una sentencia es



Semantica de los Términos
Nombres (ctes) para elementos del Universo

@ Constantes: Las constantes ¢, 5, ... son nombres
para los elementos distinguidos del universo.

@ Se usan en cualquier férmula y en cualquier contexto de
uso.

@ Constantes del Lenguaje Extendido: Una
representacion "habitual” de un elemento del
universo con un techo x , es un nombre para ese
elemento del universo.

o Ejemplo: 1 es una constante (sintaxis) para el ndmero 1
que es un elemento de un universo dado.
@ Se usan para interpretar las férmulas con variables.



Lenguaje extendido para una estructura

Def 2.3.12.

Sea M una estructura.

El lenguaje extendido para M, notado £(M), se
obtiene del lenguaje £ del tipo de M agregando
simbolos de constante para todos los elementos de
Al simbolo de constante asociado a a € | M| lo
denotamos como a.



@ Interpretacién



Interpretacion de términos cerrados de

L(M) en M
Def 2.4.1
Sea
M=(A,R,....R,,F,....E_.{C;|1 <i<k})
con tipo (Tq, ..., 7,5 Gq, ..., a3 k)

La interpretacion de los términos cerrados de £( M)
en M es una funcién _7 : TERM, — | M| que
satisface:

° ciM:CZ- paratodo 1 <1<k
e a = a para todo a € | M|
M M M
(* ] fi(t17"’7tai> :F’L(tl ,...7ta7; ) pal’a
1=1,....,m



Interpretacion de Términos Cerrados

Ejemplo

Sea M = (Z,Primo,+,—,0, 1) con tipo (1;2,1;2).
La interpretacion de los términos cerrados de £(M)
en M es una funcién _7 : TERM, — Z que

satisface:
o c,M=0
o c,M =1
o n =n paratodonEZ
® f1(t17t2> = t1M + t2M
® f2(t1) = _t1M



Interpretacion de Términos Cerrados
Ejemplo

Sea M = (Z,Primo,+,—,0,1) con tipo (1;2,1;2)
i Qué valores representan los términos f;(f5(cqy), ¢s)

y fo(fi(eq,ca))
e el falfiler o)™
faler)™ +¢;™ —filer )™

clf‘:f +1 —(01MZ+ ™)
—0: 1 —(0:+ 1)



Interpretacion de Términos Cerrados

Ejemplo

Sea M’ = <[R, Irracional, x, —, 0, \/§> con tipo
(1;2,1;2). iQué valores representan los términos

f1(faler) ) y fa(filer,e0))?

Falfaler), ea) ACAC
f2<c1>ﬁf x ¢, Wy
—c, M x V2 —(e,™ x ™)
% V2 —(0 ? V2)
0 0



Semantica de las formulas

@ Buscamos indicar la verdad o falsedad de una
férmula con respecto a una estructura dada

@ Solamente nos preocupamos de estudiar las
sentencias

@ Veremos los casos de las sentencias al uso
directo de términos cerrados, las asociadas a
conectivos proposicionales, y las asociadas a
cuantificadores



Interpretaciéon de sentencias de £L( M) en M
Def 2.4.2

La interpretacién de las sentencias de £(M') en M es una
funcién v?* : SENT — {0, 1} que satisface:

. M M
o ’UM(tl =/ t2):{1 3t th:tQM
0 sity”" #t,

@ v (Py(ty, .., ¢t

{8 Sl <t1M7 9 rJM> ¢ R]
@ v (1l)=
o v ((“a) = 1— v (a)
® v ((a A B)) =min{v™ (), v (B)}
o v ((aV §)) = max{v (o), v (8]}
@ v ((a— B)) = max{l — v () ,v (5)}
i
@ vM((3Ax)a) = maxivM (ala/z]) | a € |M|i



Interpretacién de sentencias de L( M) en M

Sea M = (Z,Primo,+,—,0, 1) con tipo (1;2,1;2).
La interpretacion de las sentencias de £(M) en M
debe satisfacer:

o v (Pi(th)) = {

1 i th es primo
M .
0 sit;” noes primo



Interpretacién de sentencias de L( M) en M

Ejemplo
Sea M = (Z,Primo,+,—,0, 1) con tipo (1;2,1;2).
i Qué valor de verdad tienen las sentencias

f1(faler),ca) =" ca y Pi(f1(faleq),¢2))?

2 (hlfaler),ea) ="ea) =1 2 (P (£, (fler)s o)) = 1
f1(faler), Cz)M =y f1(faleq), c2)M es primo
f1(f2(01>702)m M
_ fQ(Cl)M+C2M _fl(fQ(c%v)[a cs) o
=—c; M +1 —f2(01>M+C2
- 0+1 =-—c;"+1
:c2M. =1
N &
1 es primo.



Interpretacién de sentencias de £L(M') en M

Sea M = (Z,Primo,+,—,0, 1) con tipo (1;2,1;2).
i Qué valor de verdad tienen las sentencias (Vz)P;(x) y
(3x) fo(x) =" 27

v (V) P, (2)) v ((x) fa(z) =" z)
min {0 (Py(7)) | n € 7} max {0 (f,(7) = 7) | n € 7}
= (Considere el 20148) = (Considere el 0)
0. 1.



Interpretacién de sentencias de L( M) en M

Ejemplo

Sea M = (Z,Primo,+,—,0, 1) con tipo (1;2, 1;2).

i Qué valor de verdad tienen las sentencias (V)P (x) y
(Fz) fo(z) =" =7

v (3z) fo(z) =" ) = 1

<~
max {v™ (fy(n)="n)|nezZ}=1
B g
(3n € Z)v (fo(n) =" 1) =1
g
(3n € 2)f,(n)"" =A™
<~

(InezZ)-n=mn
<— (Considere el 0)
—0 =0.



Interpretacién de sentencias de L( M) en M

Ejemplo

Sea M = (Z,Primo,+,—,0, 1) con tipo (1;2,1;2).
i Qué valor de verdad tiene la sentencia
(32q) Py (2q)?

v ((Bwy) Py(y))

max { v (Plgﬁ)) lnezZ}
1



Interpretacién de sentencias de L( M) en M

Ejemplo
Sea M = (Z,Primo,+,—,0, 1) con tipo (1;2,1;2).
i Qué valor de verdad tiene la sentencia

(3z1) Py (f1(cq, f2(21)))?
oM (Fz1) Py (fi1(eas fo(24))))

max {v" (Pl(fl(c; £(7)) | n € 7}

1.



Interpretacién de sentencias de L( M) en M

Ejemplo
Sea M = (Z,Primo,+,—,0, 1) con tipo (1;2,1;2).
i Qué valor de verdad tiene la sentencia

(Vo) (P () = =Py (f1(22,¢3)))?

VM ((Vag)(Py(22)

min {v™ (P} (n) = —

min {max {1 — v (P, (n))
min {max {1 — v (P;(n)),
min {1 — min {v™ (P;(n))

max {min {UM (Pr(n)),

-P,
(f1(
(—

—~

fi(2,¢5))))

,C2))) | n € 2}

L (f1(7,¢5)))} [ € 2}
Py (f1(n, ¢5)))} [ n € 2}
(f1(m,¢0)))} [ € 2}
(Py(f1(n,c5)))} | n € Z}

S
3

i

Hu
S
R

R ||e§ il
~

Ay

S

1



Interpretacién de sentencias de L( M) en M

Ejemplo

Sea M = (Z,Primo,+,—,0, 1) con tipo (1;2,1;2). ;Qué
valor de verdad tiene la sentencia

(Vo) (Py(zy) = Py (f1(T2,c5)))7?

v (P(2)) = 1y v (Py(£1(2,¢,5))) =1
v (Py(2)) =1y vM:>(ﬁP1(f1(2, c;))) =0
v (Py(2) = ﬁ;z(fl(l c))) =0
min {v™ (P, (n) — ﬁP1:(>f1(ﬁ, c,y)) ImeZ}=0
v (Vaoy)(Py(22) —>::P1(f1(962, ¢y)))) = 0.



Uso de variables.
Ejemplo: Relacién de equivalencia

@ R C A x A es una relacién de equivalencia si
se cumple:
1. aRa
2. aRb= bRa
3. aRby bRc = aRc

@ Lo que significa que:
1. (Va € A)aRa
2. (Va,be A)(aRb = bRa)
3. (Va,b,c € A)(aRby bRc = aRc)



Sobre las variables

Intuiciones

@ Soélo se interpretaron los términos cerrados y
las sentencias.

@ Las variables ligadas permiten modelar las
ideas de “todos” y “alguno”.

@ El comportamiento de las variables libres
depende del contexto: se comportan como
parametros cuyos valores posibles cumplen
determinadas condiciones.

@ Cuando no hay condiciones, ese parametro
puede tomar cualquier valor del universo.



Clausura universal de una formula

Intuicidn

Antes de interpretar términos, nos aseguraremos
que estén cerrados.

Antes de interpretar férmulas, nos aseguraremos que
sean sentencias.

Def 2.4 3.

Sean a« € FORM y FV () = {2, ..., 2.}

Se define cl(a) = (Vz;) .. (Vzk)




Uso de F

Def 2.4.4.

@ Sea oo € SENT. Entonces M F « sii
M (a) =1

@ Sea v € FORM. Entonces M F « sii
v (cl(a)) =1

@ Sea I' C FORM. Entonces M F T'sii M F ¢
para todo p € I

@ Sea o € FORM. Entonces F « sii para toda
estructura M del tipo adecuado M F «

@ Sea o € SENT,I' C SENT. Entonces I' F « sii
para toda estructura M del tipo adecuado, si
M ET entonces M F «



Nomenclatura

e

M es modelo de o si M F «

M es modelode I' si M ET

« es verdadera si F «

« es consecuencia semanticade I'si ' F «

« es satisfecha por ay, ..., a; € | M| si
M E alaq, ..., a, /21, .., 2] (con
FV(a) ={z,..., 2.}, k > 0)

« es satisfactible en M si existen
aq,...,a; € | M| que la satisfacen

« es satisfactible si existe algiin M tal que «
es satisfactible en M



Propiedades de F

La relacién F refleja el significado intuitivo de los
conectivos y los cuantificadores en las sentencias.

Lema 2.4.5
Sean a, B € SENT, v € FORM, FV (v) C {z}.
Entonces,
ME(@NB) siMEayMES
ME(@VB) siMEFaoMEP
(—a) sit M F «
(v — B) sii (si M E « entonces M E [3)
ME (<« B) sii (MEasi MEPpS)
(
(

ME (Vx)y sii para todo a € |[M|, M E v[a/x]

M E (3x)y sii existe a € | M| tal que M F v[a/x]



2.4.5 Demostracion

MEaAp M F o
< (Def. F)
< (Def. F)
M _
M (aNB) =1 v (ma) =1
<= (Def. v ()
< (Def. v (L))
M _
v (o) =1y oM (B) =1 v (a) =0
&> (Def. 1) < (Def. F)
MEay MES. MF
ME (Vo)
< (Def. k)

min {v" (afa/z]) | a € | M|} =1
< Aritmética
para todo a € | M|, M k ala/x].



2.4.5 Demostracion

ME (a— B)si (( MEFa=MEPp)

= Diecto

MEa— B ME «

= (Def. F) = (Hip.)

:((a — g)( 5 1 MEB

. oM . = (Def. F)
= W () =1
aso v (f) = 1 = (Aritm.)

~ max{ 1™ () 0™ (@)} =1
= (Def. F) v (B) =1 = (Def. v ())
ME = (Def. ) v (a—p)=1

= M E B = (Def. F)

MEa=MEP = MEa— B.

MEa=MEPB
Luego, M F o = M F .



Pruebas groseramente incorrectas

ME P (z) N MFE P (x,) = «
<~ ~
vM (P(z)) Aa) =1 vM (P(x)) = a)=0
<~ <~
v (Py(z,)) = 1 v (Py(zy)) =1
y oM (a) =1 y v (a) =0
<~ ~
MEP(xy)y Mk« ME P (xy)y M ¥«

FALTA LA CLAUSURA !



Prueba correcta
Sea or € SENT.

MEP)(x,) N
< (Clausura)
ME (Vo) (P (z) A )
- & (2.4.5)
(Va € [IM|))ME Py(a) N
B & (2.4.5)
(Va € IM|)(ME P(a)y M F a)
& (7777)

P (a) N a es
verdadero para
cualquier a € | M|
sii en cualquier
a € |M|P(a)

es verdadero

y en  cualquier
a € |M|a es
verdadero.

(Va € | M|)M E Py(a)y (Va € |M|)M E «

& (2.4.5)
ME (Vay)Py(zq) y M F (Varg)o
< (Clausura)
ME P (x;)y ME .



Lema 2.4.5 (otra escritura)

Contrareciprocos
Sean «, § € SENT. Entonces,

ME(aNP) siMEaoMES

ME(aVP) siMEayMES

M E (—a) siit M F «

ME(a—p) siMEFay MES

ME (a+ B) sii (MFE «asi MEP)

ME (Vr)a sii existe a € | M| tal que M ¥ afa/z]
M E (Jx)a sii para todo a € |[M|, M ¥ ala/x]



Propiedades Simples del Calculo de
Predicados

i Qué propiedades podemos probar para los
elementos de FORM?

@ Todas aquellas que valian para PROP:
@ todas las férmulas que son instancias de

tautologias son verdaderas en cualquier estructura
M.

@ Luego, todas las propiedades de los conectivos que
probamos para las férmulas de PROP valen.

@ Vamos a probar propiedades de los
cuantificadores.




eq y Generalizacién de las leyes de De
Morgan

Dados a, 3 € FORM, decimos aveq B sii Fa <> 3

Teorema 2.5.1. (Leyes de De Morgan generalizadas)

—(Vx)a eq (Ix)—«
—(Ir)a eq (Va)-«
(Vz)a  eq —(Iz)—«
(dr)ae  eq ~(Vz)—«a



Leyes de De Morgan generalizadas

@ No hay ninguna suposicién sobre las féormulas
involucradas, por lo que se asume que pueden
tienen variables libres: FV () = {2, ...,2,}.

@ Esto hace que se deban hacer las clausuras
antes de comenzar las demostraciones.

@ Lo que hace que se deban manejar varias
constantes en el proceso de demostracion.



—(Vz)a eq (Jz)—a

Dem.

—(Vz)a eq ()~
<> (Por def. de eq)
Fo(Vz)a < (3z)—-a
&> (Def. )F
(VMM E=(Vz)a < (Fz)-a
< (Clausura)
(VIMOM E (Vzy, ..., 2,)(=(VE)a < (Fx)—a)
< (2.4.5 aplicado n veces)
(VM) ((VYaq,...,a,) € |M|)ME (-(Vo)a < (3x)~a)(ay, ..., a,
< (computando la sustitucién)

(VM) ((Yay,...,a,) € | MM E

(=(Vo)a(ay, ..., a,) < (Fz)-alay, ..., a,)))
& (2.4.5)



Algunas complicaciones y algunas mejoras

Dos Complicaciones:

@ Por fuera siempre queda VM
@ Se arrastran constantes que surgen de la clausura.

Una mejora para el VI :

@ Practica comin y aceptada en matematicas, cuando no
hay suposiciones adicionales sobre el elemento. Si las
hubiera, hay que considerarlas...

Una mejora para las ctes.:

@ El problema es acarrear las ctes. del lenguaje extendido
durante toda la demostracién.

@ Una posible solucién es separa la prueba en dos partes:
probarlo para sentencias y luego usar esa prueba para
probar el caso general.



—(Va)a eq (Ix)—a (sentencias)

Dem.
Suponemos FV (a) C {x}.
Hay que probar que:

(VMM E —~(Vz)a « (Fz)-

Tomando M arbitrario con tipo
adecuado, hay que probar que:

ME-(Vo)a < (3z)—~«

Aplicando 2.4.5 se obtiene que
hay que probar:

ME-(Vo)a < M F (Jz)—~a (1

La prueba de (1) es la siguiente:

ME-(Va)a < (245)
ME (Vx)a < (245)
(3a) € |IM|M ¥ a(a) < 245
(3a) € | MM E —~a(a) < (245)
M F Jz—«o

Por lo tanto (1). Luego:

ME-(Vo)a < M E (Jz)~«
& (24.5)
ME-(Vo)a < (Jz)~a
< (Dado que M es arbitrario)
y (YMOM F ~(Vz)a < (Fz) -



—(Vx)a eq (dz)—a (Caso general)

Dem.

Suponemos _

FV(a) C{zy,.., 2,,x}. (Vay,..,a, € | M|)M F

Hay que probar que: (Vo)a(ay,...,a,,) <
(VM) E (Va)a & (Fz)-a (Fz)-a(ay, ..., ay)

Considerando a4, ..., a,,
arbitrarios en ||, lo que queda
por probar es:

ME (Vz)a(ay,...,a,) <

Tomando M arbitrario con tipo
adecuado, hay que probar que:

ME (Vr)a < (Fz)—«

Dado que hay variables libres se (Fz)—aldy, ..., a,) (1)
debe clausurar, por lo que hay que
probar: Observar que (1) es una
instanciacion del caso
MEVzy,.y 2,)(VE)o "sentencias”, dado que
(3z)-a alay,...,a, ) es una férmula sélo

Aﬁlicando 2.4.5 n veces i sust. x libre y M es uno concreto.




Propiedades de los cuantificadores

Teorema 2.5.2. Orden de los cuantificadores

(Vz)(Vy)or eq (Vy)(Vo)a
Ja eq (3y)(3z)a
Ja eqa,siz ¢ FV ()
Ja eqa,siz ¢ FV ()



Propiedades de los cuantificadores

Teorema 2.5.6. Cambio de variables

Sean x, z tales que x,z ¢ FV ().
En estas condiciones, se cumplen las siguientes

ropiedades:
PP vn)ale/y]) eq (Y2)alz/]

(Bx)elz/y] eq (3z)alz/y]
Sea z tal que z ¢ FV («).

En estas condiciones, se cumplen las siguientes

ropiedades:
PP (Vx)olz) eq (V2)al2)

(Fr)e(z) eq (Fz)a(z)



Mas propiedades

Teorema 2.5.3. Distributividad generalizada




Mas propiedades
Distributividad generalizada

F(Vz)aV (Vx)8 — (Vx)(a Vv B)
F(3x)(aApB) = (Fz)a A (3x)6

OJO!!! No valen:
o F(Vz)(aV p) = (Vx)aV (Vz)B
@ F (dx)a A (Fz)s8 — (Fx)(a A P)




Propiedades de la sustitucion

1. Si z ¢ FV (t) entonces t[c/x] = t[z/z][c/Z]

2. Si z no ocurre en « entonces
afc/z] = alz/z][c/z]

3. Sea t libre para x en a'y 3, y B libre para $ en
«. Entonces, of[3/9][t/x] = a[t/z][B[t/x]/$]



Teorema 2.5.6 de sustitucion

Sean s,t,t” € TERM, «, 3,0 € FORM tq. t y t’ estan
libres para x en «, y o y (3 estan libres para $ en .
Entonces:

Ft="t — s[t/x] =" s[t'/x]
Ft="t — aft/x] < aft’/z]
F (o e B) = pla/$] < 0[B/3]



Mas propiedades

Sean a, 3, ¢ € FORM tales que F o <> (3 (sin
importar si v y 3 estan libres para $ en ¢).
Entonces

F pla/3] < o[5/9]
Sean «, § € FORM tales que F o +» (3. Entonces

(Va)oeq (Vo)
(3z)a eq (3)f



Sustitucion

Ejemplo

(Vx)a(z) V (Vz)B(z, 2)
(V) () \/e%Vw)ﬁ(fv, z))
(Va)(a(z) \j(%vy)ﬁ(y, z))
(‘v’x)(\v’y)(a?;l) vV By, 2)).



Forma normal prenexa

Def 2.5.7

Sea o € FORM. Decimos que « estd en forma
(normal) prenexa sii o es una férmula abierta
precedida de cero o mas cuantificadores.

Ejemplo

(Va)Fy)(V2) (Yw)(f(z,w) =" 2 = f(w, 2) =" y)
Az)(P(y, 2) = (P(y,z) A P(z,2)))
V2)((P(z,y) A P(y,z)) = P(z, 2))

—~
<
<
~—
<
N
~—



Forma normal prenexa

Teorema 2.5.8. Existencia de forma normal prenexa

Para toda a € FORM existe 3 tal que [ esta en
forma normal prenexa y « eq 5.



Relativizacion

. Coémo traducimos la siguiente oracion?

(Ve > 0)(3n)(Ym >n)|f(n) — f(m)| <e

Hay convenciones para los tipos de las variables:

@ ceR
@ n,mecN

Una primera “‘traduccion’’ seria:
(Ve)(e >0 — (In € N)(Vm € N)

(m >n = [f(n) = f(m)| <e))



Relativizacion

(Ve)(e >0 — (In € N)(Ym € N)
(m>mn—|[f(n)— f(m)| <e))
Hay dos propiedades implicitas: “ser un natural” y “ser un
real”. Como N C R, consideramos 5R = (R, N, >, F', 0),
donde F(a,b) = | f(a)— £(b)].

Ahora “‘ser un natural’’ se traduce usando un nuevo predicado
N:

i (Ve)(e >0 — (In)N(n) A (Ym)
(N(m) = (m>n—e>F(n,m))))



Cuantificadores Relativizados

Se definen cuantificadores relativizados:
(Vn € N)a := (Vn)(N(n) — a)
(In € N)a := (In)(N(n) A a)

M E (Vx € A)a sii para todo a € A
se cumple M F ala/x]
M E (3z € A)a sii existe a € A tal que M E afa/x]
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