Examen de Légica
26 de Julio de 2016

Indicaciones generales

» Apagar los celulares.

» La duracién del examen es de tres (3) horas.

» En esta prueba no se permite consultar matenal alguno.
= Puntaje: 100 puntos.

» Toda respuesta debe estar fundamentada. Pueden usarse los resultados que aparecen en
el texto del curso, en esos casos debe describirse con precisién el enunciado que se utiliza.

» Numerar todas las hojas e incluir en cada una su nombre y cédula de identidad, utilizar las hojas
de un solo lado, escribir con lapiz, iniciar cada ejercicio en hoja nueva y poner en la primera hoja
la cantidad de hojas entregadas.

Ejercicio 1(25 puntos)
Considere el alfabeto ¥ = {a,b, ¢} y los lenguajes Ly, Ly, Ly C £* definidos como:
v Ly ={w € &*/ canty(w) = 0}

- leel,
I1 Siw € Ly entonces aw € Ly
11 Siw € Ly entonces acw € Ly

n Iec€ L3
II Siw € L3 entonces aw € Lg
I Siw € L3 entonces bcw € Ly

a. Defina siguiendo el esquema de recursiéon primitiva las funciones: cant,: 5* - Ny
cant,: ¥ - N
(ej: canty(babe) = 2 y cant,(babc) = 1)

b. Demuestre que Ly C Ly.

¢. Demuestre Ly € L

d. Sea M = (C, R) donde
C=%¥"—(IhULs)y
R={w € C: canty(w) = cant (w)}
Demuestre que: M (= =P (z)

Bosquejo de solucién

a.
canty(e)
cantb(:nw) —SI z = b entonces 1 + cant,(w) sino cant,(w)
cant.(e)
cant, (’Ew) =si x = ¢ entonces 1 + cant,(w) sino cant,(w)
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b. Para justificar que Ly C L; probaremos que

(Qw (S Lg)w S Ll-

Se probaré la siguiente propiedad P sobre Lpa:
Plw):=we L

Caso base: P(g).
ee€ly

<= (def.)
canty(e) = 0
<= (def.}
0=0,

y esto ultimo es obvio.

Caso inductivo: si P(w) entonces P{aw).

aw € Ly
< (def.)
canty(aw) = 0
< (def. y a #b)
canty{w) =0
<= (def)

- w e Ll,

y esto altimo vale por ser la HL

Caso inductivo: si P(w) entonces P(acw).

acw € Iy

<= {def.)
canty{acw) = 0
< (def. y a#b)
canty{cw) =0
<= (def. y c# b)
canty{w) =0
< (def.)

w € Ly,

y esto ltimo vale por ser la HI.
Hemos probado las hipttesis del PIP para Ly. Por lo tanto,
(\E”UJ € Lg)’w S Ll,

o lo que es lo mismo,
Ly, C L.

c. Para justificar que Ly € Ly probaremos que ¢ € Ly y que ¢ ¢ Lg.
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cc Ll
cE L1
<= (def.)
canty(c) = 0
<= (def. y c#b)
canty(g) = 0
<= (def.)
0=0,

y esto tltimo es obvio.
¢ & Ly Un anélisis de los distintos casos de formacién posibles para L, basta.
a) Sila tltima regla usada fuera la primera regla, entonces deberia cumplirse € = ¢;
pero estas dos palabras son diferentes.

b) Sila altima regla usada fuera la segunda regla, entonces deberia cumplirse aw = C;
pero estas dos palabras son diferentes porque a # c.

c) Sila tltima regla usada fuera la tercera regla, entonces deberia cumplirse bew = c;
pero estas dos palabras son diferentes porque b # c.

d. Recordamos que ¥* se forma con las siguientes reglas:

a) e € X
b) siw € ¥*y x € I, entonces zw € %

Ahora mostraré que bac € C.

bac € X La siguiente secuencia de formacién justifica este juicio.
a) € € ¥, aplicando la primera regla.
b) c € ¥¥, aplicando la segunda regla a la palabra recién obtenida y a la letra ¢ € 3.
¢) ac € &*, aplicando la segunda regla a la palabra recién obtenida y ala letra a € X,
d) bac € &*, aplicando la segunda regla a la palabra recién obtenida y alaletra b € ¥,
bac & Ly
bac ﬁ-_l L1
< (def.)
canty(bac) > 0
< {def. yb=1)
1 + canty(ac) > 0,

y esto vale por'propiedades de los naturales.
bac ¢ Lz Un analisis de los distintos casos de formacién posibles para I basta.
a) Sila tltima regla usada fuera la primera regla, entonces deberfa cumplirse £ = bac;

pero estas dos palabras son diferentes.

b) Si la altima regla usada fuera la segunda. regla, entonces deberia cumplirse aw =
bac; pero estas dos palabras son diferentes porque a # b,

¢) Silatltima regla usada fuera la tercera regla, entonces deberfa, cumplirse bew = bac;
pero estas dos palabras son diferentes porque a # c.
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Finalmente, la prueba de que M [~ —Pi(z).

y esto es obvio.

26 de Julio de 2016

M ~Pi(z)

< (clausura)

M = (V)= Pi(z)

<= (2,4,5)

(§lu € CYM £ —-Pi(u)
e

M %‘é _lP1 (b(_LC)

< (2,4,5)

M |= P1 (baC)

<= (def.)

canty(bac) = cant,(bac)
< (def.yb=byb#c) .

1 + canty(ac) = cant.(ac)
= (def.ya#bya#c)

1+ canty(c) = cant,(c)
<= (def.yc# by c=c)

1+ canty(e) = 1+ cant,(¢)
<= (def.)

1+0=1+0,
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Ejercicio 2 (25 puntos)
Sea ||I'|| el conjunto de todas las valuaciones v tales que v(I') = 1y

X:{'pfl’l‘ 2 3}

a. Hallar n, la cantidad de elementos de [|.X||. Justifique su respuesta.

b. Determine si existe ¢ € PROP tal que la cantidad de elementos de || X U{i}|| es dos. Justifique
su respuesta.

¢. Determine la cantidad de elementos ||X U {(po A (p1 V p3))}||. Justifique su respuesta.
d. Demuestre que X F —p, V —ps V —pg.

Bosquejo de solucion

a. Una valuacién w queda definida por el valor que toma en las letras proposicionales. Si
w € || X|, entonces todo  natural debe cumplir que w(ps.;) = 1. Por otra parte, los valores
que esa valuacién tome en las letras pg, py,ps es irrelevante a los fines de determinar su
pertenencia a ||.X||, ya que esas letras no aparecen en el conjunto. Existen ocho formas
posibles de asignar valores de verdad a esas letras, y por lo tanto n = 8.

b. Sea
@ = p1 N\ po.

Observemos que w(py A ps) = 1 sii w(p;) = 1y w(py) = 1. Por lo tanto, si w € |X U {e} ]
todo ¢ natural debe cumplir que w(py14;) = 1. Por otra parte, los valores que esa valuacién
tome en la letra py es irrelevante a los fines de determinar su pertenencia a || X U {} ||, ya
que esa letra no aparece en el conjunto. Existen dos formas posibles de asignar valores de
verdad a esa letra, y por lo tanto la cantidad de elementos de [XU{p}|fes2=12.

¢. Observemos que w(py A (p1 V pa)) = 1 sii w(py) = 1y w(pr V ps) = 1. Por lo tanto,
siw € X U{poA(p1Vps)}| todo i natural debe cumplir que w(pss) = 1, y ademés
w(po) = 1. Por otra parte, los valores que esa valuacién tome en las letras p;,py deben
garantizar que w(p; V ps) = 1. Existen tres formas posibles de asignar valores de verdad a
P1, P2 con esa condicion, y por lo tanto la cantidad de elementos de || X U {py A (p1 V po)} I
es tres.

d. De la primera parte sabemos que X es satisfacible, y por lo tanto es consistente. Probaré
que si X = =py V (=ps V —ps), entonces X + L, contradiciendo lo afirmado en la primera
parte.

[“p5]2 Ds B [“’138]2 yZ:

- F
5 ]t po [—p5 V —pg]* ° 1
E"l Ev2
=Py V (—ps V —1ps) ue 1 .
L Ev

Ejercicio 3 (25 puntos)

Considere un lenguaje de primer orden con tipo de similaridad (1, 2;1,2;1), y las siguientes
férmulas:
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= = P(f(2)) = =P(z)
= = (Va)P(z)

a. De M tal que M |= ¢. Justifique su respuesta.

b. Demuestre que {, ¢} 1

c¢. Demostrar que ¢ F —(Vz)P(z)

d. Demostrar que (J2)f(2) = ¢, (Va)(V)(Q(z,y) — (V2)z =" ¢) = (V5)(vy)(Q(z,y) —
(F2)g(z,y) =" 1(2))

Nota: En b, ¢ y d NO son aceptables justificaciones basadas en consideraciones seménticas.

Bosquejo de solucion

a. Sea M una estructura cualquiera en la que P = §) Probaremos que M = ¢

M [: P(f(Z)) — _!P(SL') < (Clausura)
M = Va¥z(P(f(z)) = ~P(z)) & (245)
(Vab € IM|) : M = (P(f(a)) — —P(b)) & (Definicion )
(Vab € |M]) : vM(P(f(@)) = ~P(b)) = 1 < (Defnicion v™)
(Vab € [M]) - méx{1 — vM(P(())), v (~P(3)))} = 1
La tltima expresién vale 1 ya que P es el conjunto vacio y por lo tanto para todo a se
cumple que f(@)M ¢ PM y v™M(P(f(a))) = 0 (por definicion de v™).
La estructura pedida puede ser: {({#},0,0, f,g,) donde f y g se definen de la Gnica forma
posible (para un universo de un solo valor).
b. Escribiremos una derivacion @, = L:

P(f(2) P(f(z) = =P(z))

~P(z)

(Vz) P(z)
P(z)

B B,

E-,

1L

*1 f(2) libre para z en P(z)

*2 z libre para z en P(z)

c. Tomamos el arbol de la parte anterior y aplicamos I, descargando la hipétesis (Vz)P(z):
(Vo) P(z)]V P(f(2)) = ~P(z)

i
P

El arbol completo queda asi:

(V) P ()]

P

P(f(z) = ~P(z))

[(Vz) P ()]
~P(z)

Pla) b

E?
E_V

I N i)
—~(Vz)P(z)
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(Vz) (V) (Q(z, y) = (V2)z =' ¢)
(v)(Q(z,y) = (V2)z = ¢)
[Q(z, )@ Qz,y) = (Vz)z='¢
(Ve)z="¢c . - [f(z) =" ] @
g(@,y) ="¢ c='f(2) I
9(z,y) = f(2) 72
(Elz)f(z) ='c (Hz)g(x:y) == f(z) EEI*S ()
, (F)g(z,y) =' /(=) 0 ;
(Qz,y) = 32)g(z,y) = f(z)) 6
Vz(Q(z,y) = 32)g(z,y) = f(z)) 3*7
VyvVz(Q(z,y) — (F2)g(z,y) = f(z)) 7

1
EV

*2
E‘v’

IRy
Ry

Las condiciones son:

*1 2 libre para z en .. ..
*2 x libre para z en .. ..
*3 g(z,y) libre para z en (V2)z = ¢
*4 z libre para z en .. ..
*5 2 no aparece libre en:
« (32)g(z,y) = f(2) (conclusién) -

» Q(z,y) (premisa)
w VaVy(Q(z,y) = (Vz)z = ¢) (premisa)

*6 z no aparece libre en:

. (@)f(2) =

" Vavy(Q(z,y) = (V2)z =' ¢)
*7 vy no aparece libre en:

. (3)f() = ¢
o Vavy(Q(z,y) — (Vz)z = ¢)

Ejercicio 4 (25 puntos)
Considere un lenguaje de primer orden con tipo de similaridad (2;1;1)

a. Determine si las siguientes propiedades son correctas, justifique su respuesta.

L. El conjunto de sentencias {¢ € SENT | I ¢} es una teoria.
1. El conjunto de sentencias {¢ € SENT | F —¢} es una teorfa.
1. Existe una tinica teorfa T' tal que Mod(T') = 0.
b. Sea I' = Th(Mod({(Fy)-P(f(y),¥)}), probar que (Vz)(Vy)P(z,y) ¢ T.
c. Hallar tres sentencias no equivalentes que pertenezcan a I

26 de Julio de 2016 | 7/‘}“0



Instituto de Computacion : Examen

Bosquejo de solucion

a. a) Correcta. Sea I't el conjunto dado y ¢ una sentencia. Si I'y + 7 debe haber una
derivacion de 9 a partir de premisas de I';. Ahora bien, cada una de esas premisas es
un teorema debido a la definicién de Ty, v puedo completar la prueba colocando las
derivaciones que lo justifican de forma que las premisas sean conclusiones de las mismas.
De esta forma, construyo una prueba de 1 sin premisas, de donde - ¢ y ¢ € I'1. Esto
concluye la prueba.

b) Incorrecta. Sea I'; el conjunto dado. Observemos que (Vzq)zy = @1 & Iy, ya que no
empieza con una negacién. Sin embargo, I'y (Vz1)z1 =" 21, y por lo tanto no es una
teoria.

* No hay hipotesis, y por tanto no tienen ninguna variable libre.

¢) Correcta.

ModT =)

=> {construccién de modelo)
TF L

= (EL)

(Vi € SENT)T ¢
=> (def. teorfa)
(Vo € SENT)p € T
= (def. teorfa)

T = SENT.
Hemos probado que si T fuera teorfa, debe ser SENT. Nos falta mostrar que SENT es
teoria.
Consideremos ¢ € SENT tal que SENT + ¢, Obviamente, ¢ € SENT. Esto concluye la
prueba.
b.

(Vz)(vy) P(z,y) ¢ T

<f (def.)

(IM € Mod{(Fy)=P(f(y),y)HhM ¥ (Vz)(Vy)P(z,y)

“—

AM)M = (Fy)—~P(f(y), yM [ (Yz)(Vy) P(z,y)

Tomo como estructura M una con universo unitario {o}, relacién binaria @), funcién unaria
F' (tnica, eleccion posible) y otras relaciones, funciones y elementos distinguidos razonables
para compartir el tipo de similaridad usado. Luego,

M= Fy)-P(fy)y)
<= (2,4,5)

M = -P(f(3),5)

< (2,4,5)

M~ P(f(3),5)

<= (def.)

(F(o),0) ¢ 0,
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y esto tltimo es obvio.

Finalmente,
M (V) (Vy) P(z,y)
< {(2.4,5)
M £ P(3,5)
< (def.)
(O’ O> E w’

y esto ultimo es obvio.

‘¢. Defino

a:=-1

B:=Fy)~P(f(v),y)
v:=(3y)(Fz)-P(z,y)

Primero, mostraré la pertenencia a I de las oraciones elegidas. Observe que

pel

= (def))

(VM € Mod{(Fy)~P(f(y),y) hM |= ¢
<=

(YMIM = Gy)=P(f(y), y)M =

<= (2,4,5)

(YMIM = By)-~P(f(y),y) — ¢

acl
IS
C-PRW) —a '
gel
s L
Cu)-P(fly),y) = 6"
vyel

P(f(y), v))?
(Fz)-P(z,y) o
(EOREUONY) .
i I — ’
Gy)-P(fly),y) v

* 1 es una férmula cerrada, y por lo tanto no tiene ninguna ocurrencia libre de variables.
Ademas, la tnica hip6tesis sin cancelar es la correspondiente al existe a eliminar.

Kook

*# El término y est4 libre para y en cualquier férmula.

*#% Laformula —P(f(y),y) es abierta, por lo que todo término esta libre para cualquier
variable en ella. '

Ahora mostraré que a = 8, o =, B - .

Considero las estructuras My = ({0}, {(0,0)}, f(c) = 0,0) y M, = ({o,0},{(0,0), (e, )} g,0)
donde g{o) = ey g(s) =0

M, & « pero M; [~ B. Lo primero se desprende de que « es verdad légica. Lo segundo pues

(0),0) € {(o,0)}
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M; = « pero My [# v. Lo primero se desprende de que « es verdad logica. Lo segundo
pues: '

M (Fy)(Fz)=P(z,y)
<:_(2,4,5) B v ~
((Va) € |M[)((Vb) € [M)M |= P(a,b)
< (def.)
(0,0) € {(0,0)}
Alcanza con mostrar una estructura que modele a una de éllas pero no a la otra. My |= 7y
pues (an) ¢ {(07.)1 (o,o)}
Por otra parte, My [£ § pues (9(0), 0)) € {(c,®), (,0)} ¥ (5(s),)) € {(o,®), (#,9)}
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