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INTEGRALES

‘ecuacién de una circunferencia es (x - a)® + (y - by = (.

CAP 5 - CURVAS PARAMETRICAS

5.0 INTRODUCCION

El lector probablemente esté familiarizado con el estudilo de
algunos tipos particulares de curvas dadas en forma impliclita, es

decir a partir de ecuaciones del tipo £f(x,y) = 0. Por ejemplo, la
2

Adoptaremos aqui un enfogque diferente: el estudio de curvas
en forma paramétrica. Partimos para ello del concepto intuitivo de

que una curva es un objeto "de dimensién 1" en el plano o en el

espaclo.
. va J
n
h.r.i:
El ejemplo mas sencillo o
es el de una recta en el
espacio, que puede describirse {ab,c)
mediante las ecuaciones
paramétricas
o Yy

X = a + 1t
Y = b + mt teR
zZ = C + nt X

(ver curso de Algebra Lineal).

Es decix que las coordenadas de puntos de la recta se

obtienen como funcién de un pardmetro t = R,

Para extender la idea a curvas mas generales en el espacio,
€3 natural considerar funciones mas generales x(%t), y{(t), =z(t),
con t variable en un intervaloc I < R,

Este serd el enfoque que adoptaremos a continuacién, en el

: ]
que se plensa a veces una curva como una funcién de I <« R en R.
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162 CURVAS PARAMETRICAS

El cambio de pardmetro t = ¢(u) establece una "nueva escala
de tiempos" con que se recorren los puntos de la traza de P.

Si P(t) es diferenclable hasta orden n, para mantener estas
condiciones en Q hara falta exlgir derivadas a la funcién p.

Un caso particular es © = -u, en el que se ha camblado el

sentido de recorrido.

DERIVADAS DE UNA CURVA: VELOCIDAD Y ACELERACION

Defipnicioén 2:
81 P(t) es una curva diferenclable, P(t) = (x(t),y(t),z(t)), la
derivada de P{(t) es

P{t) = (x{(t),y(t}),z{t))

donde usaremos 1a notacién x, y, z (introducida por Newton) para

las derivadas de las funclones x(t), y(t), z(t).
.. . .o w...

La derivada sequnda se P = (x, Yy, w ) y as! sucesivamente
con las de orden mayor. )

Veamos una interpretaclén parxa lay derivadas.

- -
i P:1 + R es una curva

« no nmyasmaxpuwm mﬁne~&v nm

El vector mﬁwo + At) - vanov nos da el despalzamiento en 1la

curva ea el intervalo de tiempo At; por lo tanto

P(t + at) - ple) fx(t_+ at) - x(t)) ylt  +at) - y(t )

At At At

z{t + At) - z(t)) )

at J

puede interpretarse como el vector de velocidad media

14

(desplazamiento / tlempo) en el intervalo _no~ ne + At].
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81 -exlste el limite (en cada coordenada) para At + 0, es

patural interpretarlo como 1la velocidad 1instantanea en el

instante no~ v Anov = P Aﬁov.

Desde el punto de vista geométrico, el vector <Aﬂov- si no es

nulo, tiene la direccién de la recta tangente a la cuxva en mﬁnov.

Definicién 3:

Si mﬁnov = 0, el vector mAnov se llama vector tangente a la curva

en el instante no.

De forma analoga, si existe

. <Ano+bnv - <Anov
. P Anbv = 1lim -
At - O At

se lo interpreta como la aceleracién instantanea mAnov.

<Ano+>nv - <Anov Av 3
- = seria la aceleracién media en Atf.
At At )
Elemplog: T8 v
4) Movimiento clircular uniforme R
Pey
Sea P(t) = (R cos wt,R sen wt)
fwt
Se tiene, derlvando: / ° R X
v{t) = P(t) = R @ (-zen wt,cos wt) ////.l\\\

a(t) = P (t) = -R @ (cos wt,sen ot)

Se verifica n:m v(t) es perpendicular a P(t) (su, producto
escalar es 0) y qua alt) = . P(t), de donrde a(t) es un vector
que apunta al origen de coordenadas (aceleracién centripeta).

N
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166 QURVAS PARAMETRICAS

NO5S restringlremos a continuvacién a curvas cuya velocidad no
se anula nunca:

Definicién 4:

P(t), curva diferenciable, se dice regular sii P(t) = 0, Vtel.

Ejemplo: aY
6) P(t) = (t7, £7), t e R, 8
Hacemos una representacion
grafica de la traza de P(t)
9
x = t
. *x
y =t
/8 8

Bscribimos t = 7" y = 7.

Observemos que P(t) no es regular: wAww.u Aunn‘ 2t) se anuia

e

en t = 0. La velocidad P(t) se anula ugwnmamawo en el punto en que
la traza no es "suave”.

Esto nos da una ldea del papel que juega la hipétesis de

zegularidad, cuando ésta se verifica: el hecho de que p(t) # 0 nos
garantiza que exlste vector tangente en cada punto' y esto nos da

garantias de "susvidad"” en la traza.

$.2 REPRESENTACION GRAFICA DE CURVAS PLANAS

A continuacién describimos herramientas gque pueden servir
para obtener una representaclén grafica de una curva P(t) = (x(t),
y(t)) en el plano.

Lo haremos basandonos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 7): P{t) = (x(t), y(t)) x(t) = 1

. tf
ylt) = =4~

1) Una primera observacién es que, por definlcién, una curva P(t)
estd definida en un intervalo I ¢ R, y mn:» P(t) esta definida en
t = -1,

La oxvnmmpos anterior define entonces, en rigor, 3 curvas en
los lintervalos (-w,-1), (-1,1}) y (1,+»). Las estudiaremos, sin

embargo, simultaneamente.

2) Estudio de crecimiento. Para obtener un bosquejo, se estudia el

crecimiento de x{t), y(t) a partir de sus derivadas (veriflcar)

2

-2 (& - . -
(Eoer)) | 2t
(¢ - 1) (t -~ 1)

x(t) =

Estudiamos el signo de %, y, Yy a partir de ahi el crecimiento

de x, y, con el sigulente cuadro:

ﬁ ‘%mwv -1 @ A 2 +og
vN o) - - - O
~ )
o /x:% - /> oo | / o
yi14 + + o —f- o + 4
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Como complementos al estudio anterlor tenemos:

4) 81 en un intervalo de t, se tiene x = 0, entonces (teoremas
15/16, cap. 3) existe una funcién inversa t(x) en ese intervalo.
Componiendo con y(t), tenemos que la traza de la curva en ese

Intervalo estd representada por y(x), funcién compuesta y(t(x)).

g . ;
Su derlivada €3 y' (x) = y(t(x)) t°(x) = —

X

. Y
Por lo tanto en cada punto con x = 0, —— da la pendiente de
X
la recta tangente en el punto.

En el ejemplo, para t = -2, (x,y) = (-5/3, -4/3), 1la

Y 8/9 .
pendiente es — = = - —
x -14/9 i
0...
5) 8i -se gquiere estudiar 1a no:nm<uawom de la funcién y(x)

resultante (para un intervalo de x = 0), se tiene

e e o e e

Y X -yx 1

b4 . .
¥~ = e 3 IMKI = ||Q|ﬁ Qﬂ =
x dx dt dx -, B

o .
i
(V3N
®

.
°

Se deJja el estudio de la concavidad como ejercicio.

6) Puntos maltiples. Puede interesar determinar los puntos por los

umzm,ym curva "pasa" dos veces, es decir puntos mﬁn»v = vAnnv.no:

I N
1 2
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Imponemos _ _
_ 2.t puwnn 1
n.~-H nnn-p
, lo que equivale a
t? ¢ *
- 2
t -1 t -1
1 a
.
2t £t -2t -tP+tPv2¢t -2¢ =0
1 2 4 2 2 b § F4 1
tft -t -t ve? =0
E 2 4 2 4 2

0050 nn n nn es slempre solucién, las ecuaciones anteriores

tienen Ana - ﬁuv como factor comlén, quc climinarcmos Ap» # nnv"

(t,. +t)-2¢t t =2 s - 2p = 2 con s =t + ¢t
1 z 4 2 @ i =
(6, +t) -t t =0 s-p=0 p=t ot
4 2 L S

Deducimos 8 = p = -2 , de donde ﬂ»\ nn cumplens

2

"+ 2t -2=0 « t=-1%73
-+ n» =-1+7v3 , ﬁn = -] - 43 , mﬁﬂnv a wnnnv = (~1,-2)

(verificar).

En este caso se trata de puntos de diferentes ramas
(diferentes curvas, en rigor); se pueden dar ejemplos de puntos

maltiples en la misma curva.
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174 CURVAS PARAMETRICAS
>:m~oomao:ww~ fvi | -~ tvl = lv - vl = ]v - v'|, de donde
S v S v s v e x- X)), (Y -y, (2 - 2 s

T l(x-x,0,0) + (0, y-y,0 +(0,0,z-z)] %

< Ix=x"t o+ ly-y'l o+ lz-z' |

fquWmaao nuevamente la lgualdad triangular.

Q.E.D. (del wmamv,

Volviendo al teorema, con v, = mAxAn“- %Anwv‘ NAnwvw

e foat P T
vio= (x(e)), yle), z(t))
se obtiene del lema:

. - C e
vt - vl S 1 y(€) - y(e) 1+ 1e(E) - z(t)]
Enkonces
. n-4
11, - SRAPL, 0, T)1 S Y Hx(eD, y(€), 2(eD) ag <
a A - S il L i i
i=0
n-1
< M: y(£) - (e + 1z(E) - z(£)1) at,
‘i=zo

Como y(t), z{t) son uniformemente contlnuas en (t , t I, puedo

) f
obtener 6 tal que si {Q] < &,

£

2 (t, - t)

o

K ] Y
| vlnpv - v.:nw: <

£

N,Aﬁm -t

o

I z(t®) - z(th) <
1 L

-~ 1l - SR(IPL, Q, T ) < &

a para Q] = 6

Q.E.D.(Teo0.2)

oA

e e -~

rnn—-—_,_._,..-.,_-,..;. P
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5 <
@) Q
S o
Beg o<«
2 a55
H5 AR0
Ejemplo: BE oED
8) Longltud de la circunferencia < m mmv.m
: : (= \
Sea P(t) = (Rcos t, R sen t), t € (-n,n]. _e ”rN
¢ . .H..Y.,.‘U
P(t) = R(- sen t, cos t) = |P| = R 88 =35
aQF abnm
b3 [ = I R
- % D ARE
Hu%_vAﬂv_QﬂuN:m n.e.um =0
S
. " 2 0
f =) a
Nota; La férmula 1 = % IP(t)| dt, se mantiene valida en algunos
t
o

casos de curvas no regqulares, como por ejemplo curvas en las que

P, no existe o vale 0 en un conjunto finito de puntos. No

entraremos en ello.

REPARAMETRIZACION RESPECTO A LA LONGITUD DEL ARCO

Sea P(t) una curva regular,
no € 1 fijo, consideramos
t

s(t) = % .mﬁﬂv_ dr ﬂﬁav
t

[+]

(D) Pet)

s(t) nos da la longitud del arco recorrido entre los tiempos
no y t.

s(t) es una funcién continva, s(t) = |P(t)| es continva y
positiva.

Estamos entonces en las hipbétesis del teorema de existencia

de la funcioén inversa (Teorema 16, omvr 3):
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Ratinicion 6:

a(s) curva parametrizada respecto a la longitud de arco. El versor
t(s) = ' (s) se llama versor tangeante a la curva. El nOmero k(s) =
la’’ (s)| se llama gurvatura de o en s.

Observar que |t(s)| = ja’(s)} = 1, {(t es un versor, vector de
médulo 1).

Para motivar la denominacién de "curvatura" para |a'°‘(s)| = k(s),
veremos gue k(s) nos da una idea de la rapidez con que la curva

cambia su dlrecclién.

Para eso0, sean uo~ s € I vy

-

p(8) el Aangulo gue forman t(s) y
tis ).

Como -[t(s)| = .nAuov_ = 1, se
tiene, (ver figura) que

R 1ts) - ks ))1 = 2 sen [L12)

Cuando s + s, ¢o(s) » 0y lt(s) - nAuo%m T e(s) = p(s) -
%.nov. POr lo tanto,

lt(s) - ngucv_ 1im pl(s) - Qnuov )

S - 38 = s -s__°° (s)
s + = ° 8 + 8 o

[ [+]

_n..ﬁmov_ = llm

0 sea que x.uov - 1.Auev mide la nmvmnow con que cambia el
angulo de la tangente en el punto s .

En una recta, ¢(s) es slempre 0 y por lo Lanto la curvatura
es 0 para todo s. Como veremos a continuacién, la recta es la

dnlca curva gque cumple esto.

Teorema 95:

a P R .
Sea a: I + R, !'& sy = %

n

= ja* ' (s)].
Entonces,

k{(s) = 0 en I e~ a{I) contenido en una recta.

ANALISIE MATEMATICO I i

Demostracién:
(=)

a’’{s) = 0 en I. Integrando, se tlene o' (s) = cte = v en 1I,
af{s) = v s +u, v, u constantes.

Las ecuaciones a{s) = v s + u, 3 € R definen una recta en el

espaclo, como se sefial6é en 5.0.

(=)
81 a(I) esta contenido en una recta, puedo elegir dos

versores u, v perpendiculares a la recta y entre si.

Se cumple
\i

(a(s) - Qﬁuevv .u =0

(a(s) - QAmo'. .v=0,¥Y¥sel

v
HUA N

Derivando, deducimos que &’ (s) . u =0, a'(s) . v = 0 (&' (8)

L u, o’(s) L v). Por lo tanto o' (s) es colineal con u A~ v: &' (s)

= %&. (u A <V\A7Amu e R

< la’(s)] = IX(3)] =1 aX(s) =*1,Vsel.
Como X(s) es continua, solo toma uno de los dos signos y es

entonces constante + A (s) =0, Vs e 1

- a''(s) aA(s) (UAvV) =0,Vsel.

Ejenmplo:
10) Sea P(t) = (R cos t, R sen t) la circunferencia. La
reparametrizacion respecto la wmsapnca de arco nos da

a
(verlficar) a(s) = (R cocs m~ R sen mv.
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Demostracién:
Como lbis)| = 1, constante, del lema 4 tenemos que b’ 1 b.

Por otra parte, derivando la expresién b = t ~ i, tenemos:
b =t An+ tAan =k.dAantitan =tan.

de donde b’ 4 t. Por lo tanto b* es collneal con n.

Definicién 11:
Al escalar T(s) tal que b’ (s) = - 7(s) ni{s) le llamaremos torsion

de a en s.

Observar gue la varlacién de b con s corresponde a la varlacién
del plano osculador (perpendicular a b). Por lo tanto 7{s) mide
con gue rapildez la curva "se sale®” de un plano. Para reforzar esta

interpzratacién, tenemes la sigulente:

Teorema 1:
Sea @:1 +» R” / la'{s)) = 1, k(s) # 0. Entonces, mw

T{eg)

0 en I & af{l) coatenido en un plano.

Demostrac!lién:
{=—b)
T{s) = 0 «» b’ (s) = 0 =« b(s) = Uo constante.

Consideramos (a{si.b )’ =a'(s) . b =t . b =0. !
(<] o a
Entoacasg rf
af{g) . b = C {(constante) ﬂ :
o . {(s)
= (a(z) - afs })) . h =0VY¥ssel AL(Se)

—s a{3}) peztenecz al plano perpendicular a Uc por Qamov para

todo s e [
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(e}
st a(s) pertenece a un plano nm, para todo s, sea u un versor

perpendicular a n. Entonces a(s) - QAmov 4+ u para todo s. ==
(afs) - Q”movv .u=0,Vsel.
Derivando, tenemos t(s) . u =0,

k(s) n{s) . u =0 ¥ sel

~3 t(s) Lt u, n(s) L u Vs el
~+ b(3s) es colineal con u ¥V s € [. =~ b(s) = *u, ¥V 3 e I.
Como b(=) es continua, b(s) es constante y b’ (s} = 0

—» T(3) =0

Q.E.D.

Nota: La torslén, a diferencia de la curvatura, es una ?maswﬁca
con slgno. Existe una interpretacién de ese signo en términos de
la orientacién en el espaclo que deflne la curva, tema en el que
no entramos. Alqunos autores definen T con el signo opuesto (b" =

T n).

FORMULAS DE FRENET

Las sigulentes f6rmulas nos dan las derivadas de los versores

del triedro de Frenet:

mﬁ. {0 k 0 Y
o también nf| =1I-%x 0 T n
inctacidn) b o - 0 b
La nn»&mnm es la definicién de n (t* = a’’). La altima es la

definicién de 1. Veamos la segunda.
Para ello deriveowos la expresidn

buU)n
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Los parametros locales introduclidos hasta aqui dependen de la
serivadas hasta orden 3 de «(s) (Hemos supuesto implicltamente que
estas derivadas existen). Se podria pensar en continuar derivando
y obtener nuevos parametros. Sin embargo, el siguiente teorema nos
dice gue esto no es lmnmmmmno" una curva en R queda totalmente
determinada por las funciones k{(s), 7(s) a menos de un cambio de

coordenadas riglido.

Yeorema 8 (Teorema fundamental de la teoria local de curvas)

Dadas funclones k(s) > 0, (s}, s € I, (%), existe una curva
regulay oa: I = ®” tal que s es la longitud de arco, k(s) e3 su
curvatura y'7(s) su torsién.

ymmsmu~ o eg Gnica a menos de un movimiento rigido.
Amv Se exigen ademds hipdtesis de regularidad en k(s), v(s).

Demostracion: N

la omitimos. Referencia [6] (recurre a :mmﬂwanm:nmm de ecuaclones

diferenclales).

CASO EN EL QUE FL PARAMETRO NO ES LA LONGITUD DEL ARCO

Para una curva P(t) cualquiera, el camino para hallar t, b,
n, k, v, sSeria reparametrizaxr respecto a la longitud del arco y
luego apllicar las férmulas anterlores. Es m&s cémodo, sl embargo,

tener férmulas explicitas, que prsentamocs a continuacién.

£ = 2 , n = (E~P) AP , b= PP
e P AP ) AP 1P~ P |
K = P A ? | , ¢ = |l.h.|mv 5P )
te” P AP ("

ANALISIS MATEMATICO X 187

La deduccion de estas formulas es sencilla consliderando P{t

= a{s(t)),
derivando por la regla de la cadena.

Joude s es la longitud del arco (s(t) = lp(t)!) v

En primer lugar, P = & -s u.hn_v_ — £ o= — .

. <,
Derivamos de nuevo: P = o'’ 8 + o s =kn [Pl + ts

— PaP=k(Pl” (tan)=kPl” b.

g
>
Lo I3

. .. .
Deducimos que(b = Y que [P A P | = k P}, de

1P A p |

donde |k = 1B~ B V0

.
1Pl

. ,. ..
Ademas, (P AP ) AP =k |P|*. (bat) =k [P|"n, de donde n

Am.v)wv\/mv

(e AP ) AP
Dejamos la férmula de la torsién como ejercicio (se suglere

calcular (P, P ,P ) en funcién de (a’, o', a’*")).
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