. CAPITULO I
CALCULO VECTORIAL

I) Integrales curvilineas, campos de gradiente, irrotacionales

v solenoidales:

e
- iy

1- INTRODUCCION

>

St Foes un campo representacion

de fucrsas” sobre una curva C que admite la

paramétrica

EAL nﬁ. ‘M.A;..,..Cv,ufv v,: <t<h

entonces. para calcular ¢l trabajo de /7 a lo fargo de C. cs razonable proceder de la siguientc
mancra’ .
: \ 2o
F(P)

Py

Para cada particion « = 1, ~ 1, = .~ 1, - b debintenvalo [«2.#] considerar ta suma

M 1)) PUAL .

f

s e tonar of "limite de estas <untis cuando B normia de B particion tieade i cero”



CACUTONECTO

Come veremos 1

s adelante, en condictones de reeularidad dicho

HiC eniste vy v

Estus breves cotsidernciones pretenden poner de m
s de ese tipoe

Una representacion parametrica o8 aua funcion e

>R definida vdeclase (U en

algun mtervale T \_.JT_.. fa recta v tal que o li}=0 vy

EIEMPLOS
13 a[0.2a] =» R alr) = (cos r_sen 1. 0) es una FCPIEsCNiacion parameétrica cuvo trizo (su
inagen) es la circunferencia unidad del plano Oy

2 Dados dos puntos distintos 1{x,.v,.2, ). #{x,.1, .5} la funcion o

-1

Al->R* dada

Q.TVhA +; vy = Q.v.,f; T;,SI

ON Fepresentacidn paramétrica cuyo 1razo ¢s ol sepmenio AB.

DEFINICION

,N.Cmmh;:,v Soncquivalentessii ex

= TR, it A

Dos represent 1ICI0Nes_ pat

rcas T.L:.,

.

con (1) 0

a1

St

Alyubgue olr)l w phpts)) v [e.2]

e

ANALISIS MATEMATICO T

I3
= ~ = \.m ; w
En este caso ¢s claro que #{a) = #{f) y adem

“CRIBHCES:
adr) = (<o) sl )2 ol0)) =
= ) =) ) ) L)) ). Z
" 1ds T ds ’ 4.
= Qa =B (5) ) (interpretar ste resuliado)
Observaciones:

i
onnmﬁ TAmELTicas,

Mmr.ﬁa €5 una

3 Feh el o

La relacién definida es nm E;mmm:n_q (verificario}. (mc; nmamm de egu
il e ach
K act

ma rva, El irazo de una curva es of trazo d nmw_m_EaBAmm us represen tricas

1) Sea C una curva ¥ oig, & >R’ una mmmawmmﬁoam w.m_‘mﬁm.ﬁom cualquiera de C. Es
- :‘ { -~ .A. b4 a7 1t or v, a -2 A

facil verificar que la funcién a[-a,-b]—> R’ fods) = al-1) o5 también una representacién

paramétrica y que si # es equivalents a & entonces § es equivalente a &

TEOREMA:

) ; ; . 3,
si {@[a.b]} v {#[c.d]) son representaciones de la misma curva Cy X #r{C) > R> o

COninuo entonces:

Far))- a0 = [ () B )

8 gy &
& '———-.h.‘




Domentglion

ot

Por ¢t teorcima del can

DEFINICIO!

A ININ A

‘:._.vm_; CNISIC 0 ..L deo clase ( con . 3 . P .. L.
i VR Q Vv l Vv st VT son continaas cn e}

[ & -

v

e d variable se tiene gue I

w A
s <
= w\ﬁ.sf._, (ol ridy
9 ‘ AongtC siendo M=mand L V{ a7 poe o)
H . - iiip
7oy T : P
n.w Vadi Y] dlrlds

Ponstacion:

i) Inmediata a partir de {as propiedades dol producto escalar v de funciones continuas d

m vartable.

" . 3 - , ) a B 3 PRSP
S Ccsuna cunay Vel i R7ocos continua entonces fa intcgrat de ' alo largo de C = Ejercicio
&5 por definicion. o nomcro:
e e i 4 i dn=
o, - :
m Viwdi = ,\/ QOA '
I
= wm\ el
T 3 ,v . e ) i
en donde evfa bl > R ; jera de < o
Aldamtegral de v oalc largode © Bararaiios cir de Y s lofargo de
R - o - Jrspas{

C v Ta simbolizarcines asi




CALCULO VECTORIAL

DEFINICION

tna funcién m bi- R €S una representacion mFBmSnw regular

a 1rozos sii existe

un alero finito de pumtos 7.7, COR a =iy <f <. <t,=b tales que ol

represeniacion paramétrica Vi=0,... n-1.

En este caso diremos que & defermina una curva regular a trozos C y escribiremos

(= mﬂ. - siendo C, la curva de represeniacion o

=0

mw AH es una wEﬁou continua en .fm_/ CNAQL eatonces definimos:

3- 1&[»%M@Z ENTRE CAMPOS DE GRABIENTE Y CAMPOS

CONSERVATIVOS. B T

Sifu mr Wwwlv R es de claseC" en el abierto [/ y pel/. el gradiente de fen p es el

vector:
A i e

- vi(p)= w,; i €

Si el punto p pertencee 2 la superficic de aivel (§j = { fxy.z & kn.w.. f{(x.y.z)=c} entonces

vE( hf& PS. {Se sugiere fepasar ésta y oiras propiedades del gradicnte).

)
\\\V}/ "

3

ANCAASES SEATE N VR e

DEFINICION . :

Pl R SR continuo en ol abierta U o¢s un campo de_sradienies suoenisie

R

! Ca\ - VI en U Sedice que T es un potenciad escalar de

StLes coneno cntonces dos zo_r:n_,, os de_um campo de gradicntes dificren en una
constantce. ¢n efeclo. si /, - f y / = V¢ en o= /: g)=0 en ! == f g es constante ¢n U
EJEMPLO:

Se sabe que ¢l campo cléetrico creado por una carga puniual positiva q que viene dado
por’

- ¢ - U

Flpdo A do. L7 -

Ip—|
p-uir

“
71 r.“ 47 v, ;

verifica /7 VY de donde resutta que /7 os de gradicntes. El potencial ¢lé
que vernfica

ico 8 I Muncion v

con fo cunl




AN SIS MATEMATICO ]

CAMUTTONPC ORI

=1 Sea D una componente conesa de Uy p, un panto fijo de 1D D b lupotesis resulta que

FEOREMA-
3}

estad hien detinida fa funcron

No V7L ~ . .
< A R°7 >R continne e ol abrerto B OdSen cquivalentes

— /0> R/{x o) .% Yok

.

i i »R VoA ety e uradicn

sicido € wna cunva cualquicra sunple con origen g, . extramo ply.yv.z) v ocon {0y <

3y ; o i1 ve ¢t . N . .
iy .‘!,i.m,s WA curva regulur a rosos. SHnple cevrada con e ) o 7 ; . :
. - ’ {Eviste una il cuva por ser D conexo abiertd). Convendremos en ilamar_conexe ui
subcompunto €2 <n K7 tal que dados dos puntos cualesquicra del mismo. NSl una cuna
o . continui que va_ge un punto a olre cuye trazo esta contenido en €2 Esie concepto os cl de arco
H t.&v %/ Y paogga de cunvas Oy {0 con ¢f mistno origen el mismo oxtremo £onexion . conceeplo Sste mds fuerte que ol de conexidn (va que arco conexion. implica concxion)
i : . ’ * Pucden darse cjemiplos de conjuntos conexos que no $0n arco-conexes.
L ATa208 contenidos en Ly 1 oes consevalives,
Proburcmos que Vi = .\ con lo que resultard /' =¢7 en D,
P
e .
/
AN
N——
Demostracion:

Es inmediato verificar que 23 os equivalente con 3) (hacerlo).

1122) Sca € cunva cerrada con (Yo y Q“?.ilvz,,\Q?VHT?V.H?v.n?: uta

representacion de ¢
Sca prda - z). st hoes suficientemente pequene os

N
Tomemaos i cunvg o de represeniacion

c;_‘“:.,a_:r,.._‘:m?_. RO ot = (v e rhov 2 S = (2.0 R) se tiene

N fs = T.,.T;:.,_.i:)f f Al o)+ £ () =

- iy o)

.~.4; s 1) etr = a{od )} 1{ada)) -0
12/ i
% V0 D) U 000l i: vl

i
2

-
=
)

pucs cdal oAb}
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RIAG

para algin. Ue (0.1).Se deduce que

o hov )~y

tim = Plxv.z)
A h :
de dondce resulta que:
Zh
um,! =7 enD
X
of af
— =0 y-—=RenD
cv 7z

Coma 7. ¢ v R son continuas resulta que fes (7 endy Vf = ¥ en D. Trabajando de
modo analogo en cada componente conexa de U se obtienc ¢l resultado.
QED.

Ocmmj acion: Si £:0/ >R esun vo?:nr: escalar de X' en Uy C es una curva con 1r( iﬁv i/ de

.?...% =f£(B)-f(4) M

En efecto. si a1} =(x(1)y va a £1<h esuna representacion de € entonces:

ﬁe A&N:&::& - flada)) = £(BI-1(4)}

a1

-que contenga a D entonces vale:

ANALISIS Ma

TMATICO 1T . il

4- TEOREMA DE GREEN 4

Sea C una curya plana, regular a C
trazos. simple. ccrrada. oricntada en
sentido antihorario y seca D {a unién de C
con la ooEvo:o_:a conexa acotada de

R™-("

Si {x.v) = {Plxv). O x. «vv es

ung campo de clase ' ¢n algan abierfo

._.Nuax+0a€l.:. P, mx &v.

No demostraremos ¢ste importante resultado; solo verificaremos 1a formula en un caso
particular. a saber: ¢l caso en que existen funciones f,g{a.6]— R. . y[c.d] > R de clase ¢
tales que: o

D u,ﬁx..e‘fa <x<h, flx)s

v<g(x)}= ﬁk.,&\n <ve<d. oly)<xz p(a)t
Es claro que: .

TFE% u..,T, w.mv,.,% + ﬁ (0.Q).d5

[ & o
¥ también
:6 - P )dx &.u:.m,. dx &.;.T,_ d dy.
I 2]
A

O

d ¥

© T(x)

a b >




senene 5 T .
5l la
3 A?_ dv | T\ O Pl () et -
./ 3!
Il N &
‘—. A, ;«:m\.ﬁl._‘\vA elx C«\k

Por otro lado. parametrizando ¢, v (7, obtendremos:

M_..:v.c\v.% = Mt....;% +Mt»3.% -

3

= ._.lril,%\\ |m.2>mC: di

a

Analogamente sc verifica que

G

a h

?_ 0).uli ; O, dvdy

Importanics aplicaciones de 1a formula do 9?: sc estudiarin en los proximos tcmas.
k4

i i

b,

AN VLSS M VPN VOO \.I.I‘\,a

< RELACION ENTRF _CAMPOS _1IRROTACIONALES Y DE

DEFINICION- :

SEAU O RY S R ev e dehinmos ear A {0 R*) > R dado por

\.,Q FAV AR | S SR &

e B si X ={r.oRr)
U... Pt P S *
- - : - I
Urn::c, que AY <s clJFEwEE_ sit rot V=0 enl M .
N ! !
‘W_ob_ra..arm foAT
D :ia/ +hY wna rot X +>\:: ahel ! )
£} .\EA&, /x,v,| frotd + VAL [JlUcR'->R. YiUcR >R
%) rot{ VF) = 0 si § es de clase (°
{La v:_rg cs r_r:n_n:: o
% iy = Y ¥ =0

Oc{j cmos que la propiedad 3) nos dice que si V'

¢s de gradiente {.X = V) entonces

“,:i Y= E El reciproco no s cicrto como fo muestra el signiente cjemplo:

A g5 irronicion:

X no cs de gradienies cn R ;T:.:VW St to fucra sc lcndria

LoV R e w0 corada. pero sio € s I dada por la representa

1 paramatrica:

w0271 > R™7 A1) = {cos 1.sen 1) sc tiene:

.~ N = T-.mn: r.costif-senrcos Y di 22T 0



CAOACUTONFUTOR

Veretnos gue oste resultado se debe a que ol donumio R 1: ) :r:r "agujeros’

DEFINICION-
Una  cunvin cerrada C (Yo U s homotopica o un m:_:btc:x.,ﬁi sil

Ciefo ) fak ] O ) contind o Hisa) - Hsb)  ¥x g 0.1]:
o)) - oald) v fap]s )=y siendo  crfuh] - R um
reprosentacion paramétrica de € N

Ponicndo {1 Y= /7{x.1) obleneimos una famitia uniparamdtrica do caminoes conunuos

que “concctan” C con ¢t punto £, = ala)=ulh).

:::::.::r:_r csto significa que C puede deformarse | (dentro de U) continuamenic hasta

2.

EFINICION-

Les cs simplemenic €onexo si on abicrto. CONCNG 3 loda curva cerrada ¢n U cs homotopica

unfo cn U.

EJEMPLO:
Todo abicrto convexo cs simplemente conexo.(Verificarlo).

TEOREMA:  Si .ﬂx,\.WﬂIqulw xu as irrotacional y U cs simplemente cONCNO CNIONCes M\I

un campo de gradicntes de U.

Demostracion;
Harcmos la  demostracion para ¢l caso en que 1 seu un campo  plano:

o) =(Plvoaol ,Lv con (xalel’ <R

Para probar que V' cs de gradienics en U alcanza con probar que 1. V8 =11 para toda

curva cerrada. simple. regutar a trazos contenida un U (Por que?y

Sen emtances una curva regular a trazos. cerrada. simple. con (¢ 'y = 7. Suponganios

que C cs simple Sea D 1o union de € con la componente conexa acotada de ‘R~

ANALISIS MATEMATICO | 1%

Como U es simplemente conexo resulla que /) < {7, lucgo podemos aplicar la formula de
Green obtenicado:

%m.% :.A:,lw Yebx d =0
o 13

porser O - P.o=0. % oy 170 VO
QED.

6- OPERADOR DIVERGENCIA. POTENCIAL VECTOR

DEFINICION- Dado

i Aﬂ zuv - R* de clase ("' definimos:

Cdiv X =P +0, + R, m_sao ,..Al_?@.iw

b &:A:/ +3v a Q:A v+& l:;:

. l:: /v = Q:MA,\.,N.U +.<w:m,

i3] div A rorl ,v VWi 1 oex (F

TEOREMA: -Si T (30,00 7R ¢s de clase ¢~ en ¢l paralelepipedotde Tados

paralclos a los gjes) Uy i} =1¢) os solenaidal) entonces exisic V7 -» R wl que

I3 S X




CATCTT O VECTORIAY

Demostracion;

Busquemos un campo  de la forma X = (7.0.0) que cumple ror Y =)

Sc ticne:

rot T=To(-0..0.0,-P)=(4.10) =

ooXx

Fijemos un punto { m:v en U. La solucién general de la primera ccuacion es:

Olx.v.z)= |.‘.m (x.v.z)dz+alx.v)

v la de 1a segunda es:

Plx.v.z)= .Tw (x.v.2)dz+Kx.y)
El problema de la existencia de un (al campo .U se reduce a encontrar funciones alx.v)
v Ax.v) para las cuales los P v Q anteriores verifiquen también la tercera ecuacién
Oc-F =1

tomemos af x.v) =0. P v Q verifican la tercera ecuacion si v solo si:

ﬁ?...t.u.,.ni'q, (x.v.z)dz— 2
x J oy

ANALINIS MATEMATICOH 17

4

[SAY

{(x.1) <= (como I ¢s solcnoidal)

= . 3
ydaos) = f,.wwvw (v o) dz- wﬁ» )= Yy o)
r'E E

||.,,|A»...<.n.v dz~ W.\m?l = ﬁA\.«.,«..

Iz v

v esta ecuacion en K x.v) tiene soluciones

QED.

Un campo .\ talque } =10/ ¥ se dice que es un potencial vector de V.

En ¢l teorema anterior. adeinas del potencial vecior construido hay infinitos: en efecto. si

f : U—>R es cualquicr funcion [ v }= X +Vy entonces
rot I'=rot 3 +rof{V/)=rot V=¥ =1 también es potencial vector de & . Todos los
potenciales vectores son de esa forma como lo muestra ¢l siguiente teorema. Y

-

TEOREMA: Dos potenciales vectores de un nusmo campo ¥ en un_simplemente_conexo

difieren en el gradiente de algin campo cscalaf.

Demaosiracion:

ol N =y

_,uﬁ.:;.m ,/:vl_.“ X - U’ ¢s irrotacional = {como U cs simp. concxo

rof ' =

OED
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18 CALCULO VECTORLA
i , : ’ Cre calcul: jo de cst: ricnte a trave : (ficic. ¢ es: ia masa del
1) Integrales de superficie. T e ~ . Qucremos caleudar ol flujo de esta corricnte a través de la superficic. cslo cs: I
) wle« p . leoremas de Stokes Yy Q\:,-.WW. fluido que atravicsa la superficic cn fa dircccion de N por unidad de ticmpo. Para cllo cs

) razonable trabajar de fa siguicnte manera : cada particidon de U detenmina una particion dc S.
1- INTRODUCCION

v N

Seit 8 una superlicic parametrizable. (7. ¢) una paramctrizacion de S v & = NP
o, ~ o
i campo de vectores normales a S,

B—— S=0(lh u

Si la norma de la particion cs pequefia entonces la masa que atraviesa .S, en el tiempo
Ar (segim V) es aproximadamente la que atraviesa el paralelogramo y esta es;

»>
-

u

A p,)areabase a1 Fp,).N(p) =
mozmaﬁniom una corriente estacionaria de un fluido (la velocidad de cada particula i
depende de su posicion pero no del tiempo) que fluye a través de S, =dp) du Av m% (g.)~0.(g v_ AT p ) N{p)=
= i S AV v\ i/t (R
I denota el campo de velocidades y p 1a densidad del fluido. .
=J(p) N () e dg)nofa)| b av A

Vip) siendo J{x.y.z) = plx.v.z).{x.v.z) (vector densidad de corricntc).

- Sumando cn todos los clementos de 1a particién obtenemos:

> (olg,). ¥elq,))

v entonces la masa que atraviesa la superficic en la direccion de N por unidad de iempo seri:
\ \ \ lini M\.\.TXQ ) Nl .V‘..VMSLS yrpdy, vm Au Av norma o0
En condiciones razonables cste Himite existc v vale:

‘ I .MASA:LQV

(4, )~ o {q, ) Au Av Ar
S: \~ i

J

..JS?.,AV_%: %1_ du v
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ANALISIS MATEMATICO L 2

2- FLUJO DE UN CAMPO VECTORIAL

DEFINICION- Scan S superficic parametrizable oricntada (sc fija un campo N de vectores

normales a S) v Y SR campo vectorial continuo. El fluje de ¥ atravésde A C S cs el
HINCTo: T

M :ﬁ oy Vo)) Bl )|, A o] du ~

siendo (1. ») una parametrizacion dorS ¥ siempre que esa integral doble esté definida:

Notacién: _. g Y NS
1

Hay quc probar que el ntimcro definido NO depende de la parametrizacién que se clija

para S.

TEOREMA: m.?ﬁ ¥ Am.:.& son parametrizaciones de la wcvo,nmﬁoobmww:._,mﬁmmgm S

V8 >R’ esun campo vectorial continuo, A5 —» R* campo de vectores normales a Sy A< §

es tal que ¢ _ALV es medible Jordan=

@, >SL du dv=

.:. .iﬁ?;\vv. ‘.&GAF 3

Demostraciéon:

Sea 00— 07 Ih{un)=1 {plwv)). b oes difco ¥ ._?_ ;..Q‘un r (). Lucgo.

i ambi arig ara i i Ics obtcncmos:
aplicando ¢l tcorcina de cambio de variables para intcgralcs dob

0 1T, (7.7, (0.9 = (0= 5.5
=11 ;i:.,\; (1T 7))~z (A m.ﬂv_ | I(& )] de b

con | e, (4(T.7) n 7, (7)) (7)) =lo, (ur) g (wr)
QED

-EJEMPLOS:

- . o2l .
1) Sea VR >R /V(x..z)=(0.0.-1); .fu_:»‘.,«.,uu\mnx +y°| es una superficic

parametrizable que admile la parametrizacion:

oR"—>S/e Az.e.u_n?;..:u +17)
Calculemos ._. Y. NdS. siendo A nﬁk,.«_..\v €N \:._MNMQ v N el campo normal

“saliente”. N{x,1.z) colincal con (2x,2y,-1). °

o (A)= T:,Q eR’ \:M&u 1< @.
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22 CALCUT O VECTORIAL .

s¢ obtienc:

( , ‘ , o w N Rp, npl= T (T.p.0,
;i:;.:l:.:. :., ./‘ASA:;A:nfmﬁ‘u._. C . TP S,M 0, NQ, A [ S.w

Vitdu® + 407 : con 1o cual: .
1 .:.‘/‘.. NdS = :. 54,8: @, v du dv
A w ] :

Tl S {plur)) = e
P +4°

Propicdades:
i ok : 1 Si V. Y som campos continuos sobre S v A S/ '(4) med Jordan
2. ={L0.20) L =(0.1.20) L, np =10 2uf=(-2u.-20.1) V O . .
b 1 2 ‘ U:?.:\:.v; %.ua&»%ﬁf&%;fi
- ’ A, . RS £-13 WU £/ BN

J

' ~ - -~ - ’ ! B —
R R R S ?...a% = “‘ ldu dv = 2) _ .q AW ,‘f\zm < Af drca (1) siendo M n?_n T.A E_. pedf
A N A i :

4 )
— Ay i _ " i T ) , oo
=drea g 1(4)=0. Demostracion;
Ejercicio.
2 Flujo del sctrico F{r) = £ L7 4 trave .
ujo del campo eléctrico £(r) = £ " 7 através de una esfera de centro q. radio #,. cON w-—%xﬁmﬁgf @m ‘CZ;O,}?\—WO Hmﬁmﬁk:w SOBRE UNA mdwmmﬂmdmu:m

la normat N "saliente". En este caso es : ‘
DEFINICION- Sea S una superficic parametrizable-ogientada. {:5 —> R un campo escalar

continuo sobre Sv A4 < ¥ . La integral de f sobre S es: .

i e .
' .:v _ ZS?F.,..HES__ A du dv
B @ (1]

(7 oo ke (] ok
‘,U;»%%nlmb d5="8 4ar yrhg = £
B r, Jdis

con k =— \\\}.‘/

tre, - “ . L
- ) Notacign: |, 1 a8

»

,
Obsenvacion:  Si elegimos como campo de vectores / . . . : . ; ;
normales a_ \ Las propicdadcs dc cstas integrales. asi come también una interpretacion fisica quedan
H - [ 1erel
! - - 0 ¢jercicios
4 q ‘ g
Vo PP : ’
; 7
0. ~ o < ‘
U RN -
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ANALISIS MATEMATICO 1

- TEOREMA DE STOKES

TEOREMA DE STOKES: Sca C una curva plam, Fv:_,:. & 112708 m::Ea mn,::m.. o..wo::_%.,

cn_sentido antihorario v designemos con U a a componenle conexa acotada de R- m

Supougmos que ¢ Cs una_parametrizicion cn algin abicrto que contiene a4 7 =/ v

Nl V) Es claro que S ¢s una superficic paramctrizable ¥ que € = gpf¢ ") ¢s una curva regular a

trazos, simple. cerrada que Hamaremos ¢t borde de S.

La orientacion de € queda detcrminada a partir de 1a de C (via ¢). $i ¥ =(P.O.R) es

un campo vectorial de clase ( " en algin abierto que contiene a .S € entonces:

.~.3>.+QS.+? &.\3 (T) & as

Pu NPy

siendo A el campo normal dado por _
_ Pu ~ Py

Demostracién; . __
// a

Probaremos el aononzm,géﬁnmmc en que S= Graf (f) siendo TTAQ R v — R de clasc
' cn algin abicrto que contienc a 7 (la scguitentos Hamando f).
Tenemos entonces la parametrizacion: ¢{u.v) = ?,_.‘ w?.zdw

Ne gt} C=glC)

= o)) o (er )
go= (o)) z\_+7c+?

(ot g, 0) =[(00 - 1) -T2 - R =1k - 0.)) =

:.,..Y,E A/lv NdS= :“*T\E ﬂ @, P, : du dv =

ﬁ :,L; (,(r-1)-1(R, Q; dx dy

//. _ .
Si aplicamos ¢l teorema de O.,_amo: al campo plano ¥ =(L.M) dado por:
5, X .
Lix.v)= \UAH,.FWT.:& T. PT\..—Q.N?:Flx.iv

Mx.v) = 0lx.vir(xy) )+ ??:«.v\A.«,&.i&.,#i

oblenemos: , ,
' L{x.v)=Plx.v.f(xy) V+H .Ak.,tv.x?..«..\ f{x. 1))
>\T.x<vuQ?,.,...Za..@,,v.v +£, ? l R(x.v.f(x.¥)

obtenemos: ~ - .

._J, Ldx+Af dv= .‘.._._ h M, - .\_w dx dy n:. [ Jdxdy

Para terminar la prucba alcanza con ver que:

;,. I dx+ A &.n‘*. Pdx+dv+Rdz
[ €
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« Y . . .. Lyvd
Nupongames que 1) A;L.,,.TVV « =S h cs una representacion paramiétrica

. ‘ N - 3
de C conlo cual. plr) A»,.AL.,,,.»L‘;,,.AL.,,T: v axi<h loserade € sc ticne:

A

& PdveQdis Rdz = .: Pl wANW.v.“,,..AN,v+ Oy +

N

REANLE AN e £, (A ) ok et =

R -3
_ﬂ_n Pt R0t R ; di=[(Li+010) u_. L dx+ M .

Interpretacion intrinseca del rotor

Sea ¥ ={P.Q.R) uncampo C' en un abierto V de R*. p, €'.i cualquiera con il =1

v consideremos un disco .5, . de centro p, . radio r en un plano 17 por p, . Por el tecorema de

Stokes se tiene:

% Pdc+Qdv+R dz= :. rot (¥ )0 ds

Por ¢l tcorema del valor medio existe g e, /][ rot ( .3.: dS =rot N{q).i drea (5,)=

1 - 1 .
U:.ET:F_VH\\EI A~..M,.:..,.
m..om@?

¢
———— /s
area S,

nrot Xg)= Ix

P

p X
0

ANALISIS MATEMATICO NI 2

5- TEOREMA DE GAUSS '

TEOREMA DE GAUSS: Scan S una superficic regular compacta v conexa. V la componente
conexa acotada de R*-§ AL el campo "salicntc” de vectores normales a S.

Si U es un campo vectorial ' en algin abierto que contiene a I” =1"L S entonces:

“ :h,&.,u (X)ar = _. .rm Fas !

Demostracién; ‘
Probaremos ¢l teorema en el caso particular en qué!

s Hxﬁk,,v.nv;k. v)eb. ,..b .A.ﬁ.«..w. <z <f, A,x..w\vw =

= MA«e/ m/?ﬂk . L

= Qk:«.t& Hxp)epn, . hixy)<z< _JA&.,«,V“

D gy <z <gy(x.v)} =

m

sicndo /)./)’v/)" abiertos planos v {, .muAm_,mu.:_;),:m Sfunciones (.

Quercmos  probar  que .:._H T‘,, +(. R V dl' = .: A.\.,wm_.%%\:u + R )dS . siendo

.

S={ror)y N={nm.0,) e




l‘

Sca N = w?ﬁ

N CATCHLO VECTOREAL
Cr,,_.::m:.n:.om prinero que ‘:. Rodl = b. Ry N
N . R .
:..m R .:. [0 v, o)) RO v, (o)) el o
) = T..«.. L)) e Cw
S ={xv i (xo) /(v e D}
.‘. R, :?.n“v R, .T‘_v Ron,
5 5, s
Obscrvamos que’
[ ~af |
Bl = Hﬂ%z %<;
= -of, o, __
R
13
be;% =[] lx& +:. s,
s |R] L R
-R{x.v.£{x.y)) ,
‘:. - = P A S; dx dv+
DI+ + ‘
—Rlx.y.f(x.y)
+.:‘ ll[A — -A = v %a>§._ dx dy =*
CEEN) EE S o8 o
._. % P & PoadSy .ﬁ _. 0. = [[.0nas
: s
EJEMPLO:

ANALISIS MATEMATICO {1

Se tienc: i

[[ v was=[[[ an ¥ ar n—:,uc +20422) Al =
& 2 a1 +:. 2y di’ +E 2z dl um

Interpretacién intrinseca de la divergencia

Sca X campo vectorial ("' 5, una csfera de centro p, v radio r. Sc tiene:

% b. T Nds = _.E div ¥ di = div X(g).vol(1”
< .
= tomando limitc para r — ) resulta:

div X{ ?v = lim
rosi vol (1

v.‘. Y. Ndas

Ley de Gauss del electromagnetismo: Recordemos que el campo eléctrico £ creado por una
carga ¢, viene dado por:

E(r)=

.fnm: ¥

La lcy de Gauss afirma que el flujo de F a través de cualquier superficie cerrada que
"encierre® aqesiguala g/ g,.

Para probar csta afirmacion comencemos con observar que I es solenoidal AS,: i=0 v

entodo K7~ {0}, (Verilicarlo). Scan 5 v S, como en Ja figura:

Qucremos probar que % [N, ds, n._. N, dS,
5

N3
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SEN N UN, setenc: :

% N S, \: FON, ds, = ‘-. % FON N = :..’ ar =0
5 X 5 N .

(sicndo N la normal saliente al volumen V encerrado por S)

Lucgo. ¢l flujo no depende de la supcrficic. Para una cslera lo habiamos calculado y daba
q/ ¢, Este resultaba vale cn una situacion mas general: si tn una porcion dcl cspacio se ticne un
campo cléctrico F.( !y una densidad continua de carga ¢ ?..FNV entonces cl flujo de £ a

través dec cualquier superficic cerrada cs igual a 1/, por la carga ncta encerrada por la

fi 2 5as= Lo

forma diferencial de la primera ecuacion de Maxwell.

superficie, eslo €s:

Este resultado se denomina 1“ ecuacion de Maxwell. Aplicando el tcorema de Gauss al

1" micmbro se tiene:

: dw(E)av umm Ep.s 4y = ... ; %@-W: dv =0 V) = (Por qué?)

div M|\m =0= divE n\im:
&




