
  

Geometría de una y dos vistas



  

Motivación

• Contar con una cámara calibrada permite
– Corrección de distorsión
– Realidad Aumentada

• Conocer la geometría de dos vistas
– Reconstrucción de una escena
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Modelo pinhole
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Modelo pinhole

K=[ f px

f p y

1 ]
[R|t ]• Parámetros extrínsecos

• Parámetros intrínsecos

• píxeles no cuadrados 
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ancho pixel  en y



  

Modelo pinhole
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Matriz de proyección

P=[α x s u0

0 α y v0

0 0 1 ]
⏟

A

[ r1 r2 r3 t ]⏟
[R t ]

• P tiene 11 grados de libertad



  

Calibración de cámara



  

Calibración de cámara

• Consiste en determinar las características de 
la cámara (largo focal, relación de aspecto, 
punto principal)

• Se busca minimizar el error geométrico:



  

Enfoque clásico

• Utilizar posiciones 3D muy confiables

Known displacement

Known displacement



  

Self-calibration



  

Método de Zhang

• Use only one planeUse only one plane
– Print a pattern on a paperPrint a pattern on a paper
– Attach the paper on a planar surfaceAttach the paper on a planar surface
– Show the plane Show the plane freelyfreely a few times to the camera a few times to the camera

• Advantages:Advantages:
– Flexible!Flexible!
– Robust?Robust?



  



  



  



  



  

Proyección de un plano

• La relación entre puntos detectados en la imagen y 
puntos del modelo está dada por:

s~m=H ~M con H=A [ r1 r2 t ]

Por conveniencia, se asume el plano en z=0



  

¿Qué se obtiene de una imagen?

λ [h1 h2 h3 ]=A [r1 r2 t ]

Se conoce 

Como H definida a menos de un factor de escala:

Por lo tanto:

h1
T A−T A−1h1=h2

T A−T A−1h2

h1
T A−T A−1h2=0

H= [h1 h2 h3 ]



  

Sistema lineal de ecuaciones

• Se define 

• Definiendo 
• Se reescribe

como un sistema lineal

B=A−T A−1=[B11 B12 B13

B21 B22 B23

B31 B32 B33
]

h1
T A−T A−1 h1=h2

T A−T A−1h2

h1
T A−T A−1 h2=0

b= [B11 B12 B22 B13 B23 B33 ]

Mb=0

simétrica



  

Extracción de parámetros
Intrínsecos:

Extrínsecos:



  

Solución cerrada
• Se muestra el plano en n orientaciones 

diferentes (n > 1) 
• Se estiman las n homografías
• Se encuentran los parámetros intermedios
• Se extraen los parámetros intrínsecos
• Se calculan los extrínsecos para cada 

damero



  

Refinamiento de la solución

• Dadas n imágenes del damero y m puntos 
por damero se minimiza



  

¿Cuántas imágenes se precisan para 
calibrar?



  

Distorsión
La imagen puede verse distorsionada. 
Muy común en lentes de bajo largo focal



  

Proyección considerando 
distorsión
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1 ]

1- Proyección en perspectiva

2- Corrección distorsión

3- Conversión a píxeles y cambio de eje de coordenadas
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4



  

Refinamiento de la solución

• En caso de haber distorsión se agregan los 
parámetros del modelo de distorsión en la 
minimización



  

Ejemplo de OpenCV

Implementaciones

https://docs.opencv.org/4.x/dc/dbb/tutorial_py_calibration.html
http://robots.stanford.edu/cs223b04/JeanYvesCalib/
https://docs.opencv.org/4.x/dc/dbb/tutorial_py_calibration.html


  

Geometría de dos cámaras

• Interesa responder
– Dada la proyección de un punto en una cámara, 

¿Dónde se ve en la otra?
– ¿Cuál es la posición relativa de las cámaras?
– ¿Cómo extraigo la información espacial de la 

escena?



  

Reconstrucción de una escena



  

Notación



  

Imágenes de un plano auxiliar

Existe una homografía que vincula las proyecciones en ambas 
imágenes. Es posible estimarla a partir de la correspondencia de 
cuatro puntos. 



  

Geometría Epipolar

• Dado un punto en una imagen, éste determina una línea (linea 
epipolar) en la otra imagen. 

• Su correspondiente forma parte de la linea epipolar



  

Plano epipolar

Los centros de las cámaras, el punto de la escena así como sus 
proyecciones en ambas cámaras, forman parte de un mismo 
plano.



  

Lapiz epipolar (epipolar pencil)

• Al variar la posición del punto X, los planos epipolares 
asociados rotan en torno al “baseline”.

• Todas las lineas epipolares se intersectan en el epipolo.



  

Ejemplo: cámaras paralelas



  

Ejemplo: cámaras convergentes



  

Álgebra de la geometría epipolar

• Informalmente se vio que el mapeo no depende de la estructura 
de la escena.

•  Puntos correspondientes cumplen:

•  El mapeo es lineal y está dado por:
    F es una matriz de 3x3, la matriz fundamental

•  Puntos correspondientes cumplen:



  

Propiedad 1



  

Propiedad 2



  

Propiedad 3



  

Matriz fundamental



  

Cálculo de la matriz fundamental



  

Cálculo de la matriz fundamental



  

Cálculo de la matriz fundamental



  

Cálculo de la matriz fundamental



  

Cálculo de la matriz fundamental



  

Estimación robusta - RANSAC

Sección 4.7 de HZ



  

Estimación robusta matriz 
fundamental - RANSAC

Repetir:
1- Seleccionar aleatoriamente 7 correspondencias
2- Calcular F
3- Determinar la cantidad de inliers:

d(x’,l’) < margen  con l’ = Fx

Elegir F con la mayor cantidad de inliers 



  

Correspondencias consistentes 
con geometría epipolar



  

Interludio musical
The Fundamental Matrix Song

The Ransac Song

http://danielwedge.com/fmatrix/
http://danielwedge.com/ransac/


  

Reconstrucción a partir de dos vistas



  

Ambigüedad en la reconstrucción



  

Ambigüedad en la reconstrucción



  

Reconstrucción proyectiva



  

Reconstrucción afín



  

Reconstrucción métrica



  

Reconstrucción proyectiva en tres 
pasos



  

Triangulación

“Back projected points” se intersectan en el punto de la escena 
que origino las proyecciones



  

Triangulación
• Problema: el ruido hace que los rayos no se 

intersecten



  

Solución estadística



  

• Se quiere lograr una reconstrucción densa de la escena, para 
todos los puntos de la imagen

• No es trivial encontrar correspondencias para todos los puntos 
de la imagen izquierda en la derecha

• Para ayudar a los algoritmos que encuentran 
correspondencias se realiza una transformación de las 
imágenes para que la búsqueda sea eficiente

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Par estéreo



  

• Cámaras con sus planos de imagen coplanares y sus 
filas alineadas

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Par estéreo



  

Rectificación

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Par estéreo real



  

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Rectificación



  

xL1=121 xR1=59
xL2=422 xR2=395

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Profundidad y disparidad



  

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Profundidad y disparidad

T
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RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Profundidad y disparidad



  

xL1=121 xR1=59
xL2=422 xR2=395

d = 62

d = 27

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Profundidad y disparidad



  

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Imágenes rectificadas



  

• Block Matching

• Graph Cut

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Búsqueda de puntos correspondientes – Mapas 
de disparidad



  

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Mapa de disparidad – Block 
Matching



  

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Mapa de disparidad – Graph Cut



  

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Reconstrucción utilizando Graph Cut



  

RECONSTRUCCIÓN ESTÉREO 
Mapeo de textura



  

Reconstrucción Estéreo
Ejemplo Tesla

Figura extraída de presentación de Tesla AI Day

https://youtu.be/j0z4FweCy4M?t=3421
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