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CAPITULO 9

SISTEMAS
DE PARTICULAS

Hasta aqui hemos tratado los objetos como sifueran particulaspuntuales que tienen masapero
no tamario. Esta no es en realidad una restriccion grave, porque todos los puntos de un
objeto en movimiento de traslacion simple se mueven de manera identica, y no existe diferencia
si tratamos al objeto como una particula o como un cuerpo extenso. Sin embargo, esta
restriccion no es valida para muchos objetos en movimiento. Por ejemplo, cuando un objeto
gira mientras se mueve, o cuando sus partes vibran en relacion a otras, no seria valido tratar
a todo el objeto como una sola particula. Aun en estos casos mas complicados, existe unpunto
del objeto cuyo movimiento bajo la influencia defuerzas externas puede ser analizado como
el de unaparticula simple. Este punto se llama centro de masa. En este capitulo describiremos
como hallar el centro de masa de los objetos y demostraremos que reglas simples (de nuevo,
las leyes de Newton) para el movimiento del centro de masa de un sistema complejo nos
conducen a la segunda de las grandes leyes de la conservacién que encontraremos: la

conservacion del impetu lineal.

9-1 SISTEMAS DE DOS PARTICULAS

En los capitulos 7 y 8 hemos empleado los conceptos de
energia para estudiar el movimiento de un cuerpo sobre
el que ejerce su accion la fuerza de un resorte. Veamos
ahora un problema ligeramente mas complicado: el mo-
vimiento unidimensional de dos cuerpos unidos por un
resorte. Por simplicidad, supondremos por el momento
que no actdia ninguna fuerza externa neta sobre los cuer-
pos, a excepcidn de la fuerza del resorte. Esto es, supon-
dremos que se deslizan libremente sin friccion en una
superficie horizontal llana. Como ejemplo préctico de tal
sistema podriamos considerar el movimiento sobre un riel
de aire de dos deslizadores unidos por un resorte.
Cuando el resorte se estira 0 se comprime desde su
longitud de relajamiento, ejerce una fuerza sobre ambos
cuerpos, los cuales podemos tratar individualmente como
particulas. Las fuerzas sobre las dos particulas tienen
magnitudes iguales. (Podemos pensar en el resorte sim-
plemente como una representacion fisica de las fuerzas
que los dos cuerpos pudieran ejercer directamente uno
sobre el otro como, por ejemplo, dos atomos de una

molécula. En ese caso, la tercera ley de Newton requiere
que las fuerzas sobre las dos particulas sean iguales y
opuestas. La presencia del resorte, que se supone carente
de masa, no cambia este requisito.)

No podemos analizar independientemente los movimien-
tos de los dos cuerpos usando las leyes de Newton, porque
el movimiento de uno depende del movimiento del otro.
Por ejemplo, siun cuerpo tiene mucha mas cantidad de masa
que el otro, su desplazamiento es relativamente pequefio, y
el desplazamiendo del cuerpo con menor masa es apro-
ximadamente igual al cambio de longitud del resorte. Por
otra parte, si los dos cuerpos tienen masas iguales, tendran
desplazamientos que son cada uno de ellos de magnitud
igual a la mitad de la extensién del resorte.

Lafigura lilustra un ejemplo del tipo de movimiento que
deseamos analizar. En este caso especial, se le da al resorte
(de constante de fuerza k) un alargamiento inicial, y los dos
cuerpos se sueltan desde el reposo. Sea d{la extension inicial
del resorte, de modo que su energia inicial es Ej = Uj + Kj =
ikd\ + 0. En cualquier instante de tiempo en particular,
cuando la extension del resorte sea d, la energia es

E= U+ K=#d1l+\mw\ +\m v\, (1)
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Figura 1 Dos deslizadores unidos por un resorte estirado se sueltan desde el reposo en
un riel de aire. EI movimiento resultante no es sencillo, excepto para el punto marcado
con la bandera, el cual permanece en reposo. Las instantaneas estan separadas por

intervalos de tiempo iguales. En el caso mostrado, mx=2mz

que representa la energia potencial del resorte y la energia
cinética de los dos cuerpos. La conservacion de la ener-
gia requiere que la energia E, en cualquier momento sea
igual a la energia inicial £;, lo cual nos da

= jtkdL1+ \m\ + \m2A. @)

Como lo muestra la figura 1, las posiciones de los dos
cuerpos estan relacionadas por

X2=xj+ L +d, 3)

donde L es la longitud de relajamiento del resorte. Las
ecuaciones 2 y 3 no son suficientes para resolver jc, y x2
en funcién del tiempo y, por lo tanto, no nos es posible
completar la solucién de este problema sin informacion
adicional.

La informacion adicional que necesitamos proviene del
analisis de un punto particular del sistema de la figura 1.
Este punto, llamado centro de masa (cm) del sistema, esta
sefialado por una bandera en la figura 1. En este caso
especial, el centro de masa no se mueve en absoluto.

Veamos como el uso del centro de masa nos ayuda a
completar la solucion de este problema. La posicion del
centro de masa se define, para el caso especial de dos
particulas en una dimensidn, como

(4)

donde x, y x2son las coordenadas x respectivas de las dos
particulas. Aqui M es la masa total del sistema:

M = m{+ m2

El centro de masa de un sistema de dos cuerpos es un
punto en el espacio definido por la ecuacion 4 en una
dimensidn. No se requiere que sea necesariamente una
parte de cualquiera de los cuerpos.

La velocidad del centro de masa, vdn se encuentra
tomando la derivada respecto al tiempo de la ecuacién 4:

dxa 1d
D dt M dt(m'X"+m 2X2
21 [ dx, dx2\
REYR R S

Q)

que es la velocidad de la bandera en la figura 1 La
aceleracion del centro de masa se halla diferenciando
nuevamente. El resultado es

dv— 1 d,

M\ 1dt  2dt)
(6)

donde aly a2son las aceleraciones respectivas de wi, y de
m2
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arbitrarias. Los dos deslizadores se mueven en una forma compleja, mientras que el centro
de masa, marcado con una bandera, se mueve a velocidad constante. Las instantaneas estan

separadas por intervalos de tiempo iguales.

Continuamos aplicando las leyes de Newton por sepa-
rado a m, y m2 Sea F 2la fuerza ejercida sobre m, por m2
y F21 la fuerza ejercida sobre m2por mv La segunda ley
de Newton aplicada por separado am jraj nos da FR=
m,a, Y F21=m22 (En nuestro ejemplo, es el resorte el que
ejerce las fuerzas sobre m, y m2 Sin embargo, no perde-
mos generalidad al suponer que los cuerpos ejercen fuer-
zas directas entre si, en tanto consideremos que el resorte
carece de masa.) La tercera ley de Newton requiere que
Fo=-F2L Sustituyendo en la ecuacién 6 nos da

iicm = (F12""~21) = 0.

En este caso especial, en el cual ninguna fuerza neta
actta sobre el sistema, el centro de masa no tiene acelera-
cién y, por lo tanto, se mueve a velocidad constante (que
es cero en la Fig. 1). Podriamos entonces completar la
solucién al combinar las ecuaciones 2 y 3, y usando las
ecuaciones 4 y 5 para eliminar, ya sea axj y a vj, 0 ax2y
a v2 (Véase el problema 1.

La figura 2 ilustra el caso ligeramente mas general en
el que se le da al resorte una extensién inicial y se les dan
a los dos cuerpos velocidades iniciales vny uZ. Aqui
podemos ver que el centro de masa se mueve a velocidad
constante, aun cuando el movimiento del sistema como
un todo es bastante complejo.

Las ecuaciones 4 a 6 son aun mas generales de lo que
nos sugiere este experimento particular. Con objeto de
adoptar la situacion mas general, supongamos ahora que
existe una fuerza externa FM , sobre m, en adicién a la
fuerza interna F 2sobre mi causada por m2 (Por ejemplo,
el riel de aire podria estar inclinado, de modo que actuaria
la gravedad; o bien, el experimento podria ser llevado a

cabo sobre una superficie con friccion.) La segunda ley
de Newton aplicada am ,es

FexU + F 12= "Jlal- (7)

De manerasimilar, supongamos que actlien sobre m2tanto
una fuerza externa Fe¢2 como una fuerza interna F2L y
tendremos

Fe,,2+ 21 = "*X2- (8)
Al sumar las ecuaciones 7 y 8nos da

Cextt F +F.+ A=A+ m 282 (9)
Los primeros dos términos de esta ecuacion dan la fuerza
externa neta LFQ{que actla sobre el sistema (la cual en
nuestra exposicion anterior supusimos que era cero). La
suma de los dos términos siguientes, F2 + F21, se anula
por la tercera ley de Newton, la cual exige que F21=-F 12
El lado derecho de la ecuacion 9 puede expresarse como
Maam usando la ecuacién 6. Asi, tenemos el resultado
general

2 F«t  Alacm (10)

Esta ecuacion se parece nuevamente mucho a la segunda
ley de Newton aplicada a una particula de igual masa M
de nuestro sistema, moviéndose a la misma velocidad van
en la posicion *an

Resumiendo nuestros resultados en el caso de un siste-
ma unidimensional de dos particulas, vemos que todo el
sistema puede considerarse para ciertos propdsitos como
si se moviera a una velocidad vany tuviera su masa total
M concentrada



206  Capitulo 9 Sistemas de particulas

M concentrada en la posicién xm. Mas aun, en ausencia
de una fuerza externa neta, aan= 0, y el centro de masa se
mueve a velocidad constante. Desarrollaremos a conti-
nuacion expresiones mas generales para estos conceptos.

9-2 SISTEMAS DE MUCHAS
PARTICULAS

En esta seccion generalizaremos los resultados de la sec-
cion previa a sistemas tridimensionales que contengan
maés de dos particulas.

Consideremos un sistema que consista en N particulas
de masas m,, m2, ....... , MmN La masa total es

M=m, + m2+ mme + MN="£ m,,.

Cada particula del sistema puede ser representada por su
masa mn (donde n = 1, 2, ..., N), su posicion en la
coordenada r,, (cuyas componentes SON X,,, Y, Y Z,), SU
velocidad v, (cuyas componentes son v,x, vim, y v ), y
su aceleracion a,,.

Sobre cada particula actGa una fuerza F,,, la cual en
general difiere de una particula a otra. Esta fuerza puede
surgir en parte de las otras N - 1 particulas y en parte de
un agente externo.

El centro de masa del sistema puede definirse por una
extension logica de la ecuacion 4:

+ mN\xN)
(Ha)

+ mNyN)
=i £2 mxy* di*)

zam=-"(fnizl+ m22+ + mNzN)
(iic)

En lanotacidn vectorial mas compacta, estas tres ecuacio-
nes pueden escribirse como una sola expresion que dé la
posicion del centro de masa:

+ mNrN)

rem= ]2 (WIsrl + 22 r2+

(12)

Usando la derivada de esta expresién, hallamos la veloci-
dad del centro de masa:

— dr, dr dr-, drN\
v = 0Orgy ; .
an dt Mgt Ma T Mgy

0 sea

(13)

Diferenciando, una vez mas, hallamos la aceleracion del
centro de masa:

d\m 1
dt M
= mean (14)

Podemos reescribir la ecuacién 14 asi:

M&m=m,a, + m2a2+ e+ + m, aA
0 sea
(15)

donde el Gltimo resultado se deduce de la aplicacion de
la segunda ley de Newton, Fn = mran a cada particula
individual. La fuerza total que actla sobre un sistema
de particulas es, entonces, igual a la masa total del siste-
ma multiplicada por la aceleracion del centro de masa.
La ecuacidén 15 es precisamente la segunda ley de New-
ton para el sistema de N particulas tratado como una
sola particula de masa M ubicada en el centro de masa,
que se mueve a velocidad vany experimenta una acelera-
cién aan

Es atil simplificar la ecuacién 15 un poco mas adn.
Entre las fuerzas que actdan sobre las particulas estan las
fuerzas internas, que surgen de las interacciones con otras
particulas que son parte del sistema, y lasfuerzas exter-
nas, que se originan fuera del sistema que estemos estu-
diando. Cualquier particula dada mnpuede experimentar
una fuerza ejercida sobre ella por la particula mk la cual
escribiremos como Fnt. Esta fuerza determinada es una
entre las muchas que integran a F,,, la fuerza total sobre
mn De manera similar, la fuerza total sobre la particula mk
incluye un término Ft, debido a la interaccion con la
particula mn Segun la tercera ley de Newton, F,t = -Fto,
y entonces estas dos fuerzas particulares se cancelan al
llevar a cabo la suma de todas las fuerzas en la ecua-
cion 15. De hecho, todas esas fuerzas internas son parte
de pares accidn-reaccion y se cancelan. (En el capitulo 5
advertiamos que las fuerzas de accidny de reaccion deben
aplicarse a particulas diferentes y, por lo tanto, no pueden
oponerse entre si. No estamos violando aqui este hecho ,
porque estamos aplicando la accién a una particula y la
reaccion a otra. Aqui, la distincion consiste en que esta-
mos sumando para obtener la fuerza neta sobre las dos



particulas, en cuyo caso las componentes de accion y
reaccion, las cuales se aplican todavia a particulas dife-
rentes, en realidad se cancelan.)

Todo lo que queda en la ecuacion 15 es el total de todas
las fuerzas externas, y la ecuacion 15 se reduce a

N Fext (16)

que puede expresarse en funcion de sus componentes
como sigue:

2 e x x> 2 “edy y>

2 AEXt,z ‘“ecm o,z
Podemos resumir este importante resultado como sigue:

El movimiento de traslacidn total de un sistema depar-
ticulaspuede ser analizado usando las leyes de Newton
como si tocia la masa estuviera concentrada en el
centro de masa y la fuerza externa total estuviera
aplicada en ese punto.

Se deduce inmediatamente un corolario en el caso £Fed = 0:
Si lafuerza externa neta sobre un sistema de particulas

es. cero, entonces el centro de masa del sistema se
mueve a velocidad constante.
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Figura 3 Un hacha se lanza al aire entre dos
personas, Y gira al mismo tiempo que se traslada.
La trayectoria parabdlica del centro de masa
(representado por el punto en el mango del
hacha) esté indicada por la linea puntuada. Una
particula lanzada al aire de la misma manera
seguiria esa misma trayectoria. Ningun otro
punto del hacha se mueve de forma tan simple.

Esto explica la observacion hecha en la seccién 9-1 al
estudiar el problema de las dos masas unidas por un resorte.

Estos son resultados generales que se aplican tanto a
series de particulas individuales como a particulas unidas
entre si por fuerzas internas, como en un objeto sélido. El
objeto, en si mismo, puede estar efectuando cualquier
clase de movimiento complicado, pero el centro de masa
se moveréa conforme a la ecuacidn 16. La figura 3 muestra
un objeto complejo que se mueve bajo la influencia de la
gravedad. A la vez que se traslada, también gira. Su centro
de masa, sin embargo, sigue una trayectoria parabélica
simple. En lo que respecta a la fuerza externa (la grave-
dad), el sistema se comporta como si fuera una particula
de masa M ubicada en el centro de masa. Un problema
complicado se reduce, por tanto, a dos problemas relati-
vamente sencillos: la trayectoria parabdlica del centro de
masa y una rotacion respecto al centro de masa.

Como un ejemplo més, consideremos al sistema Tierra-
Luna moviéndose bajo la gravedad del Sol (la fuerza
externa). La figura 4 muestra que el centro de masa del
sistema sigue una Orbita estable alrededor del Sol; ésta es
la trayectoria que seguiria una particula de masa wTiara +
m, ,..» La Tierray la Luna giran también con respecto a sus
centros de masa, dando por resultado una ligera oscilacion
de la Tierra con respecto a la trayectoria de la érbita
estable. Usando los datos del apéndice C, nos sera posible
demostrar que el centro de masa del sistema Tierra-Luna
estd a unos 4600 km del centro de la Tierray, por lo tanto,
esta en el interior de la Tierra.
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respecto al Sol, mientras que la Tierray la Luna giran alrededor de su centro de masa
comun, exactamente igual que el hacha de la figura 3. Este efecto, que causa un ligero
“pamboleo” en la drbita de la Tierra, se halla representado de manera muy exagerada en
la figura. El centro de masa del sistema Tierra-Luna se halla en realidad dentro de la
Tierra, de modo que la Tierra siempre se traslapa con la trayectoria orbital del centro de

La figura 5 muestra el movimiento de un misil balistico
que se separa en tres vehiculos de reentrada multiple
(MRV). En efecto, una explosidn separa a los tres vehicu-
los pero, como la explosidn genera solamente fuerzas
internas, no afecta al movimiento del centro de masa. El
centro de masa continta describiendo la trayectoria balis-
tica como si no hubiera ocurrido la explosion, hasta que
uno o mas de los vehiculos experimente una fuerza exter-
na, como la proveniente de la resistencia atmosférica al
avance o el impacto en un blanco.

Problema muestral La figura 6a muestra un sistema de tres
particulas, inicialmente en reposo, de masas mj =4. 1kg, m2=
8.2 kg, y m3=4.1 kg. Fuerzas externas diferentes acttan sobre
las particulas, de magnitudes FI=6N, F2= 12N,y F, = 14 N.
En la figura se muestran las direcciones de las fuerzas. ;Donde
esta el centro de masa de este sistema, y cudl es la aceleracion
del centro de masa?

Solucion La posicion del centro de masa esta sefialada en la
figura por un punto. Como lo sugiere la figura 6b, tratamos a

Centro
de masa

Figura5 Unmisil que contiene tres cabezas explosivas
sigue una trayectoria parabolica. Una explosion separa las
tres cabezas, las cuales se trasladan de modo que su centro de
masa describe la trayectoria parabolica original. Por
simplicidad no se muestra el “vehiculo” de las tres cabezas
explosivas.

este punto como una particula real, de una masa M igual a la
masa del sistema de 16.4 kg (mj +m2+ m}), y suponiendo que
todas las fuerzas externas ejerzan su accion en ese punto. Ha-
Ilamos el centro de masa partiendo de las ecuaciones 1la y 11b:

*tm=jj  Xi+mX2+m3x3
1
164 kg (41 Q2 cm) + (82 kg)(4 cm)
+ (41 kg)(I cm)] =1.8 cm,
j'CI'TF + m*y*+
1
164 kg L1 K@ cm) + (82 kg)(2 cm)

+ (41 kgX- 2cm)] =1.3 cm.

Notese aqui el uso bastante aceptable de unidades mixtas.
La componente x de la fuerza externa neta que actta sobre el
centro de masa es (véase la Fig. 6b):

next, X = FiX+ FZ("‘ FlX
= 6N + (12 N)(cos 45°) + 14N = 165 N,

y la componente y es

FMy=Fly+-Fly+ Fly
=0+ (12N)(sen45°) + 0= 85 N.

La fuerza externa neta tiene, entonces, una magnitud de
f x= J(FXI> + (Fowf = V(i6.5 N+ (85N Q= 186 N
y forma un &ngulo con el eje x dado por

85N

165N 27

O=tan-1 "ty=tan 1
Esta es también la direccion del vector de aceleracion. Segdn la
ecuacion 16, la magnitud de la aceleracion del centro de masa
esta dada por
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Figura 6 Problemamuestra 1 (a) Las fuerzas mostradas
actlian sobre tres particulas, situadas en reposo en las
posiciones mostradas. Se ha marcado el centro de masa del
sistema, (b) EI movimiento de traslacion de todo el sistema
puede ser representado por el movimiento de una particula de
masa total M situada en el centro de masa y sobre la que
actuan las tres fuerzas externas. Se muestran la fuerzay la
aceleracion del centro de masa resultantes.

-e»_18.6N
164 kg

I*¥1 1xus

Las tres particulas de la figura 6a, como también su centro de
masa, se mueven con aceleraciones constantes (diferentes). Si
las particulas parten del reposo, cada una se movera, a velocidad
siempre creciente, a lo largo de una linea recta en direccion de
lafuerza que actlia sobre ellas.

Problema muestra 2 En el sistema que se ilustra en la figu-
ra 7a, hallar la magnitud comin de las aceleraciones de los dos
blogues. Ya hemos resuelto este problema, como problema
muestra 8del capitulo 5, aplicando las leyes de Newton a cada
bloque por separado. Resuelva el problema en este caso consi-
derando el movimiento del centro de masa del sistema de dos
particulas.

Solucion La figura 7b muestra el diagrama de cuerpo libre del
sistema de dos particulas. Hallamos primero el centro de masa
aplicando las ecuaciones 1la y life al sistema mostrado en la
figura 7b:

; 7
-y vy yam=Ry,

gondg L es la longitud del cordon yy es la coordenada vertical
e m

Diferenciando con respecto al tiempo, podemos hallar las
componentes de la velocidad del centro de masa:
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m2
U¥=m V y Mmy--m Vv
donde v (= dy/dt) es la magnitud comun de las velocidades de
los dos bloques. Diferenciando de nuevo, podemos hallar las
componentes de la aceleracion:

mt m2
a™'=u a ~M

donde a (=dvidt) es la magnitud comun de las aceleraciones de
los dos blogues.

A continuacién, aplicamos las leyes de Newton. En la figu-
ra lb, la fuerza externa ejercida por el soporte sin friccion del
cordén de union es descompuesto en sus componentes Xy ',
cada una de magnitud T (la tension del cordén). Al usar la Ec.
16 nos da

componente x : T = Ma-

componentey : mijg-N+ m2g—T= Maa
Sustituyendo para aw y aaal, podemos entonces eliminar a T
de estas dos ecuaciones y obtener, con mjg =N,

m2

de acuerdo con el resultado obtenido previamente en el capi-
tulo 5.

Notese que en este problema muestra debemos considerar la
fuerza externa ejercida sobre el sistema por el soporte sin
friccion, la cual no interviene al considerar a las fuerzas sobre
los cuerpos 1y 2 por separado.

Si el sistema se suelta desde el reposo cuando m2esta en su
posicion mas alta, el movimiento resultante del centro de masa
se efectla a lo largo de la linea recta que se muestra en la
figura 1c. La direccion de aarpuede ser hallada al sumar vecto-
rialmente las cinco fuerzas que acttian sobre el sistema mostrado
en la figura 7b.

9-3 CENTRO DE MASA DE OBJETOS
SOLIDOS

Seria sumamente engorroso hallar el centro de masa de
un objeto solido usando la ecuacién 12 'y haciendo la suma
para cada dtomo del sistema. En su lugar, dividiremos al
objeto en elementos pequefios de masa 8mn Cuando estos
elementos se vuelven infinitesimalmente pequefios, las su-
mas de las ecuaciones 11 y 12 se transforman en integrales:

*cm = i = =\-
cm M,Ilm Y %, Smn }\/I JI xdm, (17a)
;¢ lio 2 *.*" -17 J ydm, (17b)

= zdm- (17c>
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Figura 7 Problema muestra 2. (a) Dos masas estan unidas por un cordon de longitud L que
pasa sobre un soporte sin friccion. (b) Un diagrama parcial de cuerpo libre muestra las
fuerzas externas que actdan en el sistema. El soporte sin friccion ejerce una fuerza externa
sobre el cordon cuyas componentes son cada una igual a la tension T del cordon (el cual es
una fuerza interna y, por lo tanto, no se muestra), (c) El centro de masa se mueve desde el
punto A, cuando m2esta en su posicion mas alta, hasta el punto B, cuando mi llega al soporte.
Al caer m2 ml se mueve hacia la derechay, por lo tanto, el centro de masa debe moverse
hacia la derecha. La fuerza horizontal Tes la Unica fuerza externa posible que puede dar por
resultado un movimiento horizontal del centro de masa. La gravedad, por supuesto,
proporciona la fuerza externa responsable del movimiento del centro de masa hacia abajo.

En la forma vectorial, estas ecuaciones pueden escribirse
asi:

M= -"J rdm. (18

En muchos casos es posible usar argumentos basados en
la geometria o en la simetria para simplificar el célculo
del centro de masa de objetos sélidos. Si un objeto tiene
una simetria esférica, el centro de masa debe estar en el
centro geométrico de la esfera. (No es necesario que su
densidad sea constante; una bola de béisbol, por ejemplo,
tiene una simetria esférica aunque esté compuesta por
capas de materiales diferentes. Su centro de masa esta en
su centro geométrico. Cuando nos referimos a la simetria
esférica, queremos decir que la densidad puede variar con
r pero debe tener la misma variacion en cada direccion.)
Si un sélido tiene una simetria cilindrica (esto es, si
su masa esta distribuida simétricamente con respecto aun
eje), entonces el centro de masa debe estar en el eje. Si
su masa esta distribuida simétricamente con respecto a
un plano, entonces el centro de masa debe de estar en el
plano.

A menudo encontramos objetos sélidos, irregulares que
pueden ser divididos en varias partes. Podemos hallar el
centro de masa de cada parte y luego, al tratar a cada parte
como una particula ubicada en su propio centro de masa,
podemos hallar el centro de masa de la combinacion.

Como ejemplo, consideremos la placa triangular que se
muestra en la figura 8. Dividimos a la placa en un nimero

grande de franjas delgadas paralelas a la base del triangu-
lo, como en la figura 8. El centro de masa de cada franja
debe estar en su centro geométricoy, por lo tanto, el centro
de masa de la placa debe estar en alguna parte a lo largo de
la linea que une a los centros de las franjas. (Reemplace-
mos cada franja con una masa puntual ubicada en el centro
de masa de la franja. La hilera de las masas puntuales
forma, en efecto, un objeto unidimensional cuyo centro
de masa estara con toda seguridad a lo largo de su longi-
tud.) Repitiendo este procedimiento con franjas trazadas
paralelamente a los otros dos lados (Figs. 8b y &), obte-
nemos dos lineas adicionales, cada una de las cuales debe

Figura 8 En (a), (b)y (c), el triangulo esta dividido en
franjas delgadas, paralelas a cada uno de los tres lados. El
centro de masa debe estar a lo largo de las lineas divisorias
simétricas que se muestran. (d) El punto negro, el Unico
punto comun a las tres lineas, es la posicion del centro de
masa.



Objeto C

-R K Rk jx

an an  an
c X
©

Figura9 Problema muestra 3. (a) El objeto Xes un disco
de metal de radio 2R con un orificio de radio R. (b) El objeto
D es un disco de metal que llena el orificio del objeto X; su
centro de masa estd en xD- -R. El objeto C es el disco
compuesto hecho de los objetos Xy D; su centro de masa
esta en el origen, (c) Los centros de masa de los tres objetos.

también incluir al centro de masa de la placa. Superpo-
niendo las tres lineas, como en la figura &, hallamos que
tienen solamente un punto en comun, el cual debe ser, por
lo tanto, el centro de masa.

Problema muestra3 La figura 9a muestra unaplaca circular
de metal de radio 2R de la que se ha extraido un disco de radio
R. Llamémosle el objeto X Su centro de masa se marca con un
punto sobre el eje x. Ubique este punto.

Solucién La figura 9b muestra el objeto X estando su orificio
lleno con un disco de radio R, al cual Ilamaremos objeto D. Sea
Cel gran disco compuesto uniforme asi formado. Por simetria,
el centro de masa del objeto C esta en el origen del sistema de
coordenadas, como se muestra.

Al hallar el centro de masa de un objeto compuesto, supone-
mos que las masas de sus componentes estan concentradas en
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@
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Figura 10 Problema muestra 4. (a) Una tira delgada de
metal doblada en forma de semicirculo, (b) Un elemento de
la tira de masa drm ubicado en la coordenada >

sus centros de masa individuales. Entonces el objeto C puede
ser tratado como equivalente a dos masas puntuales, repre-
sentando a los objetos Xy D. La figura 9c muestra las posiciones
de los centros de masa de estos tres objetos.

La posicién del centro de masa del objeto C esta dada por la
ecuacion lia como:

o MDxD+ mxxx
C=  mD+mx

donde x0y xxson las posiciones de los centros de masa de los
objetos D y X respectivamente. Observando que xc = 0 y
resolviendo para xx obtenemos

xDmD

*k — __
mxX

Larazén mDmxdebe de ser la misma que larazén de las areas
de los objetos D y X (suponiendo que la placa tenga densidad y
espesor uniformes). Esto es,

areaof D
area of C —area of D

mD areaofD
mx area ofX

nR2
n(2Rf- nR2

Con xD= -R, obtenemos:

XX =iR.

Problemamuestra4 Unatira delgada de material esta dobla-
da en forma de semicirculo de radio R (Fig. 10). Halle su centro
de masa.

Solucion En este caso, el uso de una coordenada angular
simplifica la integracién que va a llevarse a cabo. Ademas, por
la simetria del objeto, concluimos que el centro de masa debe
estar sobre el ejey (estoes,  =0). Por lo tanto, usaremos la
ecuacion 17b para hallar yOr Consideremos el pequefio elemen-
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Figura 11 Problema muestra 5. (a) Una bola de radio R se
deja caer desde esta posicion inicial y es libre de rodar dentro
de un cascardn esférico de radio 2R. (b) Los centros de masa
de la bola, el cascaron, y su combinacion, (c) El estado final
después de que la bola ha llegado al reposo. El cascaron se ha
movido de tal forma que el centro de masa del sistema
permanece en su lugar, (d) Los centros de masa de la bola, el
cascaron, y su combinacion.

to de masa dm que se muestra en la figura 10;> Subtiende un
angulo dip, y puesto que la masa total M de la tira subtiende
un angulo k (un circulo completo subtenderia un angulo 2n),
la masa din debe de ser la misma fraccion de M como ds>lo es
de k. Esto es, dm/M = dtn, o dm - (MK)d<> El elemento din
estd ubicado en la coordenada y = R sen §= En este caso
podemos escribir la ecuacion 17b asi:

y~ =jifd ydm~IifL"'(Rsea+)T d*
d f
?Jlon sen (f)d<]):—n = 0.637R.

El centro de masa esta aproximadamente a dos tercios de un
radio situado a lo largo del eje y. Obsérvese que, como ilustra
este caso, el centro de masa no necesita estar dentro del volumen
0 del material de un objeto.

Problema muestra 5 Una bola de masa m y radio R esta
situada dentro de un cascardn esférico de la misma masa my de
radio interior 2R. La combinacion esta en reposo sobre una mesa
como se muestra en la figura 1la. La bola se suelta, oscila en
vaivén adentro, y por tltimo llega al reposo en el fondo, como
en la figura 1ic. ;Cudl sera el desplazamiento d del cascarén
durante el proceso?

Solucion Las Unicas fuerzas externas que actdan sobre el
sistema bola-cascarén son la fuerza de la gravedad hacia abajo
y la fuerza normal ejercida verticalmente hacia arriba por la
mesa. Ninguna de las fuerzas tiene una componente horizontal,
de modo que EF,,,, =0. Segln la ecuacién 16 la componente
ackde la aceleracion del centro de masa debe también ser cero.
Entonces, la posicion horizontal del centro de masa del sistema
debe permanecer fija, y el cascaron debe moverse de tal modo
que esto suceda asi.

Podemos representar tanto a la bola como al cascarén por
particulas aisladas de masa m, localizadas en sus respectivos
centros. La figura 11b muestra el sistema antes de que la bola
se deje caer, y la figura 11d después de que la bola ha llegado
al reposo en el fondo del cascaron. Elegimos que nuestro origen
coincida con la posicion inicial del centro del cascaron. La
figura 11b muestra que, con respecto a este origen, el centro de
masa del sistema bola-cascaron esta ubicado a una distancia
hacia la izquierda, a mitad del camino entre las dos particulas.
La figura 11d muestra que el desplazamiento del cascaron esta
dado por

d=3%R.

El cascaron debe recorrer hacia la izquierda esta distancia
mientras la bola llega al reposo.

La bola llega al reposo por la fuerza de friccion que actia
entreellayel cascardn. ¢ Por qué no afecta esta fuerza de friccion
a la ubicacion final del centro de masa?

9-4 IMPETU LINEAL
DE UNA PARTICULA

El impetu de una particula aislada es un vector p definido
como el producto de su masa m por su velocidad v:

p= mv. 19)

El impetu, por ser el producto de una cantidad escalar por
una vectorial, es en si mismo un vector. Puesto que es
proporcional av, el impetu p de una particula depende del
marco de referencia del observador; debemos siempre
especificar este marco.

Newton, en sus famosos Principia, expreso la segunda
ley del movimiento en funcién del impetu (al cual llamé
“cantidad de movimiento”). Expresado en laterminologia
moderna la segunda ley de Newton se lee asi:

La razén de cambio del impetu de un cuerpo es igual
a lafuerza resultante que actiia sobre el cuerpoy esta
en la direccion de esafuerza.
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gn forma simbdlica esto se convierte en

2 F-f. (20)

Aqui | F representa la fuerza resultante que actia sobre la

particula.
Para una particula aislada de masa constante, esta forma

de la segunda ley es equivalente a la forma F = /na que
hemos venido usando hasta ahora. Esto es, si m es cons-
tante, entonces

d d dv
If——dg—tdt(mv)—ma—ma.

Lasrelaciones F =may F =dp/dt para particulas aisladas

son completamente equivalentes en la mecanica clésica.
Se halla una relacion conveniente entre el impetu y la

energia cinética al combinar K=Unv2y p =mu, lo cual da

K=1—

o (21)

impetu a velocidades elevadas (Opcional)

Con velocidades de la particula cercanas a la velocidad de la luz
(regidn en la que debe usarse la teoria de la relatividad en lugar
de la mecénica newtoniana), la segunda ley de Newton en la
forma F = ma ya no tiene validez. Sin embargo, sucede que
lasegunda ley de Newton en laforma F =dpjdt es todavia una
ley valida si el impetu p de una particula aislada se define no
€Omo mv sino como

mv

(22)
vi —vac2
donde c es la velocidad de la qu./ A velocidades ordinarias
(v «c\ laecuacion 22 se reduce a la ecuacion 19.
Para particulas relativistas, puede demostrarse que larelacién
basica entre el impetu y la energia cinética es

K= "I(pe)1+ (med2~ me2 (23)

Derivaremos este resultado en el capitulo 21. La figura 12
muestra una comparacion entre el resultado clésico (Ec. 21) y
el relativista (Ec. 23) en particulas para un intervalo de veloci-
dades. Obviamente, el resultado clasico no funciona para velo-
cidades elevadas. Como lo esperabamos (véase el problema 27),
la ecuacion 23 se reduce a la ecuacion 21 para velocidades
ordinarias.

Independientemente de la forma en que escribamos laenergia
cinética, ésta tiene dimensiones de la masa por la velocidad al
cuadrado, que es lo mismo que el impetu multiplicado por la
velocidad. Por lo tanto, podemos escribir, usando nuestra nota-
cion de la seccién 1-7 para indicar dimensiones,

ri«i*l
]
A menudo resulta conveniente expresar el impetu en unidades
deenergiadivididas por la velocidady, al trabajar con particulas,
son elecciones convenientes las expresiones eV/c, MeV/c, etc.
Esto nos permite expresar la cantidad pe en unidades de energia
tales como MeV, lo cual es mucho mas conveniente al trabajar
con expresiones como la ecuacion 23. Para un electrén con un
impetu dado de 1.5 MeV/c, por ejemplo, el término pe de la

V OIBLICTKSJi
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Impetu (MeVi/c)

Figura 12 Una comparacion de las relaciones clasica (Ec.
21) y relativista (Ec. 23) entre el impetu y la energia cinética
para electrones emitidos en ciertos procesos de
desintegracion radioactiva. Los circulos representan las
mediciones experimentales; las barras horizontales y
verticales que pasan a través de los circulos representan el
margen de incertidumbre en estas mediciones. Los datos
favorecen obviamente la relacion relativista. Notese que, a
baja velocidad (energia e impetu pequefios), las dos
relaciones son indistinguibles.

ecuacion 23 es de 1.5 MeV y puede calcularse facilmente que
la energia cinética del electron es, seglin esa ecuacion, 1.1 MeV.

En la region de velocidades muy altas de la particula, el
impetup de la particula puede ser tan grande que el término pe
de la ecuacion 23 resultamucho més grande que el término mc\
por lo que laecuacidn se reduce entonces a K=pc con una buena
aproximacion. La expresion del impetu en unidades de energia
divididas por c es especialmente Util enesta regién. Por ejemplo,
un electron cuyo impetu sea de 500 MeV/c tiene una energia
cinética muy cercana a los 500 MeV. (Obsérvese que esta
aproximacion es muy pobre para el electron de 1.5 MeV consi-
derado anteriormente.) =

IMPETU LINEAL DE UN SISTEMA
DE PARTICULAS

9-5

Supongamos que en lugar de una particula aislada tene-
mos un sistema de N particulas, con masas mv m2..., mN
Supongamos también que ninguna masa entra o sale del
sistema de modo que la masa total M (= £m,,) del sistema
permanece constante en el tiempo. Las particulas pueden
interactuar entre si, y las fuerzas externas pueden actuar
igualmente sobre ellas. Cada particula tiene cierta veloci-



214  Capitulo 9 Sistemas de particulas

dad y cierto impetu en el marco de referencia particular
que se esté usando. El sistema, como un todo, tiene un
impetu total P, el cual se define simplemente como el
vector suma de los impetus de las particulas individuales
en este mismo marco, 0 sea

P= Pl + P2+ eee+ RV
= mVi+ ma2+ e+ mNN. (24)

Si comparamos esta relacion con la ecuacion 13, vemos
de inmediato que

(25)

la cual es una definicién equivalente al impetu de un
sistema de particulas:

El impetu lineal total de un sistema de particulas es
igual al producto de la masa total del sistema por la
velocidad de su centro de masa.

Si diferenciamos la ecuacion 25 con respecto al tiempo
obtenemos, para una masa constante M supuesta,

dt dt (26)
La comparacion de la ecuacidon 26 con la ecuacién 16,
IFet = Maam nos permite escribir la segunda ley de
Newton para un sistema de particulas en la forma:

Y Poe™ at @7)
La ecuacién 27 afirma que, en un sistema de particulas, la
fuerza externa neta es igual a la velocidad de cambio del
impetu lineal del sistema. Esta ecuacion es la generaliza-
cion de la ecuacion de una particula aislada, LF = dp/dt
(Ec. 20), a un sistema de muchas particulas, cuando nin-
guna masa entra o sale del sistema. La ecuacién 27 se
reduce a la ecuacion 20 para el caso especial de una
particula aislada, puesto que s6lo pueden actuar fuer-
zas externas sobre un sistema de una sola particula. En
la seccidn 9-8 consideraremos las modificaciones de la
ecuacion 27 para sistemas de masa variable.

9-6 CONSERVACION DEL IMPETU
LINEAL

Supongamos que la suma de las fuerzas externas que actla
sobre un sistema es cero. Entonces, segun la ecuacion 27,
dp

=0 o P = una constante.
dt

Cuando la fuerza externa neta que actia sobre un
sistema es cero, el vector del impetu total del sistema
permanece constante.

Este resultado sencillo, pero de carécter general, se llama
ley de conservacion del impetu lineal. Al igual que la ley
de conservacidn de la energia, la ley de conservacion del
impetu lineal se aplica a una gran variedad de situaciones
fisicas y no tiene excepciones conocidas.

Las leyes de conservacion (tales como las de la energia
y del impetu lineal, que ya hemos visto, y las del impetu
angulary la carga eléctrica, que veremos mas adelante en
el texto) son de importancia tedrica y practica en la fisica,
porque son sencillas y universales. Las leyes de conser-
vacion de la energia y del impetu lineal, por ejemplo, van
mas all4d de las limitaciones de la mecénica clasica y
permanecen validas tanto en el ambito relativista como en
el cuéntico.

Todas las leyes de la conservacion tienen la forma
siguiente. Mientras, el sistema estd cambiando, existe un
aspecto del mismo, por otra parte, que permanece inalte-
rable. Observadores diferentes, cada uno de ellos en un
marco de referencia diferente, al observar el cambio de
un mismo sistema, estarian todos de acuerdo en que las
leyes de conservacion se aplican al sistema. Por ejemplo,
para la conservacion del impetu lineal, observadores si-
tuados en marcos de referencia inerciales diferentes, asig-
narian valores diferentes de P al impetu lineal del sistema,
pero todos estarian de acuerdo (suponiendo que £FC{=0)
en que el valor de P permanece sin cambio mientras se
mueven las particulas que forman el sistema. La fuerza F
es invariante con respecto a las transformaciones galilea-
nas (todos los observadores inerciales estan de acuerdo en
su medicion). Si £Fe¢ = 0 en cualquier marco inercial,
entonces todos los observadores inerciales hallaran tam-
bién que ZFed = 0 y llegaran a la conclusidn de que ese
impetu se conserva.

El impetu total de un sistema puede ser cambiado
solamente por las fuerzas externas que actien sobre el
sistema. Las fuerzas internas, por ser iguales y opuestas,
producen cambios de impetu iguales y opuestos, que se
cancelan entre si. En un sistema de particulas en el cual
no actle ninguna fuerza externa,

p, + p2+ + Pjy= una constante. (28)
Los impetus de las particulas individuales pueden cam-
biar, pero su suma permanece constante si no existe fuerza
externa alguna.

El impetu es una cantidad vectorial. La ecuacion 28 es,
por lo tanto, equivalente a tres ecuaciones escalares, una
para cada direccidn de las coordenadas. De aqui que la
conservacion del impetu lineal nos proporciona las tres
condiciones del movimiento de un sistema al cual se
aplique. Por otra parte, la conservacion de la energia nos
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Arma m n I
K \ £5 "5 k3:N n > M 1

Sin friccion

Figura 13 Problema muestra 6. Un arma dispara una rafaga
de balas contra un bloque de madera. Analizamos el sistema
que definimos que consta del bloque v las balas en vuelo.

proporciona solamente una condicion del movimiento de
un sistema al que se aplique, porque la energia es una

cantidad escalar.
Si nuestro sistema de particulas consta solamente de

una particula aislada, entonces la ecuacion 28 se reduce a
afirmar que, si ninguna fuerza neta actGa sobre ella, el
impetu de la particula es una constante, lo cual es equiva-
lente (para una particula aislada) a afirmar que su veloci-
dad es una constante. Esto es, simplemente, otra forma de
enunciar la primera ley de Newton.

Problema muestra 6 Una rafaga de balas de masa my de
3.8¢ cada una, se dispara horizontalmente con una velocidad v
de 1100 m/s contra un gran blogue de madera de masa M
(- 12 kg) que inicialmente esta en reposo sobre una mesa hori-
zontal; véase la figura 13. Si el bloque puede deslizarse sin
friccion por la mesa, ¢qué velocidad adquirird después de que
se han incrustado en él 8balas?

Solucién La ecuacion 28 (P = una constante) es valida sola-
mente para sistemas cerrados, en los que no entre ni salga
particula alguna. Entonces nuestro sistema debe incluir tanto al
bloque como a las 8 balas, considerado como un todo. En la
figura 13, hemos identificado a este sistema trazando una curva
cerrada a su alrededor.

Por ahora, consideraremos solamente la direccidn horizontal.
No actta ninguna fuerza externa horizontal sobre el sistema
bloque +balas. Las fuerzas que acttian cuando las balas chocan
contra el blogue son fuerzas internas y no contribuyen a Fex, la
cual no tiene una componente horizontal.

Puesto que no actlan fuerzas externas (horizontales), pode-
mos aplicar la ley de conservacion del impetu (Ec. 28). El
impetu inicial (horizontal), medido mientras las balas estan
todavia en camino y el bloque esté en reposo, es

Pt=N(mv),

en el cual mv es el impetu de una bala individual y N = 8. El
impetu final, medido cuando todas las balas estén en el blogue
y el bloque se deslice sobre la mesa a velocidad V, es

P,=(M+Nm)V.
La conservacion del impetu requiere que
P=Pf
0sea
N(mv) = (M + Nm)V.
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Resolviendo para Vnos da

Nm (©)(38 X 10"3kg)
M+Nm  12kg+ (8)38 X 10°3kg) (100 ™)
2.8 mis.

Con la eleccion que hemos hecho del sistema, no tuvimos que
considerar las fuerzas ejercidas cuando las balas penetran en el
bloque. Esas fuerzas son todas internas.

En direccion vertical, las fuerzas externas son el peso de las
balas, el peso del bloque, y la fuerza normal sobre el blogue.
Mientras que las balas estan en vuelo, adquieren la componente
de un impetu vertical pequefio como resultado de la accién de
lagravedad. Cuando las balas chocan contra el blogue, el bloque
debe ejercer sobre cada bala una fuerza con componentes tanto
horizontal como vertical. Junto con la fuerza vertical sobre la
bala, que es necesaria para que su impetu vertical cambie a cero,
debe haber (de acuerdo con la tercera ley de Newton) un
aumento correspondiente de la fuerza normal ejercida sobre el
bloque por la superficie horizontal. Este aumento no solo se
debe al peso de la bala encajada; tiene una contribucion adicio-
nal que proviene de la razon de cambio del impetu vertical de
labala. Cuando todas las balas hayan llegado al reposo respecto
al bloque, la fuerza normal sera igual a los pesos combinados
del blogue y de las balas encajadas.

Por simplicidad, para la resolucion de este problema hemos
supuesto que las balas se disparan tan rapidamente que las 8
estan en vuelo antes que la primera bala llegue al bloque. ¢Puede
usted resolver este problema sin hacer esta suposicion?

Supongamos que la frontera del sistema se amplia de modo
que incluya al arma, la cual se halla fija a la Tierra. ;Cambiael
impetu horizontal de este sistema antes y después del disparo?
¢Existe una fuerza externa horizontal?

Problema muestra 7 Como lo muestra la figura 14, un ca-
fion cuya masa M es de 1300 kg dispara una bala de 72 kg
en direccion horizontal a una velocidad de salida de v =55 nvs.
El cafién estd montado de modo que pueda recular libremente.
(@) ¢Cual es la velocidad V del cafién al recular respecto a la
Tierra? (b) ¢Cudl es la velocidad inicial vEde la bala respecto a
la Tierra?

Solucion (a) Elegimos como nuestro sistema al cafion + la
bala. Al hacerlo asi, las fuerzas asociadas con el disparo del
cafion son internas al sistema, y no tenemos que tratar con ellas.
Las fuerzas externas que actlian sobre el sistema no tienen
componentes horizontales. Asi, la componente horizontal del
impetu lineal total del sistema debe permanecer sin cambio
cuando el cafién es disparado.

Elegimos un marco de referencia fijo respecto a la Tierra 'y
suponemos que todas las velocidades son positivas si apuntan
hacia la derecha en la figura 14.

Antes de ser disparado el cafién, el sistema tiene un impetu
inicial P, igual a cero. Después de haber sido disparada, la bala
tiene una velocidad horizontal v con respecto al cafion al
recular, siendo Pla velocidad de salida del cafién. Sin embargo,
en el marco de referencia de la Tierra la velocidad horizontal
de la bala es u + V. Entonces, el impetu lineal total del sistema
después del disparo es

Pf= MV + m(v + V),
donde el primer término de la derecha es el impetu del cafi6n

al recular y el segundo término el de la bala cuando va en
camino.
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Frontera del sistema

Figura 14 Problema muestra 7. Un cafién de masa M
dispara una bala de masa m. Las velocidades de la bala y del
cafién al recular se muestran en un marco de referencia fijo
en la Tierra. Las velocidades se consideran positivas hacia la
derecha.

La conservacion del impetu lineal en la direccién horizontal
requiere que Pi=P,, 0 sea

0=MV+m(v+ V).
Resolviendo para Vnos da

___ mv _ (72kgX55m/s) _
= TM+m | 1300kg+ 72kg T 20 M

El signo menos nos dice que el cafion recula hacia la izquierda
en la figura 14, como esperabamos que lo haria.

(@ La velocidad de la bala respecto al cafién (al recular) es
la velocidad de salida v. Con respecto a la Tierra, la velocidad
de la bala es

VE=v+ V
= 55 m/s + (—2.9 m/s) = 52 m/s.

A causa de lareculada, labalase mueve un poco méas lentamente
respecto a la Tierra de lo que lo haria de no existir reculada.
Notese la importancia, en este problema, de elegir al sistema
(cafién +bala) de manera acertada y siendo absolutamente claro
respecto al marco de referencia (la Tierra o la reculada del
cafién) al que se refieren las diversas mediciones.

Problema muestra 8 La figura 15 muestra dos bloques uni-
dos por un resorte y libres de deslizarse sobre una superficie
horizontal sin friccion. Los bloques, cuyas masas son mly m2
son separados y luego soltados a partir de una situacion en
reposo. ¢Qué fraccion de la energia cinética total del sistema
tendra cada bloque en cualquier tiempo posterior?

Solucién  Tomamos a los dos bloques y al resorte (supuesto
sin masa) como nuestro sistema y, como marco de referencia, a
la superficie horizontal sobre la que se deslizan. Suponemos que
las velocidades son positivas si apuntan hacia la derecha en la
figura 15.

El impetu inicial P; del sistema antes de soltar a los bloques
es cero. El impetu final, en cualquier tiempo después de haber
soltado a los bloques, es

P{=mjvj + m22,

donde vj y u2son las velocidades de los blogues. La conserva-
cion del impetu requiere que P, = P,, 0 sea,

0 - mjvj + m22.

+

Frontera del sistema

Figura 15 Problema muestra 8. Dos blogues, descansando
sobre una superficie sin friccion y unidos por un resorte, han
sido apartados y luego soltados desde el reposo. El impetu
total inicial es cero, y asi debe permanecer en todos los
tiempos sucesivos.

Entonces, tenemos que

(29)
V, m.

diciéndonos el signo menos que las dos velocidades tienen
siempre direcciones opuestas. Esto se cumple para cualquier
instante después de haber soltado a los bloques, no importa cudl
sea la velocidad de cada uno de ellos.

Las energias cinéticas de los bloques son K, =  w y K2=
hn2vi . La fraccién que buscamos es, para el bloque de masa m,,

[= Ki+K2 \mIVR+ +ma\

Sustituyendo u2=-vt(mjm2 nos lleva, después de un poco de
algebra, a

. n-’
fi- M+ m2
De manera similar, para el bloque de masa m2

k = mj + m2

Entonces, aunque la energia cinética del sistema oscilante varia
con el tiempo, la distribucion de esta energia entre los dos
bloques es una constante, independiente del tiempo, recibiendo
el blogque con menor masa la mayor parte de la energia cinética
disponible. Si, por ejemplo, m2= 10m,, entonces

m.
m, + 10w, =0.09.

En este caso, el bloque menos pesado (mJ obtiene el 91 %de la
energia cinética disponible y el bloque mas pesado (m2 obtiene
el 9% restante. En el limite m1» mi, el bloque menos pesado
obtiene esencialmente toda la energia cinética.

Las expresiones para/, y/ 2se aplican igualmente bien a una
piedra que caiga en el campo gravitatorio de la Tierra. Si m2
representa a lamasa de la Tierray mta la masa de la piedra, en
el marco de referencia de sus centros de masa, la piedra toma
casi toda la energia cinética (/- 1) y la Tierra toma muy poca
(f2~ 0). Las magnitudes de los impetus lineales de la piedra y
de la Tierra son iguales, aunque la pequefia velocidad de la
Tierra es compensada por su enorme masa. Este argumento
justifica despreciar la energia cinética de la Tierra cuando
usabamos la conservacion de la energia en el capitulo 8 para
analizar objetos que caen bajo laaccion de la gravedad terrestre.
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Otro ejemplo préactico de este efecto ocurre en el caso de la
fision nuclear, en que un ntcleo pesado como el Z8J se divide en
dos fragmentos mas ligeros. Los fragmentos son impulsados por
surepulsién eléctrica mutua desde una posicion inicial en que se
encuentran muy proximos entre si y casi en reposo. De la ecua-
cidn 29, esperamos que la razon de las energias cinéticas sea

Ki _ \mjo\ _ (mj\ivil2 m2
K2 \'mal \m2\v2 m,'

Esto es, el fragmento mas pesado tiene la energia cinética mas
pequena.

La fision es un proceso estadistico, en el cual existe una
distribucion de las masas posibles de los fragmentos y una dis-
tribucion correspondiente de las energias cinéticas de los frag-
mentos. La figura 16a muestra la distribucion de la masa y la
figura 16b muestra la distribucion de la energia cinética. Notese
que la fision en fragmentos de igual masa es muy rara; un
fragmento tiene usualmente un nimero de masa de alrededor de
138y el otro alrededor de 94. Una razon tipica de masa mjm1
es, entonces, de alrededor de 94/138 = 0.68. Una razdn tipica
de energia cinética KJK2es de alrededor de 67 MeV/99 MeV =
0.68, igual a la raz6n de masa tipica, como era de esperarse.
Entonces, el reparto de la energia cinética entre los fragmentos

Figura 16 (a) La distribucion de
masa de los fragmentos emitidos en la
fision nuclear. La escala vertical da la
fraccion de fisiones que se producen
en un fragmento con el nimero de
masa dado por la escala horizontal.

(b) La distribucion de la energia de
los fragmentos emitidos en la fision.

de la fision se lleva a cabo de acuerdo con la restriccion de que
el impetu se conserva.

9-7 TRABAJO Y ENERGIAEN UN
SISTEMA DE PARTICULAS (Opcional)

La figura 17 muestra a un patinador que se impulsa desde una
barandilla, ganando energia cinéticaen el proceso. Si le pregun-
tamos al patinador de donde proviene esta energia cinética,
probablemente nos dira que, a juzgar por sus esfuerzos muscu-
lares, la energia requerida debe provenir de su propia reserva de
energia interna. Tratemos de verificar este argumento aplicando
la conservacion de la energia al sistema que consta Ginicamente
del patinador.
Segun la ecuacion 28 del capitulo 8tenemos que

AU+AKm+AEwW W, (30)

Al derivar la ecuacién 33 del capitulo 8, dividamos la energia
cinética de un sistema en dos términos: AKM que representa los
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Figura 17 (a) Un patinador se empuja a si mismo contra la
barandilla. La barandilla ejerce una fuerza F,,, sobre el
patinador, (tf) Después de haberse empujado, el patinador se
mueve a una velocidadv .

movimientos internos de las particulas del sistema, y AK, que
representaba el movimiento “global” del sistema. Aqui indica-
mos explicitamente que este movimiento “global” es, de hecho,
el movimiento del centro de masa, y la energia cinética corres-
pondiente es

K. sWvL (31)

que es la energia cinética que el sistema de masa total M tendria
si se moviese como una particula a una velocidad uanlLa energia
cinética interna esta incluida en la ecuacién 30 como una parte
de AfIm (Véase el problema 49 para una derivacion de esta
division de la energia cinética.)

No hay cambios en laenergia potencial del patinador (el hielo
es horizontal), de modo que hacemos que AU =0. Ademés, la
barandilla no trabaja sobre el patinador porque el punto de
aplicacion de lafuerza no se mueve. Recordemos la explicacion
que acompafiaba a la figura 13 del capitulo 8. Cuando se efectlia
un trabajo externo sobre un sistema, la energia se transfiere a
través de las fronteras del sistema. No se transfiere ninguna
energia de la barandilla al patinador, asi que la barandilla
no efecta ningun trabajo externo sobre el patinador. Entonces
W =0, y la ecuacion 30 se reduce a

AKan=-AE it (32)

Puesto que AKm es una cantidad positiva (el patinador gana
energia cinética al empujarse contra la barandilla), AEMdebe
ser una cantidad negativa. Esto confirma el argumento del
patinador: la energia cinética que adquiere al empujarse contra
la barandilla proviene de su reserva de energia interna y no de
alguna fuente externa.

El analisis de la energia es Util, pero podriamos desear ir mas
alla y analizar el sistema en funcidn de las fuerzas y las acele-
raciones. Veamos qué podemos aprender del patinador aplican-
do la segunda ley de Newton. La barandilla ejerce una fuerza
Fedsobre el patinador (al cual continuamos viendo como nues-
tro sistema). Para empujarse desde la barandilla, el patinador
debe estirar, necesariamente, su brazo. Como resultado, las
diferentes partes de su cuerpo pueden tener desplazamientos,
velocidades, y aceleraciones diferentes mientras se estd empu-
jando. Asi, el patinador debe de ser tratado no como una
particula aislada sino como un sistema de particulas. En este
caso, usando la ecuacion 16, podemos hallar la aceleracion del
centro de masa del patinador si conocemos la fuerza externa
gjercida sobre él por la barandilla;

Foc = Mar (33

Para una particula aislada, hallamos que el teorema trabajo-
energia (W=>AK) esun resultado (til. Esta claro que nopodemos

aplicar este teorema al patinador, porque éste no se mueve como
una particula inica. Como ya lo habiamos deducido, W=0, pero
AK * 0. Entonces la forma de particula Unica del teorema
trabajo-energia no es valida. Tratemos de hallar una relacion
que sea aplicable a un sistema de particulas.

Hagamos que una fuerza externa neta F” actlle sobre un
sistema de particulas. Consideremos el caso general en que el
punto de aplicacion de esta fuerza puede moverse o que (como
en el caso del patinador de la Fig. 17) puede no moverse en
nuestro marco de referencia inercial elegido. Suponemos que
todas las fuerzas y movimientos estan en la direccion x. Puesto
que estamos tratando con un sistema de particulas, enfocamos
nuestra atencién no al movimiento del punto de aplicacion de
la fuerza externa sino al movimiento del centro de masa del
sistema.

Supongamaos que el centro de masa del sistema se mueva una
distancia dxma lo largo del eje x. Al multiplicar cada lado de la
ecuacion 33 por nos da

"ex, dxan= Maandxan= vandt,

donde hemos reemplazado aampor dvcldt y a dxanpor vandt.
Esto da

Fed dxan  Mvanadvom (34)

Supongamos que el centro de masa se mueve desde Xj hasta X
cuando esta fuerza actlia. Al integrar la ecuacion 34 entre estos
limites tenemos que

fx<

f W
Jlx Nextdxan | Mvandvan= {MvL.r \Mvani (35

El lado derecho de la ecuacién 35 puede escribirse usando la
ecuacion 31 en la forma Ka,,j- Kani =AKm Esto representa €l
cambio en la energia cinética que experimentaria una particula
de masa M cuya velocidad cambiara de udll ja udl f.

El lado izquierdo de la ecuacion 35 se parece un poco a la
definicion del trabajo y, de hecho la integral tiene la dimension
de trabajo. Sin embargo, este trabajo no es en el sentido en que
lo hemos definido, porque dxanno es el desplazamiento del
punto de aplicacion de la fuerza externa. (En nuestra definicion
original del trabajo W =jFdx del capitulo 7, dx era el despla-
zamiento del punto de aplicacion de F.) Obsérvese nuevamente
que el desplazamiento del punto de aplicacion de la fuerza
externa es cero en la figura 17, y por lo tanto W= 0en ese caso,
pero el lado izquierdo de la ecuacién 35 no es cero.*

En muchos casos de interés para nosotros, la fuerza externa
es constante y puede ser sacada fuera de la integral en la
ecuacion 35. El resto de la integral da el desplazamiento neto s*

* Algunos autores usan los términos seudotrabajo o trabajo
del centro de masa para describir el lado izquierdo de la ecua-
cion 35. Esta ecuacion se conoce a veces como la ecuacion del
centro de masa. Nosotros preferimos no introducir un término
estrechamente relacionado con el trabajo para describir una
cantidad que no esta relacionada con el significado aceptado de
trabajo. Para un compendio general del trabajo y la energia en
un sistema de particulas, véase “Developing the Energy Con-
cepts in Introductory Physics”, por A. B. Arons, The Physics
Teacher, octubre de 1989, pag. 506).
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del centro de masa del sistema. En este caso podemaos reescribir
la ecuacion 35 asi:

Fed'om  ~em- (36)
La ecuacién 35 se parece al teorema trabajo-energia para una
particula, y de hecho se reduciria a ese resultado si nuestro
sistema constara solamente de una particula aislada (o de un
cuerpo que pueda ser tratado como una particula). Existe, sin
embargo, una diferencia importante entre la ecuacion 35y el
teorema trabajo-energia para una particula. El teorema trabajo-
energia para una particula aislada es también un enunciado
sobre la conservacion de la energia en el movimiento de una
particula, porque la energia de traslacion es la Gnica clase de
energia que una particula puede tener. L& ecuacion 35, por el
contrario, no es en sentido alguno una expresion de la conser-
vacion de la energia, porque un sistema de particulas puede
tener energia en otras formas, incluyendo la interna, la poten-
cial, y la de rotacion, entre otras. Para un sistema de particulas,
la ecuacion 35y la conservacion de la energia (Ec. 30) pueden
aplicarse como relaciones separadas e independientes.

Como un ejemplo de la aplicacion de estos principios, consi-
deremos el resultado de empujar una regla de un metro (inicial-
mente en reposo) que pueda deslizarse libremente sin friccion
sobre una superficie horizontal. Ejercemos una fuerzaconstante
de magnitud Ft,,, 1a cual puede ser aplicada sobre cualquier parte
de la regla. Si aplicamos la fuerza en la marca de 50 cm
(Fig. 18a), la regla se mueve como una particula con una ace-
leracion aan=F'Jm; cada punto de la regla se mueve con esta
aceleracion. El desplazamiento s del punto en el que aplicamos
la fuerza es igual al desplazamiento  del centro de masa. En
este caso, efectuamos un trabajo de magnitud Fe& cuando
toda la regla (que se mueve como una particula) es desplazada
ensan La forma de particula del teorema trabajo-energia puede
emplearse para hallar la velocidad resultante v de cada punto
de la regla. Consideremos ahora el caso en que la fuerza se
ejerce en la marca de 25 cm (Fig. 18b). Si usted trata de llevar
acabo este experimento, hallara que la regla no se mueve como
una particula. Como veremos en el capitulo 12, podemos dividir
este movimiento complejo en dos partes: el movimiento de
traslacion como una particula y la rotacion con respecto al
centrode masa. El punto en el cual aplicamos la fuerza se mueve
una distancia mayor que sam como lo podemos ver en la figu-
ra 18b. El trabajo que efectuamos sobre la regla es, por tanto,
mayor que F,,t5am Para analizar este movimiento debemos usar
ambas ecuaciones 30 y 36. El producto Fg,sm da, usando la
ecuacion 36, el cambio en la energia cinética de traslacion de
laregla. El producto Fets, donde s es la distancia que se mueve
el punto de 25 cm al cual se aplico la fuerza, da el trabajo JFque
aparece en la ecuacion 30, el cual es una expresion de la
conservacion de la energia. Como lo expondremos en el capi-
tulo 12, podemos asignar parte de la energia cinética total K al
movimiento de traslacion y parte al movimiento de rotacion.

Problema muestra9 Un patinador de 72 kg se empuja desde
una barandilla, como se muestra en la figura 17, ejerciendo una
fuerza constante F =55 N sobre la barandilla al hacerlo. Su
centro de masa se mueve a lo largo de una distancia sm =32 cm
hasta que pierde contacto con la barandilla, (a) ¢Cudl es la
velocidad del centro de masa del patinador cuando se separa de
la barandilla? (b) ¢Cual es el cambio en la energia interna
almacenada del patinador durante este proceso?

Solucién  (a) Una vez més el patinador es nuestro sistema.
Segun la tercera ley de Newton, la barandilla ejerce sobre el
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Figura 18 (a) Unaregla de un metro es empujada a lo largo
de una superficie horizontal sin friccion por una fuerza Fext.
La fuerza se ejerce en la marca de 50 cm. Aqui la regla se
mueve como una particula, (b) La fuerza se ejerce ahora
sobre la marca de 25 cm. La regla gira ahora al mismo
tiempo que se traslada y ya no se mueve como una particula.
La fuerza se ejerce en un desplazamiento s que es mayor que
el desplazamiento  del centro de masa.

patinador una fuerza de 55 N hacia la derecha en la figura 17.
Esta fuerza es la Unica fuerza externa que necesitamos conside-
rar. Segun la ecuacion 36, tenemos que

Fedsan= iMvim- O,
0 sea

iLF A

VoV

(b)  Apliquemos ahora la ley de conservacion de la energia,
cual, en las condiciones que corresponden a este problema, toma
la forma de la ecuacion 32, o sea

AEM=- A =-W v\m= -«72 kgX0.70 m/sf
=-17.6 J.

Esta cantidad de energia interna podria reponerse digiriendo j
de cucharadita de cualquier refresco dietético.

12(55 NX0.32 m)
72kg---------- a70m/s-

Problema muestra 10 En este caso, nuestro patinador se
empuja contra su compafiera, quien esta parada con la espalda
contra una pared, como en la figura 19a. Ambos tienen los
brazos doblados inicialmente. Cada uno empuja contra el otro
estirando los brazos, hasta que se separan (Fig. 19>). La com-
pafiera ejerce una constante de fuerza FM - 55 N a lo largo de
unadistanciades - 32 cm; éstaes la distancia en que se mueven

a
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Figura 19 Problema muestra 10. (a) Un patinador y su
compafiera se preparan para ejercer fuerzas uno contra el otro
extendiendo sus brazos. La compafiera apoya la espalda
contra la pared y, por lo tanto, no se mueve. (b) Después de
que los brazos se han extendido, el patinador se mueve a una
velocidad vm.

realmente sus manos al extender sus brazos. En el instante
en cesa el contacto, el centro de masa del patinador se hamovido
alolargo de una distancia total des” =58 cm como resultado de
laextension de ambos pares de brazos. (a) ¢Cual es la velocidad
del centro de masa del patinador después de haber cesado el
contacto? (b) ¢Cuél es el cambio en la energia interna almace-
nada del patinador durante este proceso?

Solucién (a) Tomamos al patinador como nuestro sistema.
Notese que en este caso existe un trabajo externo efectuado sobre
el sistema, de modo que hay una transferencia de energia a través
de la frontera del sistema. Segun la ecuacion 36 tenemos que

F»,ion= AKan= $MvL ~ 0,

2F 2(55 NX0-58 m) _
Vf MoV kg S 0%4ms

0 sea

(b) Segln la ecuacién de la conservacion de energia para
nuestro sistema, tenemos que

AKMN + Af,t= W,

donde W (= Fids) es el trabajo externo efectuado sobre el
patinador por su compafiera. Resolviendo para el cambio de
energia interna AEimy sustituyendo el resultado AKan= F\,san
de la parte (a), obtenemos

AEn=W - A =Fats- FASm
(55 NX0.32 m) - (55 NX0.58 m)
+17.6J - 31.9J=-14.3 J.

Asi pues, para lograr su energia cinética final, el patinador debe
proporcionar 14.3 J de energia de sus recursos internos. Su
compafiera proporciona 17.6 J al efectuar el trabajo sobre el
patinador, trabajo que, por supuesto, proviene de la reserva
interna de ella. Si la comparfiera no estuviera presente y el
patinador hubiera alcanzado la misma energia cinética empu-
Jandose directamente contra la pared, necesitaria proporcionar
los 31.9 J completos de energia cinética a partir de su fuente de
energia interna.

Problemamuestra1l Un bloque de 5.2 kg se proyecta sobre
una superficie horizontal a una velocidad horizontal inicial de
0.65 m/s. El coeficiente de friccion cinética entre el bloque y la

superficie es de 0.12. (a) ¢Qué le pasa a la energia cinética
inicial del bloque? (b) ¢Qué distancia recorre el bloque hasta
llegar al reposo?

Solucion (a) Al aplicar la conservacion de energia, el siste-
ma mas Util a considerar es el bloque méas la porcién de la
superficie horizontal sobre la que se desliza. Al usar la ecua-
cion 30, tenemos que AU =0, porque no ocurre ningin cambio
de energia potencial sobre la superficie horizontal. Ademas
W =0, porque no actlia ninguna fuerza externa sobre el sistema.
(Hemos definido al sistema de modo que la friccion sea una
fuerza interna.) Asi, la ecuacion 30 resulta

AEim=-AKam
donde AKm es negativa, correspondiendo a una pérdida de
energia cinética. Sustituyendo valores, tenemos que

ABni- — o iMv, =+«5.2 kgX0.65 m/sR

=+11J

Este aumento en la energia interna del sistema se revela como
un incremento pequefio de la temperatura del bloque y de la
superficie horizontal. Es dificil de calcular cdmo se distribuye
esta energia entre el bloque y la superficie; en gran parte
evitamos esta dificultad al considerar al sistema formado por el
bloque mas la superficie, en lugar de analizar el blogue sola-
mente.

(b) En este caso, elegimos al bloque solamente como nuestro
sistema. No podemos tratar al bloque como una particula,
porque aqui intervienen las transferencias de energia (especifi-
camente, de la energia interna) distintas a la energia cinética de
traslacion. Aplicando la ecuacion 36, tenemos que

Eet"om

donde Fe,es la fuerza de friccion externa (= -/iMg, tomando la
direccion del movimiento como positiva) que actda sobre el
bloque y s” esel desplazamiento del centro de masa del bloque.
Entonces, tenemos que

(—fiMg)(sam) = 0- iMvm

(s £ _a (065misp
T shig 2(0.12X9.8 m/s2)

O sea

=018 m.

9-8 SISTEMAS DE MASA VARIABLE
(Opcional)

Imaginemos que la curefia que sostiene al cafién en la figura 14
sostiene también a una gran dotacion de balas de cafién. Cuando
el cafién se dispara repetidamente, la curefia (que suponemos se
mueve sin friccion) recula hacia la izquierda, y con cada recu-
lada aumenta su velocidad. Con la frontera del sistema repre-
sentada como en lafigura 14, sabemos que el impetu horizontal
total debe ser cero y que no existe ninguna fuerza horizontal
neta sobre el sistema. Sin embargo, si consideramos un sistema
que incluya solo al cafién mas la curefia, entonces el plantea-
miento previo ya no es valido. El impetu del cafién aumenta
cada vez que se dispara, y es apropiado que usemos el lenguaje
familiar de la fisica newtoniana para tener en cuenta el cambio
en el impetu por laaccion de una fuerza apropiada. En este caso,
la fuerza que acelera al cafion es una fuerza de reaccion: el
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M + AM Yy

Tiempo t + At

Figura 20 (a) Unsistema S’ en el tiempo t consta de una masa M que se mueve a
velocidad v. (b) En un tiempo At mas tarde, la masa original M ha arrojado cierta masa
- AM. La masa restante M + AM, a la cual llamamos subsistema S, se mueve ahora a

una velocidad v + Av.

cafion, en virtud de la explosion de su carga, empuja contra las
balas de cafién que arroja, y la fuerza de reaccion (las balas de
cafion empujando contra el cafién) hace mover al cafién hacia
la izquierda.

Cuando el cafion se dispara repetidamente, la masa total sobre
la curefia disminuye segun la cantidad de balas de cafidn que
hayan sido arrojadas. Los métodos del problema muestra 7 no
pueden emplearse facilmente para resolver este problema por-
que la masa M del objeto que recula es diferente cada vez que
el cafién dispara.

En este ejemplo nos referiremos al sistema S, que consta del
cafion mas la curefia, como un sistema de “masa variable”. Por
supuesto, el sistema més grande S' que consta del cafion mas ks
balas de cafién disparadas, es un sistema de masa constante y
también un sistema de impetu constante (en ausencia de una
fuerza externa). Sin embargo, el sistema S mas pequefio no tiene
una masa constante. Aln mas, las balas de cafién arrojadas
llevan consigo un impetu, y existe un flujo neto de impetu de S
que es el responsable de su aceleracion.

El ejemplo anterior da, razonablemente, una buena imagen
mental de como trabaja un cohete. EI combustible se quemay
arroja a gran velocidad; los productos de la combustion corres-
ponden a las balas de cafidn. El cohete (menos el combustible
consumido) experimenta una aceleracion que depende de la
cantidad de combustible que se consume y de la velocidad con
que se arroja.

El objetivo del analisis de sistemas similares al cohete no
es el de considerar la cineméatica de todo el sistema S'. En
cambio, enfocamos nuestra atencién a un subsistema particular
S, y nos preguntamos como se mueve S al redistribuirse la masa
dentro del sistema entero S' de modo que cambie la masa dentro
del subsistema S. La masa total dentro de S' permanece cons-
tante, pero el subsistema particular S que consideramos puede
cambiar su estado de movimiento al ganar o al perder masa (e
impetu).

La figura 20 muestra una vista esquematica de un sistema
generalizado. En el tiempo t, el subsistema S tiene una masa M
y se mueve a velocidad v en el marco de referencia particular
desde el que lo estamos observando. En el tiempo t +Al, lamasa
de S ha cambiado en una cantidad AM (una cantidad negativa,
en el caso de una masa arrojada) a M + AM, mientras que la
masa del resto del sistema integro S' ha cambiado en una
cantidad correspondiente - AM. El sistema S se mueve ahora a
una velocidad v + Av, y la materia arrojada se mueve a una
velocidad u, ambas medidas desde nuestro marco de referencia.

Para hacer esta situacion lo mas general posible, permitimos
también una fuerza externa F,,, que pueda actuar sobre todo el
sistema. Esta no es la fuerza que impulsa al cohete (la cual es
una fuerza interna para el sistema S’), sino que es mas bien la

fuerza debida a algun agente externo, quizas la gravedad o el
arrastre atmosférico. El impetu total de todo el sistema S' es P,
y la segunda ley de Newton puede expresarse asi:

dp
WA 37
En el intervalo de tiempo At, el cambio de impetu AP es
AP = Pf—Pj (38)

donde P,, el impetu final del sistema S' en el tiempot +Al,y P,
el impetu inicial de S' en el tiempo t, estan dados por

Pi= My, (393)
Pf= (M + AM)(V + Av) + (-AM)u. (39b)

El cambio en el impetu de S es, entonces,
AP = Pf—Pj = (M + AM)(v + AV) + ((-AM)u - Mv. (40)

Reescribiendo la derivada de la ecuacién 37 como un limite y
sustituyendo esta expresion para AP, obtenemos

. AP
o= KB At
— lim (M + AAf)(V + Av) + (—AM)u —Mv
At—0 At
< N"b At " At Ai |
v
_Aﬁ+wu)u- (41)

Notese que, al tomar el limite, el Gltimo término dentro de los
corchetes cuadrados se anula, porque Av -»0 segun At -> 0. En
la ecuacion 41, M es la masa del subsistema S en el tiempo t, y
dv/dt es su aceleracion cuando arroja masa a la velocidad u (en
nuestro marco de referencia) y en una cantidad \dM/dt\.

Podemos también expresar la ecuacién 41 de una forma
ligeramente mas general:

r d dMm
F. u (“42)
La ecuacidn 42 no se parece en absoluto a F,,, =Ma o a Feld =

d(Mv)/dt, que hemos usado previamente para analizar el movi-
miento de particulas o de sistemas de masa constante. Podemos
reducir la ecuacién 42 a la forma de particula de la segunda ley
de Newton en dos casos muy especiales solamente: (1) cuando
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Figura 21 (fl) Una ametralladora dispara una rafaga de balas a razon de n por unidad
de tiempo. El impetu total del sistema S' permanece constante, pero el subsistema S
experimenta una fuerza de reculada que cambia su impetu. El cambio de impetu en un
tiempo dt es exactamente igual al impetu opuesto mn u dt transportado por las balas.
(b) Un cohete expulsa un chorro de productos de combustion. El impetu total del
sistema S’ permanece constante, pero el subsistema S experimenta un empuje que
cambia su impetu. EI cambio de impetu en un tiempo dt es exactamente igual al

impetu opuesto u dM transportado por el gas expulsado.

dM/dt = 0 de modo que M es una constante, en cuyo caso
estamos otra vez discutiendo sistemas de masa constante, o (2)
cuando u = 0, en cuyo caso estamos viendo al sistema de masa
variable desde un marco de referencia muy especial en el cual
la materia arrojada esté en reposo.

En general, cuando aplicamos F,,t = dPjdt al sistema S que
gana o pierde masa, debemos tener en cuenta el cambio en el
impetu de la masa que se gana o se pierde.* Esto es, como lo
sugiere la ecuacion 42 y la figura 20, debemos considerar al
sistema mas grande S', que incluye al sistema Sy a la masa
adicional. Este enfoque en la dindmica de sistemas de masa
variable resalta la importancia de la ley de conservacion del
impetu, y nos da una receta relativamente sencilla para tratar
sistemas complicados.

La ecuacién 41 ha sido derivada en una forma especial que
puede ser adaptada facilmente al analisis del movimiento de un
cohete. La cantidad u - v es v, la velocidad de los gases
expulsados con relacion al cohete. Esta es una cantidad razo-
nable a introducir, porque la velocidad de los gases expulsados
es una caracteristica de disefio fundamental del motor del cohete
y no debe expresarse en una forma que dependa de ningln otro
marco de referencia que el cohete mismo. En funcién de v,
podemos escribir la ecuacion 41 en la forma siguiente:

dv dM
MIli=F,+\wd dt

El altimo término de la ecuacidn 43 nos da la razén a la cual
el impetu esta siendo transferido al subsistema S o quizés fuera
de él. Puede ser interpretada como una fuerza ejercida sobre S
por la masa que entra o sale de S. En el caso de un cohete, este

(43)

* Véase “Forcé, Momentum Change, and Motion”, por Mar-
tin S. Tiersten, American Journal of Physics, enero de 1969,
pag. 82, para una excelente referencia general sobre sistemas de
masa fija y variable.

término se llama empuje; para hacer al empuje lo mas grande
posible, los disefiadores de cohetes intentan hacer tanto a v,,, (la
velocidad de escape) como a \dM/di\ (la razén a la que es
arrojada la masa) lo mas grande posible.

La ecuécidn del cohete

Consideremos un cohete en el espacio lejano, donde no esta
sujeto a fuerza externa alguna. Supongamos, por simplicidad,
que el movimiento esta confinado a una dimensién; d\jdtdefine
la direccion positiva cuando el cohete aceleray vrd, apunta, por
lo tanto, en direccion negativa. La ecuacion 43 puede expresarse
en este caso asf:

dM
dt dt = 49
donde vid es la magnitud de la velocidad de escape. Notese que
dM/dt es negativa, de modo que el lado derecho de la Ec. 44 es
positivo, como lo es el lado izquierdo.

La ecuacion 44 es la ecuacion fundamental que rige el com-
portamiento de un cohete. Durante la combustion estable del
motor, el empuje (el lado derecho de la Ec. 44) es una constante
(pero la aceleracion resultante del cohete dv/at no es una
constante porque la masa M cambia mientras el combustible se
quema).

Consideremos el cambio de velocidad del cohete que corres-
ponde a la combustion de una cantidad especifica de combusti-
ble mv La velocidad inicial es vj, y la velocidad final después
de la combustién es uj. Replanteamos la ecuacion 44 asi:

- dM
dv=-vni M (45)
La masa total M del cohete es una variable. La masa original
del cohete més el combustible es MQ'y en cualquier tiempo t, la
masa remanente M del cohete méas la masa mbdel combustible
guemado hasta ese momento debe ser MG, asi M = MO - >h
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Integramos la ecuacion 45 entre los limites v cuando la masa
del cohete es M,,, y V,, cuando la masa es MO- ;»h obteniendo

fv, imom b
dv=-vnl
i J
\M3-+h
v,-v, = - udinm |1
M

=- r|[In (MO- mb - In M

Laecuacion 46 da el cambio de velocidad del cohete que resulta
de la combustién de una cantidad mbde combustible.

Suponiendo que el cohete comienza desde el reposo (vj =0)
con una masa inicial MOy alcanza una velocidad final vj en
combustién cuando su masa es M, =M0- niky podemos escribir
la ecuacion 46 asi:

@

La analogia entre el cohete y lareculada de un arma se ilustra
en la figura 21. En cada caso se conserva el impetu de todo el
sistema, que consta de la masa expulsada (balas o combustible)
maés el objeto que expulsa la masa. Cuando centramos nuestra
atencion en el arma o en el cohete dentro del sistema mas
grande, vemos que su masa cambia y que existe una fuerza que
lo impulsa, una reculada en el caso del armay un empuje en el
caso del cohete. Si contemplamos el sistema desde el marco de
referencia en el centro de masa, a medida que el tiempo trans-
curre hay mas masa expulsada, y ha viajado mas hacia la
izquierda segin vemos en la figura 21, lo que significa que el
objeto debe viajar a la derecha para que el centro de masa se
mantenga fijo.

Problemamuestra12 Un cohete tiene una masa de 13,600 kg
una vez lleno con su combustible en la rampa de lanzamiento.
Se dispara verticalmente hacia arriba y en la combustién ha
consumido y expulsado 9100 kg de combustible. Los gases
salen expulsados a razon de 146 kg/s a una velocidad de
1520 m/s, relativa al cohete, suponiendo que ambas cantida-
des son constantes mientras se quema el combustible, (a) ¢Cudl
es el empuje? (b) Si pudiéramos despreciar todas las fuerzas

Seccion 9-8 Sistemas de masa variable (Opcional) 223

Figura 22 Problema muestra 13. De una tolva cae
arena a razén de dM/dt sobre una banda transportadora
que se mueve a velocidad constante v en el marco de
referencia del laboratorio. La fuerza necesaria para
mantener a la banda moviéndose a velocidad constante
es v dM/dt. La tolva esta en reposo en el marco de
referencia del laboratorio.

externas, incluyendo la gravedad y la resistencia del aire, ¢cual
seria la velocidad del cohete durante la combustion?

Solucion (a) El empuje F es el Gltimo término de la ecua-
cion 43,0 sea

dMm
dt

Notese que inicialmente, cuando los tanques de combustible
estan llenos, lafuerza neta hacia arriba que actia sobre el cohete
(despreciando laresistencia del aire) es el empuje menos el peso
inicial Mg, o sea 88,600 N. En el momento antes de la combus-
tion la fuerza neta hacia arriba es el empuje menos el peso final,
0 1.78 x IffN.

(b) De la ecuacion 46, podemos hallar la velocidad durante
la combustion:

(1520 m/sX146 kg/s) = 2.22 X 105N.

i MO- mb\
Vf=-Vn, In\ MO )
~ 13,600 kg - 9100 kg

= -(1520 m/s) In 1680 m/s.

13600ky ) -

Si las fuerzas externas de la gravedad y de la resistencia del aire
fueran tomadas en cuenta, la velocidad final seria menor.

Problema muestra 13 De una tolva estacionaria cae arena a
razén de dM/dt sobre una banda transportadora que se mueve a
velocidad u en el marco de referencia del laboratorio, como en
la figura 22. ; Qué potencia se necesita para mantener a la banda
moviéndose a la velocidad u?

Solucion  La figura 20 describe esta situacion, con el sistema
S representando a la banda méas la arena acumulada y AM
representando a la arena adicional que cae sobre la banda. El
sistema S*incluye a la banda y a toda la provision de arena en
la tolva. Tomamos como nuestro objeto (sistema S) a la banda
(incluida la arena) de masa variable M, y por la ecuacion 41
debemos asentar que dv/dt = 0, porque la velocidad de la banda
es constante, y u = 0, porque la arena, al caer, no tiene velocidad
horizontal en nuestro marco de referencia. Obtenemos

Fer - vd(sYl .

En este ejemplo, dM/dt es positiva porque el sistema esta
ganando masa con el tiempo. De aqui que, como es de esperarse,
la fuerza externa necesaria debe apuntar en la direccion en que
se mueve la banda. Nétese que la masa de la propia banda fio
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interviene en el problema, porque hemos supuesto que la banda
se mueve a velocidad constante.
La potencia suministrada por la fuerza externa es

( dM\ , (dM)
F- ~ T'Vsr)~' kw)nm
Puesto que v es una constante, podemos plantear esto como
_d(Mv2 _~d dK

P —meedlte—- 2 J t (W V) = 2 -di-

Esto nos dice que la potencia externa necesaria para mantener
a la banda en movimiento es el doble de la cantidad en que esta
aumentando la energia cinética del sistema; notese que no
necesitamos considerar la energia cinética de la propia banda
porque su velocidad es constante, y, por lo tanto, su energia
cinética no cambia.

Esta claro que la energia mecénica no se conserva en este
caso. Sélo la mitad del trabajo efectuado por el motor que
impulsa a la banda aparece como energia mecanica del sistema.
¢A donde fue la otra mitad? Para responder a esta pregunta,
apliquemos la conservacion de la energia, ecuacion 30, a un
elemento pequefio de masa dM que cae sobre la banda. Supo-
nemos que cae desde una altura suficientemente pequefia para
que su cambio en energia potencial pueda ser despreciado. En
el intervalo de tiempo dt que le toma a dM comenzar a moverse

PREGUNTAS

1. ¢Esta el centro de masa de un objeto solido necesariamen-
te dentro del objeto? Si no, dé un ejemplo.

2. Lafigura 23 muestra (a) un prisma triangular isésceles y
(b) un cono circular recto cuyo didmetro tiene la misma
longitud que la base del triangulo. El centro de masa del
triangulo esta a un tercio arriba de la base, pero el del cono
estd a sdlo un cuarto. ¢Puede usted explicar la diferencia?

Figura 23 Pregunta 2.

3. ¢Como se relaciona el concepto de centro de masa con el
concepto de centro geogréafico de un pais? ¢Con el centro
de poblacion de un pais? ¢Qué puede ustedjjconcluir del
hecho de que el centro geografico difiera del centro de
poblacion?

4. :Doénde estael centrode masade laatmdsferade la Tierra?

5. Un aficionado a la escultura decide modelar un péajaro
(Fig. 24). Por fortuna, el modelo final puede en realidad
mantenerse enhiesto. El modelo estd formado de una

con la velocidad de la banda, el trabajo efectuado por la fuente
externa es dW = Pg,dt = u2IM. El cambio en la energia cinética
de este elemento de masa es + '-(dM)u] Aplicando la ecua-
cion 30 nos da, entonces,

ALit= v2dM —i(dM)v2= &dM)v2

La energia interna del sistema aumenta en la misma cantidad
que la energia cinética. Entonces la mitad de la potencia que
entra va a la energia cinética de la arena en movimiento,
mientras que la otra mitad termina como energia interna de la
arena y la banda (resultando, quizas, de la friccién que existe
entre la arena y la banda después de que la arena haya caido
pero antes de que se mueva a la velocidad de la banda).

Este problema muestra ofrece el ejemplo de una fuerza ejer-
cida con un cambio de masa, siendo la velocidad constante. Es
también posible que la velocidad de un sistema de masa variable
disminuya como resultado de la masa afiadida al sistema, invir-
tiendo, en efecto, la operacion de un cohete.* B

* \Véase, por ejemplo, “The Falling Raindrop: Variations on a
Theme of Newton”, por K. S. Krane, American Journal of
Physics, febrero de 1981, pag. 113.)

Figura 24 Pregunta 5.

simple lamina gruesa de metal de espesor uniforme. De
los puntos mostrados, ¢cual es mas probable que sea el
centro de masa?

6. Hay quien sostiene que cuando un saltador de altura
experimentado salva la barra, el centro de masa del atleta
esta realmente abajo de la barra. ¢Es esto posible?

7. Una bailarina de ballet que ejecuta un grand jeté (gran
brinco; véase la Fig. 25) parece flotar horizontalmente
en la parte central de su brinco. Demuestre como puede
la bailarina maniobrar sus piernas durante el brinco de
modo que, aunque el centro de masa siga en realidad
la trayectoria parabdlica esperada, su cabeza se mueva
mas o menos horizontalmente. (Véase “The Physics of
Dance”, por Kenneth Laws, Physics Today, febrero de
1985, pag. 24.)

8. Un objeto ligero y un objeto pesado tienen energias ciné-
ticas de traslacion iguales. ;Cual tiene el impetu mas
grande?



Figura 25 Pregunta 7.

9.

10.

1.

12,

13.

14.

15.

16.

Un péjaro estd en una jaula de alambre que cuelga de
una bascula de resorte. ¢Es la lectura de la bascula, cuando
el pajaro esta volando, mayor, menor, o la misma que
cuando el pajaro esta quieto sobre lajaula?

¢Puede un bote de vela propulsarse por el aire de un
ventilador que esté unido al bote y soplando en las velas?
Explique su respuesta.

¢Puede un cuerpo tener energia sin que tenga impetu?
Explique. ¢Puede un cuerpo tener impetu sin que tenga
energia? Expliquelo.

Un canoero que esta en un lago tranquilo puede alcanzar
la orilla tirando bruscamente de la cuerda unida a la proa
de la canoa. ;Coémo explicaria usted esto? (En realidad,
esto es posible.)

¢Como podria una persona que esta sentada y en reposo
sobre una superficie horizontal sin friccion salirse de esa
superficie?

Un hombre esta de pie y quieto sobre una gran lamina de
hielo resbaladizo; en su mano sostiene un petardo encen-
dido. Arroja el petardo al aire a un cierto angulo (es
decir, no verticalmente). Describa brevemente, pero lo
mas exacto posible, el movimiento del centro de masa del
petardo y el movimiento del centro de masa del sistema
consistente en hombre y petardo. Conviene describir cada
movimiento durante cada uno de los periodos siguientes:
(@) después de haber arrojado el petardo, pero antes de que
explote; (b) entre la explosidny el primer trozo del petardo
que caiga sobre el hielo; (c) entre el primer fragmento que
caiga al hielo y el Gltimo fragmento al caer, y (d) durante
el tiempo en que todos los fragmentos han caido pero
ninguno ha llegado al hielo.

Justifique que la afirmacion siguiente: “La ley de conserva-
cion del impetu lineal, aplicada a una particula aislada, es
equivalente a la primera ley del movimiento de Newton.”
Usted arroja un cubo de hielo a una velocidad v dentro de
un espacio caliente, con vacio y carente de gravedad. El
cubo se funde gradualmente convirtiéndose en liquido y
luego hierve para convertirse en vapor de agua. (a) ¢Es el
cubo un sistema de particulas en todo momento? (b) Si es

17.

18.

19.

20,

21

22.

23

24,

25.

26

27.
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asi, ¢es el mismo sistema de particulas? (c) ¢Sufre el
movimiento del centro de masa algun cambio abrupto? (d)
¢Cambia el impetu lineal total?

Una particula de masa m =0 (un neutrino, posiblemente)
transporta un impetu. ;Coémo puede ser esto asi a la vista
de la ecuacion 22, en la cual vemos que el impetu es
directamente proporcional a la masa?

Si s6lo una fuerza externa puede cambiar el estado de
movimiento del centro de masa de un cuerpo, ¢cémo
sucede que la fuerza interna de los frenos puede llevar a
un automovil al reposo?

Decimos que un automavil no es acelerado por fuerzas
internas sino mas bien por la fuerzas externas que actGian
sobre él por la carretera. ¢Por qué necesita el motor un
automovil?

¢Puede el trabajo efectuado por fuerzas internas disminuir
la energia cinética de un cuerpo? ... ¢aumentarlo?

(a) Si usted efectia trabajo sobre un sistema, ¢adquiere el
sistema necesariamente energia cinética? (b) Si el sistema
adquiere energia cinética, ¢significa esto necesariamente
que algin agente externo efectud trabajo sobre élI? Dé
ejemplos. (Por “energia cinética” nos referimos aqui a la
energia cinética media asociada con el movimiento del
centro de masa.)

En el problema muestra 9 vimos un ejemplo (un patina-
dor) en el que existia energia cinética pero no se efectuaba
ningln trabajo externo. Consideremos el caso contrario.
Un desarmador se mantiene con fuerza contra una rueda
amoladora que esta girando. Aqui se efectla trabajo ex-
terno pero la energia cinética del desarmador no cambia.
Explique esta aparente contradiccion.

¢Puede usted pensar en sistemas de masa variable distintos
de los ejemplos dados en el texto?

Como ya dijimos en el texto, no podemos usar la ecuacion
F,,t = d(M\)/dt para un sistema de masa variable. Para
demostrar esto (a) exprese la ecuacion en la forma (Fed -
M dv/dt)/(dM/dt) = vy (b) demuestre que un lado de esta
ecuacion tiene el mismo valor en todos los marcos iner-
ciales, mientras que el otro lado no lo tiene. De aqui que
la ecuacién generalmente no pueda ser valida, (c) De-
muestre que la ecuacion 42 no conduce a tal contradiccion.
En 1920 un periddico destacado publicé el editorial si-
guiente acerca de los experimentos pioneros con cohetes
de Robert H. Goddard, desechando la idea de que uii
cohete pudiera funcionar en el vacio: “Ese profesor Godr
dard, con su ‘catedra’en el Clark College y el favoritismo
de la Smithsonian Institution, no conoce la relacion de la
accion alareaccion, ni tiene idea de la necesidad de poseer
algo mejor que un vacio contra el cual reaccionar, cosa
que seria absurda. Claro que a todas luces parece carecer
del conocimiento que se da diariamente de cajon en cual-
quier secundaria.” ;Qué esta mal en este argumento?

La velocidad final de la tltima fase de un cohete de fases
multiples es mucho mayor que la velocidad final de un
cohete de una sola fase de igual masa total e igual dotacion
de combustible. Explique este hecho.

¢Puede un cohete alcanzar una velocidad mayor que la
velocidad de los gases de escape que lo impulsan? Expli-
gue por qué o por qué no.
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28.

29.
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¢Existe algun otro método de propulsion en el espacio
exterior que no sean los cohetes? De ser asi, ¢de qué se
trata, y por qué no se usa?

La ecuacion 46 sugiere que la velocidad de un cohete
puede aumentar sin limite si se quema el suficiente com-
bustible. ¢Es esto razonable? ;Cual es el limite de apli-

PROBLEMAS

Seccion 9-1 Sistemas de dosparticulas

1

(@) Resuelva la ecuacion 4 para x, y la ecuacion 5 para vj,
y sustituya ambos resultadosjunto con la ecuacion 3en la
ecuacion 2 para obtener

mjicdt=ku>+ti("y,

donde u =Mx2- Mxan mtL y fJ=mjnJM. (b) Demuestre
que este resultado puede resolverse para u(t) usando las
técnicas presentadas en la seccion 8-4 para dar

u(t) = mldieos cat,

donde @>=///M (0 Resuelva parax,(t), xat), v,(r), y vXi).
Este problema demuestra que las ecuaciones del centro de
masa nos permiten resolver para los movimientos de ml
y m2en la situacion mostrada en la figura 1.

Seccidn 9-2 Sistemas de muchas particulas

2.

¢Donde esta el centro de masa de las tres particulas mos-
tradas en la figura 26?

~if $ 4kg

Figura 26 Problema 2.

3.

¢Qué tan lejos esta el centro de masa del sistema Tierra-
Luna del centro de la Tierra? (Del apéndice C obtenga las
masas de la Tierra y de la Luna, y la distancia entre los

.centros de ellas. Es interesante comparar la respuesta con

el radio de la Tierra.)

cabilidad de la ecuacion 46? ¢En qué paso, en la deriva-
cion de la ecuacion 46, introdujimos este limite? (Véase
“The Equation of Motion for Relativistic Particles and
Systems with Variable Rest Mass”, por Kalman B. Pome-
ranz, American Journal of Physics, diciembre de 1964,
pag. 955.)

. Demuestre que la razén entre las distancias xj y x2de dos

particulas respecto a su centro de masa es la razdn inversa
de sus masas, esto es, xjx2=mjm,.

. Un Chrysler con una masa de 2210 kg se esta moviendo a

lo largo de un tramo recto de carretera a 105 km/h. Es
seguido por un Ford de 2080 kg de masa que se mueve a
43.5 km/h. ;Qué velocidad tiene el centro de masa de los
dos carros en movimiento?

. Dos patinadores, uno con 65 kg de masay el otro con 42 kg

de masa, estan de pie en una pista de hielo sosteniendo una
pértiga de 9.7 m de longitud y de masa despreciable.
Comenzando desde los extremos de la pértiga, los patina-
dores se jalan a si mismos a lo largo de la pértiga hasta
que se encuentran. ¢Qué distancia recorrera el patinador
de 42 kg?

. Un hombre de masa til se halla asido a una escalera de

cuerda suspendida de un globo de masa M; véase la
figura 27. El globo se halla estatico respecto al terreno, (a)
Si el hombre comienza a trepar por la escalera a una
velocidad v (con respecto a la escalera), ;en qué direccion
y a qué velocidad (respecto a la Tierra) se movera el
globo? (b) ¢Cudl es el estado de movimiento después de
que el hombre deja de trepar?

. Dos particulas P y Q estan inicialmente en reposo y

separadas por una distancia 1.64 m. P tiene una masa de

Figura 27 Problema 7.



1.43kgy Qunamasa de 4.29 kg. P y Q se atraen entre si
con una constante de fuerza de 1.79 x 10'2N. No actlan
sobre el sistema fuerzas externas. (a) Describa el movi-
miento del centro de masa. (b) ¢A qué distancia de la
posicion original de P chocan las particulas?

Un cafion y un aprovisionamiento de balas de cafion estan
dentro de un carro de ferrocarril sellado de longitud L,
como se muestra en la figura 28. El cafién dispara hacia la
derecha; el carro recula hacia la izquierda. Las balas de
cafion permanecen en el carro después de chocar contra la
pared mas alejada, (a) Después de que hayan sido dispa-
radas todas las balas, ¢cual es la distancia mas grande a la
que puede moverse el carro a partir de su posicion origi-
nal? (b) ¢Cual es la velocidad del carro después de que
todas las balas han sido disparadas?

Figura 28 Problema 9.

10. En una molécula de amoniaco (NH3, los tres atomos

de hidrogeno (H) forman un triangulo equilétero, siendo
ladistancia entre los centros de los &tomos 16.28 * 10'“ m,
de modo que el centro del triangulo estaa 9.40 x 10"u m de
cada tomo de hidrégeno. El &tomo de nitrégeno (N) esta
en la cispide de la piramide, estando la base constituida
por los tres atomos de hidrogeno (véase la Fig. 29). La
distancia nitrégeno-hidrogeno es de 10.14 x 10 my la
relacién de masa atdmica nitrégeno/hidrogeno es 13.9.
Localice el centro de masa con relacion al atomo de
nitrogeno.

Figura29 Problema 10.

11. Dos cuerpos, cada uno hecho con juego de pesas, estan

unidos por un cordodn ligero que pasa por una polea ligera,
sin friccion, un didmetro de 56.0 mm. Los dos cuerpos
estan al mismo nivel. Cada uno tiene originalmente una
masa de 850 g. (a) Ubique su centro de masa, (ti) Se
transfieren 34 g de un cuerpo al otro, pero se impide que
los cuerpos se muevan. Localice el centro de masa, (c)
Ahora los dos cuerpos se dejan caer. Describa el movi-
miento del centro de masa y determine su aceleracion.

12.

13.

Problemas 227

Se dispara una bala de un arma a una velocidad de salida
de 466 m/s, a un angulo de 57.4° con la horizontal. En la
parte mas alta de la trayectoria, la bala explota en dos
fragmentos de igual masa. Uno de los fragmentos, cuya
velocidad inmediatamente después de la explosion es
cero, cae verticalmente. ;A qué distancia del cafion cae el
otro fragmento, suponiendo un terreno llano?

Una cadena flexible, uniforme, de longitud L, con un peso
por unidad de longitud A pasa sobre una clavija pequefia,
sin friccién; véase la figura 30. Se deja caer desde una
posicién de reposo de modo que una longitud de cadenax
cuelga de un lado, y una longitud L - x cuelga del otro
lado. Halle la aceleracion a en funcion de x.

Figura 30 Problema 13.

14.

15.

16.

Un perro que pesa 10.8 Ib esta parado sobre un bote de
fondo plano de modo tal que el animal se encuentra a
21.4ftde laorilla. Camina 8.50 ft por el bote hacia la orilla
y luego se detiene. El bote pesa 46.4 Ib, y podemos
suponer que no existe friccion entre el bote y el agua. (A
qué distancia est4 el perro de la orilla al final de este
tiempo? (Sugerencia: El centro de masa del bote +el perro
no se mueve. ¢(Por qué?). También hay orilla hacia la
izquierda en la figura 31.

Ricardo, que tiene una masa de 78.4 kg, y Judith, quien
pesa menos, se divierten al anochecer en un lago dentro
de una canoa de 31.6 kg. Cuando la canoa esta en reposo
en aguas tranquilas, intercambian asientos, los cuales se
hallan separados a una distancia de 2.93 m y simétrica-
mente situados con respecto al centro de la canoa. Ricardo
observa que la canoa se movi6 41.2 cm con relacién a un
tronco sumergido y calcula la masa de Judith. ¢Cuél es
esta masa?

Una persona de 84.4 kg esta parada en la parte poste-
rior de un trineo de vela que se mueve sobre el hielo; el
trineo pesa 425 kg y avanza a 4.16 m/s por el hielo, que
puede considerarse sin friccion. Decide caminar hacia
el frente del bote, de 18.2 m de longitud y lo hace a
una velocidad de 2.08 m/s respecto al bote. ;Qué distan-
cia recorrio el bote sobre el hielo mientras él estuvo cami-
nando?
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Figura 31 Problema 14.

Seccidn 9-3 Centro de masa de objetos solidos

17. Tres varillas delgadas, cada una de longitud L, estan dis-
puestas en forma de U invertida, como se muestra en la
figura 32. Cada una de las dos varillas que estan en los
brazos de la U tienen una masa M,; la tercera varilla tiene
una masa de 3M. ;Donde esta el centro de masa del
conjunto?

Figura 32 Problema 17.

18. La figura 33 muestra una placa compuesta con dimen-
siones de 22.0 cm x 13.0 cm x 2.80 cm. La mitad de la
placa esta hecha de aluminio (densidad = 2.70 g/lcm3 y
la mitad de hierro (densidad =7.85 g/cm3, como se mues-
tra. ¢D6nde esta el centro de masa de la placa?

Figura 33 Problema 18.

19. Una caja, abierta por arriba, que tiene la forma de un cubo
de 40 cm de lado esta construida de ldmina de metal. Halle

Figura 34 Problema 19.

las coordenadas del centro de masa de la caja respecto al
sistema de coordenadas que se muestra en la figura 34.

20. Un tanque de almacenamiento cilindrico esta inicialmente
lleno de aerogasolina. El tanque se vacia luego mediante
una valvula situada en el fondo; véase la figura 35. (a)
Describa cualitativamente el movimiento del centro de
masa del tanque y del contenido restante mientras se
extrae la gasolina. (b) ¢Cudl es la profundidad x a la
cual esta lleno el tanque cuando el centro de masa del
tanque y del contenido restante alcanza su punto mas
bajo? Exprese la respuesta en términos de H, la altura
del tanque; M, su masa, y m, la masa de la gasolina que
cabe en él.

Figura 35 Problema 20.

21. Halle el centro de masa de una placa semicircular homo-
génea, siendo R el radio del circulo.

Seccién 9-4 impetu lineal de unaparticula

22. ¢A qué velocidad debe avanzar un Volkswagen de 816
kg (a) para tener el mismo impetu que un Cadillac de
2650 kg que va a 16.0 km/h y (b) para tener la misma
energia cinética? (c) Haga los mismos célculos acerca
de un camion de 9080 kg en lugar del Cadillac.

23. Un cami6n de 2000 kg que viaja hacia el norte a razon de
40.0km/h da la vuelta hacia el este y acelera hasta los
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50.0 km/h. (a) ¢Cual es el cambio en la energia cinética
del camidn? (b) ¢Cual es la magnitud y la direccion del
cambio de impetu del camion?

Un objeto de 4.88 kg a una velocidad de 31.4 m/s golpea
una placa de acero a un angulo de 42.0° y rebota a igual
velocidad y angulo (Fig. 36). ¢Cual es el cambio (magni-
tud y direccion) del impetu lineal del objeto?

Figura 36 Problema 24.

25.

26.

27.

28.

Una pelota de 52.4 g es arrojada desde el suelo al aire, a
una velocidad inicial de 16.3 m/s'y a un angulo de 27.4°
sobre la horizontal, (a) ¢Cuales son los valores de la
energia cinética de la pelota inicialmente y en el momento
antes de que toque el suelo? (b) Halle los valores corres-
pondientes del impetu (magnitud y direccion) y del cam-
bio de impetu, (c) Demuestre que el cambio de impetu es
igual al peso de la pelota multiplicado por el tiempo de
vuelo, y de alli halle el tiempo de vuelo.

Una particula de masa m tiene un impetu lineal p igual a
me. ¢Cual es su velocidad en funcién de ¢, la velocidad de
la luz?

Demuestre que la ecuacion 23 se reduce a la ecuacion 21
para velocidades v « c. Sugerencia: Demuestre que la
ecuacion 23 puede expresarse asi:

K=me2(-= == —1V
Wi —v2c2  /

Un electrén tiene una velocidad de 0.990c. (a) Halle su
impetu lineal, en kg *m/s. (b) Exprese este impetu en las
unidades MeV/c.

Seccion 9-6 Conservacion del impetu lineal

29.

30.

3L

Una persona de 195 Ib que esta de pie sobre una superficie
de friccion despreciable patea hacia adelante una pie-
dra de 0.158 Ib que estd a sus pies de modo que ésta
adquiere una velocidad de 12.7 ft/s. ;Qué velocidad ad-
quiere la persona como resultado?

Un hombre de 75.2 kg esta subido a un carro de 38.6 kg
que estd enmarchaauna velocidad de 2.33 m/s. El hombre
salta del carro de modo que toca el suelo a una velocidad
horizontal de cero. Halle el cambio resultante en la velo-
cidad del carro.

Una plataforma de ferrocarril de peso W puede rodar sin
friccion alo largo de una via horizontal recta. Inicialmente
un hombre de peso westa parado sobre la plataforma que
avanza hacia la derecha a velocidad uQ ¢ Cual es el cambio
en la velocidad de la plataforma si el hombre corre hacia

Problemas 229

Figura 37 Problema 31."

32.

33.

34.

35.

36.

37.

la izquierda (Fig. 37), de modo que su velocidad con
relacion a la plataforma es de vid en el momento antes de
que salte hacia afuera en el extremo izquierdo?

El trineo de un cohete con una masa de 2870 kg se mueve
a razén de 252 m/s sobre unos rieles. En cierto punto, un
canjilon del trineo se hunde en un deposito de agua situado
entre los rieles y saca agua para echarla dentro de un
tanque vacio del trineo. Determine la velocidad del trineo
después de que el tanque se ha llenado con 917 kg de agua.

La ametralladora especial de un guardabosque dispara al
minuto 220balas de hule de 12.6 g de peso a una velocidad
de salida de 975 m/s. ¢ Cuantas balas debe disparar contra
un animal de 84.7 kg que carga hacia el guardabosque a
3.87 m/s con objeto de detener al animal en su marcha?
(Suponga que las balas viajan horizontalmente y caen al
suelo después de dar en el blanco.)

Un vehiculo espacial viaja a 3860 km/h con respecto a la
Tierra cuando el motor vacio del cohete se desprende y es
enviado de regreso a una velocidad de 125 km/h con
respecto al modulo de mando. La masa del motor es el
cuadruple de la masa del médulo. ¢Cuél es la velocidad
del médulo de mando después de la separacién?

La Ultima fase de un cohete viaja a una velocidad de
7600 m/s. Esta Gltima fase estd hecha de dos partes aco-
pladas entre si, que comprenden, una caja del cohete con
una masa de 290.0 kg y una capsula de carga Gtil con una
masa de 150.0 kg. Cuando se sueltan las grapas que unen
a las dos partes, un resorte comprimido hace que éstas se
separen auna velocidad relativa de 910.0 m/s. (a) ¢Cudles
son las velocidades de las dos partes después de que se han
separado? Suponga que todas las velocidades son a lo
largo de la misma linea. (b) Halle la energia cinética total
de las dos partes antes y después de haberse separado y
explique la diferencia, si la hay.

Una vasija en reposo explota, rompiéndose en tres partes.
Dos partes, una con el doble de masa de la otra, se
desprenden, de modo que una es perpendicular a la otra,
a la misma velocidad de 31.4 m/s. La tercera parte tiene
el triple de masa de la parte mas liviana. Halle la magnitud
y la direccion de su velocidad inmediatamente después de
la explosion. (Especifique la direccion dando el angulo
desde la linea de recorrido de la parte menos pesada.)

Un nicleo radiactivo, inicialmente en reposo, se desinte-
gra emitiendo un electrdn y un neutrino en angulos rectos
entre si. El impetu del electrén es de 1.2 * 10'2kg *m/s y
el del neutrino es de 6.4 * 10'3kg *m/s. (a) Halle la
direccion y la magnitud del impetu del nicleo al recular.
(b) La masa del nicleo residual es de 5.8 * 106kg. ;Cudl
es su energia cinetica de reculada? El neutrino es una de
las particulas fundamentales de la naturaleza.
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39.
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Un carro-plataforma de ferrocarril de 1930 kg, que puede
moverse sobre los rieles virtualmente sin friccion, esta
detenido sin movimiento cerca de una plataforma de la
estacion. Un jugador de futbol de 108 kg corre a lo largo
de la plataforma paralelamente a las vias a razén de
9.74m/s. El jugador salta sobre la parte trasera del carro-
plataforma. (a) ¢Cual es la velocidad del carro-plataforma
después de que el jugador esta a bordo y en reposo sobre
él? (b) Ahora el jugador comienza a caminar, a razon de
0.520 m/s con relacién al carro-plataforma, hacia el frente
del carro. ¢Cudl es la velocidad del carro-plataforma al
caminar el jugador?

Una bala de 3.54 g se dispara horizontalmente contra
dos bloques que descansan sobre una mesa sin friccion,
como se muestra en la figura 38a. La bala atraviesa el
primer blogue, que tiene una masa de 1.22 kg y se empotra
en el segundo, que tiene una masa de 1.78 kg. Al hacerlo,
se imprimen en los blogues velocidades de 0.630 m/s y
1.48 m/s, respectivamente, como se muestra en la figu-
ra 38b. Despreciando la masa extraida del primer bloque
por la bala, halle (a) la velocidad de la bala inmedia-
tamente después de salir del primer bloque y (b) la velo-
cidad original de la bala.

1.22 kg 178ky

@ o~

0.630 m/s 1.48 m/s

ib)

Figura 38 Problema 39.

40.

41.

42.

Un cuerpo de 8.0 kg de masa avanza a 2.0 m/s sin la
influencia de fuerza externa alguna. En cierto instante
ocurre una explosion interna, que divide al cuerpo en dos
trozos de 4.0 kg de masa cada uno; la explosion transmite
al sistema de dos trozos una energia cinética de traslacion
de 16 J. Ninguno de los trozos abandona la linea de
movimiento original. Determine la velocidad y la direc-
cion del movimiento de cada uno de los trozos después de
la explosion.

Supdngase que el carro del problema 31 esta inicialmente
en reposo Yy sostiene a n personas de peso w cada una. Si
cada persona corre sucesivamente a una velocidad relativa
vl y salta desde el extremo del carro, ¢imprimen en al
carro una velocidad mayor que si todos corrieran y salta-
ran al mismo tiempo?

Un cafién de 1400 kg que dispara un proyectil de 70.0 kg
a una velocidad de salida de 556 m/s se halla fijo a un
angulo de elevacion de 39.0° sobre la horizontal. El cafién
estd montado sobre rieles sin friccion, con el fin de que
pueda recular libremente, (a) ¢Cuél es la velocidad del
proyectil respecto a la Tierra? (b) ¢A qué angulo con
respecto al terreno es lanzado el proyectil? (Sugerencia:

43.

La componente horizontal del impetu del sistema perma-
nece sin cambio al disparar el arma.)

Un blogue de masa m reposa sobre una cufia de masa M
la cual, a su vez, descansa sobre una mesa horizontal,
como se muestra en la Fig. 39. Todas las superficies
carecen de friccién. Si el sistema parte del reposo estando
el punto P del bloque a una distancia h sobre la mesa, halle
la velocidad de la cufia en el instante en que el punto P
toca la mesa.

Figura 39 Problema 43.

Seccién 9-7 Trabajoy energia en un sistema de particulas

44,

45,

46.

47.

48.

Un automdvil con pasajeros tiene un peso de 3680 Ib
(= 16,400 N) y se mueve a 70.0 mi/h (=113 km/h) cuando
el conductor frena hasta el alto. La carretera ejerce una
fuerza de 1850 Ib (= 8230 N) sobre las ruedas y éstas no
patinan. Calcule la distancia a la que se detiene.

Usted se agacha desde una posicion erecta, bajando su
centro de masa 18.0 cm durante el proceso. Luego salta
verticalmente en el aire. La fuerza que el suelo ejerce
sobre usted cuando salta es el triple de su peso. ¢Cudl es
su velocidad hacia arriba cuando después de la posicién
erecta se separa del suelo?

Unamujer de 55.0 kg brinca verticalmente en el aire desde
una posicion en cuclillas en que su centro de masa esta a
40.0cm sobre el suelo. Cuando sus pies dejan el suelo su
centro de masa esta a 90.0 cm sobre el suelo y se eleva a
120 cm cuando alcanza la parte méas alta de su brinco, (a)
¢Qué fuerza hacia arriba, supuesta constante, ejerce el
suelo sobre ella? (b) ¢Qué velocidad méxima alcanza?
Un jugador de hockey sobre hielo, de 116 kg, patina a
razon de 3.24 m/s hacia un barandal situado al extremo de
la pista y se detiene asiendo el barandal con los brazos
extendidos. Durante este proceso de detencion su centro
de masa se mueve 34.0 cm hacia el barandal, (a) Halle la
fuerza promedio que debe ejercer sobre el barandal, (ti)
¢Cuanta energia interna pierde?

La National Transportation Safety Boar6 (Oficina Nacio-
nal para la Seguridad en el Transporte) esta probando la
eficiencia en el choque de un auto nuevo. El vehiculo de
2340 kg se dirige a 12.6 km/h contra un parapeto. Durante
el impacto, el centro de masa del auto se mueve hacia
adelante 64.0 cm; el parapeto se comprime 8.30 cm.
Desprecie la friccion entre el auto y la carretera, (a) Halle
la fuerza, supuesta constante, ejercida por el parapeto
sobre el auto, (b) ¢En cuanto aumenta la energia interna
del auto?
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Midamos la energia total de un sistema de N particulas en
un marco de referencia arbitrario, de modo que K = L
iz-mlvj. En el marco de referencia del centro de masa, las
velocidades son v =vj - vdll, donde vimes la velocidad del
centro de masa con relacion al marco de referencia origi-
nal. Recordando que v] =v, *v,, demuestre que la energia
cinética puede expresarse asi:

K=KIM+ Kan

donde Kl =Ejmju'2y Kaj=-™ viw. Esto demuestra que
la energia cinética de un sistema de particulas puede
dividirse en un término interno y un término del centro de
masa, como apuntabamos en la seccién 9-7. La energia
cinética interna se mide en un marco de referencia en el
cual el centro de masa estd en reposo; ,por ejemplo, los
movimientos al azar de las moléculas de gas en un reci-
piente en reposo son responsables de su energia cinética
de traslacién interna.

Seccién 9-8 Sistemas de masa variable

50.

51.

52.

53.

4.

55.

Un cohete en reposo en el espacio, donde no existe vir-
tualmente gravedad, tiene una masa de 2.55 x 105kg, de
los cuales 1.81 * 103kg son de combustible. EI motor
consume combustible a razén de 480 kg/s, y la velocidad
de eyeccion es de 3.27 km/s. El motor se enciende durante
250ss. (a) Halle el empuje del motor del cohete. (b) ¢Cual
es lamasa del cohete después de la combustion del motor?
(c) ¢Cudl es la velocidad final alcanzada?

Consideremos un cohete en reposo en el espacio vacio.
¢Cuadl debe ser la razén de masa (razén de la masa inicial
a la masa final) con objeto de que, después de haberse
encendido el motor, la velocidad del cohete sea (a) igual
ala velocidad de los gases expulsados y (b) igual al doble
de la velocidad de los gases expulsados?

Durante una mision lunar es necesario hacer una correc-
cion amedio camino de 22.6 m/s en la velocidad de la nave
espacial, lacual se mueve arazén de 388 m/s. La velocidad
de los gases de escape del motor del cohete es de 1230 my/s.
¢Qué fraccion de la masa inicial de la nave espacial debe
ser lanzada como gases de escape?

Un cohete de 1.11 x 105kg de masa total, de los cuales
8.70x 10" kg son de combustible, va a ser disparado

verticalmente. El combustible se quemara en una cantidad
constante de 820 kg/s. Con relacién al cohete, ;cudl es la
velocidad minima de los gases de escape que permite el
ascenso en el disparo?

Un tobogéan de 5.4 kg que transporta 35 kg de arena se
desliza desde el reposo por una pendiente helada de 93 m
de longitud, inclinada a 26° abajo de la horizontal. La
arena se fuga de la parte trasera del tobogéan a razén de
2.3 kg/s. ¢Cuanto tiempo le tomaré al tobogan alcanzar el
fondo de la pendiente?

Para mantener en movimiento una banda transportadora
cuando transporta equipaje se requiere una fuerza de im-
pulsion mayor que con la banda vacia. ¢Qué fuerza de
impulsién adicional se necesita si labanda se mueve auna
velocidad constante de 1.5 m/sy latasa a la cual se coloca
el equipaje en un extremo de labanda y se retira en el otro

56.

57.

58.
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extremo es de 20 kg/s? Supongase que el equipaje se deja
caer verticalmente sobre la banda; quienes retiran el equi-
paje lo sujetan y lo llevan al reposo con relacion a ellos
mismos antes de levantarlo de la banda.

Un carro de carga, abierto en la parte superior, que pesa
9.75tons métricas, corre a lo largo de una vianivelada con
friccion despreciable a razon de 1.36 m/s cuando comien-
za a llover fuertemente. Las gotas de lluvia caen vertical-
mente con respecto al suelo. ;Cual es la velocidad del
carro cuando ha reunido 0.50 tons métricas de lluvia?
¢Qué supuestos, en caso de haber alguno, debe usted
asumir para dar su respuesta?

Un cohete de 5860 kg se prepara para el disparo vertical.
La velocidad de los gases de escape es de 1.17 kmis.
¢ Cudnto gas por segundo debera ser expelido para propor-
cionar el empuje necesario (a) para superar el peso del
cohete y (b) para darle al cohete una aceleracion inicial
hacia arriba de 18.3 m/s2 Notese que, al contrario de la
situacion descrita en el problema muestra 12, la gravedad
estd presente aqui como una fuerza externa.

Dos barcazas largas avanzan en la misma direccion en
aguas tranquilas, una a velocidad de 9.65 km/hy la otra a
21.2 km/h. Cuando estan una junto a la otra, se traspalea
carbon desde la més lenta a la mas rapida a razén de
925 kg/min; véase la figura 40. ;Cuéanta fuerza adicional
debera abastecerse por los motores que impulsan a cada
barcaza si ninguna va a cambiar su velocidad? Supdngase
que el traspaleo se hace siempre perfectamente hacia el
lado y que las fuerzas de friccion entre las barcazas y
el agua no dependen del peso de las barcazas.

Figura 40 Problema 58.

59.

60.

Un avion de propulsion a chorro vuela a 184 m/s (= 604
ft/s). El motor absorbe 68.2 m3(= 2410 ft3 de aire, que
representa una masa de 70.2 kg (= 4.81 slugs) por segun-
do. El aire se emplea para quemar 2.92 kg (= 0.200 slug)
de combustible por segundo. La energia se emplea para
comprimir los productos de combustion y expulsarlos
en la parte posterior del motor a 497 m/s (= 1630 ft/s) en
relacién al avion. Halle (a) el empuje del motor a propul-
sion 'y (b) la potencia desarrollada (en hp).

Un cordon flexible, inextensible, de longitud L esta arro-
llado en un tubo liso, al cual esta bien aparejado. El tubo
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contiene una curva en angulo recto y esté& colocado en el
plano vertical de modo que un brazo es vertical y el otro
horizontal. Desde el comienzo, en t = 0, una longitud yO
del cordén cuelga suspendida del brazo vertical. El cordon
se suelta y se desliza a través del tubo, de modo que en
cualquier tiempo t posterior, se mueve a una velocidad
dy/dt. donde y(t) es la longitud del cordén que esta enton-
ces colgando verticalmente, (a) Explique en funcion del

problema de masa variable, v = 0, de modo que la
ecuacion del movimiento tiene la forma m d\/dt = Fex (b)
Demuestre que la ecuacion especifica del movimiento es
ify/dt2 = gy. (c) Demuestre que la conservacion de la
energia mecanica conduce a (dy/dtf - gy2=a constante,
Y que esto es consistente con (b). (d) Demuestre quey =
(¥0i2) +e"") es una solucién a la ecuacion del
movimiento [(sustituyendo en ()] y explique la solucion.





