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Grafos simples y subgrafos recubridores

Definiciéon 1.
Un grafo simple G consta de dos conjuntos:
@ un conjunto cuyos elementos se llaman vértices, y
@ una coleccion de pares de vértices que se llaman aristas.

Usaremos los simbolos V(G) y E(G) para denotar al conjunto de
vértices y de aristas de G, respectivamente.

A

Definicién 2.

Sea G un grafo simple. Un subgrafo de G es un grafo simple H
tal que V(H) C V(G) y E(H) C E(G). El subgrafo H de G es
recubridor si cumple que V(H) = V(G).

A

Diremos que v y w son vértices adyacentes en G si {v,w} es una
arista de G. El grado de un vértice v de G es la cantidad de

vértices adyacentes a v en G. 2/50
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Isomorfismo entre dos grafos simples

Definicion 3.
Dos grafos simples G y H son isomorfos si existe alguna funcién

biyectiva ¢ : V(G) — V(H) tal que v y w son adyacentes en G si
y sélo si o(v) y @(w) son adyacentes en H.

Probar que los grafos G y H son isomorfos. \
G H
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Grafos simples conexos

Definicion 4.

Sea n un entero positivo. El grafo camino de n vértices, que
denotamos P,, tiene como conjunto de vértices a {1,2,...,n} y
como conjunto de aristas a {{i,i+1}:i€ {1,2,...,n—1}}. Los
extremos del camino P, son sus vértices 1 y n.

A

Definicion 5.

Sea G un grafo simple. Dados dos vértices u y v, denotamos

u ~ v cuando existe algin subgrafo de G isomorfo a P, para algiin
entero positivo r cuyos extremos son u y v. La relaciéon ~ es de
equivalencia en V(G), y la cantidad de clases de equivalencia que
define se denota mediante k(G).

A

Definicion 6.

Un grafo simple G es conexo si k(G) = 1.
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Diametro de grafos simples conexos

Definicion 7.

Para cada entero positivo n definimos la longitud del grafo P,
como n— 1. Sea G es un grafo simple conexo y sean u y v son
vértices de G. La distancia entre u y v en G es la minima
longitud dentro de todos los caminos cuyos extremos son u y v, y
se denota dg(u, v).

Definicién 8.

Sea G un grafo finito simple conexo y no vacio. El diametro de G
es la maxima distancia entre todos los vértices de G.
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Arboles

Definicién 9.
Sea n un entero tal que n > 3. El grafo n-ciclo, que denotamos

C,, tiene exactamente n vértices {1,2,...,n} y su conjunto de
aristas es {{(i,i+ 1)} : i€ {1,2,...,n—1}} U {1, n}.

Diremos que un grafo simple no tiene ciclos si ninguno de sus
subgrafos es isomorfo a un n-ciclo.

Definicién 10.

Un arbol es un grafo simple conexo que no tiene ciclos.

Sea n un entero positivo. Cada arbol con n vértices tiene
exactamente n — 1 aristas.
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Una clase finita de grafos conexos

Definicion 11.
Sea n un entero positivo. El grafo completo de n vértices, que

denotamos K,,, consta de exactamente n vértices y ademas cada
par de Vértices es adyacente.

A

Definicion 12.

Sean n y m dos enteros positivos tales que n —1 < m < (3). Sea
Fn,m la coleccion de subgrafos recubridores simples y conexos de
K, con m aristas. Equipemos a Fp, m con la relacién de
isomorfismo, que es de equivalencia. El conjunto C,, , consta de
un miembro de cada clase de equivalencia de Fp .

A
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Grafos simples y conexos con 2 terminales

Definiciéon 13.
Un grafo simple conexo con 2 terminales es un grafo simple
conexo G que tiene dos vértices distinguidos, que son terminales.

V.

Definicion 14.

Si G y H son grafos simples y conexos con 2 terminales, diremos
que G y H son isomorfos si existe algtin isomorfismo ¢ entre los
grafos simples G y H que deja invariante el conjunto de terminales.)

Definicion 15.

Para cada par de enteros n y m tales quen>2yn—1<m< (3),
definimos la coleccién L, ., de subgrafos recubridores simples y
conexos de K, equipados con 2 terminales. El conjunto Tp m
consta de un miembro de cada clase de isomorfismo de L, m.

\.
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Construccion de grafos aleatorios

Vamos a construir, para cada grafo G en Cp, ,, y cada niimero real
p en [0, 1], una medida de probabilidad:

@ Definimos un subconjunto aleatorio de aristas E, de E(G)
como sigue. Cada arista de E(G) se incluye en E, en forma
independiente con probabilidad p.

@ Definimos el subgrafo recubridor aleatorio G, de G, cuyo
conjunto de vértices es V(G) y su conjunto de aristas es Ep.

Es posible construir una medida de probabilidad en Q = P(E)
extendiendo por aditividad finita a la probabilidad puntual P tal
que P(U) = plYI(1 — p)™~IYI para cada subconjunto U de E.
Dicha medida de probabilidad induce una medida de probabilidad
de grafos aleatorios recubridores G, de G.
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Confiabilidad de un grafo

Definiciéon 16 (Confiabilidad de un grafo [5]).

Para cada nidmero real p en [0,1] y cada grafo G en Cp m, la
confiabilidad de G evaluada en p es la probabilidad de que el
subgrafo aleatorio G, de G sea conexo, es decir, P(r(Gp) = 1).

Si denotamos Rg(p) a la confiabilidad de G evaluada en p y para
cada i € {0,1,..., m} denotamos n;(G) la cantidad de subgrafos
recubridores conexos de G con exactamente / aristas, entonces:

m

Re(p)= D m(G)p'(1—p)™ ",

i=n—1
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Separabilidad de un grafo con 2 terminales

Definicion 17 (Brown y Mol [4]).

Para cada ndmero real p en [0,1] y cada grafo G en T, , con
terminales s y t, la separabilidad de G evaluada en p, Sg(p), es
la probabilidad de que el subgrafo aleatorio G, de G tenga
exactamente 2 componentes conexas tales que una de ellas incluye

al terminal s y la otra incluye al terminal t, es decir,
SG(p) = ]P’(Gp = Gy U Gy, H(Gl) = K(Gz) =1, seG te Gz).

V

Un separador de G es un subconjunto U de E(G) tal que G — U
tiene dos componentes conexas, cada una de ellas con un terminal
de G. Paracada i€ {0,1,...,m}, sea Fi(G) la cantidad de
separadores de G con exactamente / aristas. Entonces:

Se(p) = Y- F(G)P™ (1~ pY.
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Grafos con dos terminales equivalentes

Definicion 18.
Dos grafos G y H en T, ,, son equivalentes si para todo niimero
real p en [0, 1] se cumple que Sg(p) = Su(p).

Para cada G en T, definimos F(G) = (F1(G), ..., Fm(G)).

Probar que los polinomios de Bernstein {b, i(x),i € {0,1,...,n}}
dados por by i(x) = (7)x'(1 — x)"~' definen una base del espacio
vectorial de polinomios de grado n o menos.

.

Observacion

Dos grafos Gy H en T, , son equivalentes si y sélo si
F(G) = F(H).

.
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Grafos localmente y uniformemente mas separables

Definicion 19 (Grafos localmente mas separables).

Sea G un grafo en Tp, m. Diremos que G es un grafo localmente
mas separable si existe algiin ndmero real positivo § tal que para
cada grafo H en T, , y cada p en (1 — 0,1) se cumple que
Sc(p) > Su(p).

Definiciéon 20 (Grafos uniformemente mas separables).

Sea G un grafo en T, . Diremos que G es un grafo
uniformemente mas separable si para cada grafo H en T, p, y
para cada p en [0, 1] se cumple que Sg(p) > SH(p).

Probar que, para cada n > 2, el grafo P, cuyos extremos son
terminales es uniformemente mds separable en Ty p_1.
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Grafo globo

i6n 21 (Petingi et al. [6]).

Consideremos los dos conjuntos de indices | e Iy:
I={(n,m)€Z?>:n>4 n<m< (g)},

lo={(n,m)€Z%: n>4, (n;1>+2§m§ (Z)}

Para cada (n, m) en | se define el grafo globo B, ,, como sigue:

@ Si(n,m) € Iy entonces By, ,, consiste en K,_1 y un vértice v
conectado a m — (";1) vértices de K_1.

® Si(n,m) = (4,4) entonces B, ,, es K3 y un vértice colgante.

@ En otro caso, B, m €s Bh_1,m—1 mas un vértice v colgante a
algtin vértice de grado minimo en B,_1 m_1.

A4 /50
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Ejemplo de grafo

By 15
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Contexto Histérico

Publicaciones

@ 1992: Brown y Colbourn [2] conjeturaron que para todo grafo
simple G se cumple que las raices del polinomio Rg(p) estan
contenidas en el disco complejo cerrado de radio 1.

@ 2004: Royle y Sokal [8] presentan contraejemplos a dicha
conjetura.

@ 2017: Brown y Mol [4] construyen nuevos contraejemplos. El
concepto de separabilidad de un grafo con 2 terminales es
esencial en su construccién.

@ 2023: Brown y McMullin [3] estudian la existencia de
multigrafos uniformemente mas separables. Mencionan que la
determinacion de grafos uniformemente mas separables en
cada una de las clases no vacias de grafos T, n es un
problema abierto de interés para explorar.
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Resultados principales

Definicion 22.

Para cada (n, m) en | definimos el globo con terminales G, ,, en
Th,m como el grafo B, n, equipado con dos terminales s y t cuya
distancia alcanza el diametro de B, .

A

Teorema 1 (Grafos localmente mas separables).

Para cada (n,m) en I, sea G, m el conjunto que consiste en todos
los grafos localmente mds separables en T, ,,. Entonces,
Gom={H:HE Tpm, F(H) = F(Gym)}

A

Teorema 2 (Grafos uniformemente mas separables).

Para cada par de enteros n y m tales que n > 7 y
n<m< (”§3) + 3, no existe ningtin grafo uniformemente mds
separable en T, .
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Tres problemas de optimizacion combinatoria

Sea G un grafo en Cp, .

@ Un puente de G es una arista e de G tal que G — e es no
conexo. Sea b(G) la cantidad de puentes de G.

@ La arista conectividad de G, que denotamos \(G), es la
menor cantidad de aristas que se deben eliminar a G para que
deje de ser conexo.

© Sea t(G) la cantidad de arboles recubridores de G.
Veremos que el grafo globo B, , es, simultdneamente, solucién de
los 3 problemas de optimizacién combinatoria que siguen:

b(n,m) = max{b(G): G € Chm};
A(n,m) =min{\(G) : G € Crm};
t(n,m) = min{t(G) : G € Cp,;m}.
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Maximizacion del nimero de puentes

Lema 2 (Romero [7]).

Para cada par de enteros (n, m) en | se cumple que
b(n, m) = b(Bnm).

.

Definicion 23.
El esqueleto de un grafo G en Cy, 1, que denotamos G', es el
grafo obtenido de G tras la contraccion de todas sus aristas puente.

Definamos el conjunto de grafos By de la siguiente manera:
Bo={G:G€Cnm,(n,m)e b}

Sea (n,m) en |. Un grafo G en Cp, m tiene b(n, m) puentes si y sélo
si G' € By.
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Minimizacion de la arista conectividad

Para cada grafo G en C,, , denotamos 6(G) el grado minimo
dentro de todos los vértices de G.

Cada grafo G de By cumple que \(G) = 0(G).

Para cada (n,m) € I, \(n, m) satisface la siguiente expresion:

m— ("51), si (n,m) € Iy,

1, si (n,m) € h.

A(n,m) = {

Ademds, si (n,m) € ly entonces B, m es el dnico grafo en Cp, , tal
que X(Bp,m) = A(n, m).
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Minimizacion del numero de arboles recubridores

Definicion 24.

El grafo umbral H(n; d1, d>, ..., dy) consiste en un grafo
completo con vértices viy1,...,V, Mas un conjunto de vértices
Vi, V2,...,Vx de modo que para cada i € {1,2,...,k} el vértice v;
es adyacente a cada uno de los vértices Vii1, Vk42, - -, Vitd;-

Teorema 3 (Férmula de Bogdanowicz [1]).
El ndmero de arboles de H(n; dy1,da,...,dx) condy > da... > dy,
do = n—k y diy1 = 1 satisface la sigu[;ente expresion:

t(H(n; dv,da,...,dk)) = (n— k)_2 H (d,-(n — k+ I')di—di+1) )
i=0

.

Teorema 4 (Bogdanowicz [1]).

Para cada (n, m) en | se cumple que t(Bpm) = tnm.

21/50
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Estudio de separabilidad local

Lema 5 (Brown y McMullin [3]).

Sean G y H en T, m. Siexiste j € {0,1,..., m} tal que

Fk(G) = Fi(H) para todo k € {0,1,...,j — 1} y Fj(G) > Fj(H),
entonces existe 6 > 0 tal que Sg(p) > Sx(p) para todo p en
(1-46,1).

Prueba. Sea p € (0,1). Por hipétesis tenemos que

Sc(p) = Su(p) = X1;(Fi(G) — Fi(H))p™ /(1 — p)', y ademas que

Fi(G) — Fj(H) > 0. Dividiendo ambos miembros entre (1 — p} y

tomando Iimite con p tendiendo a 1 por izquierda se deduce que
im 26(P) = Sn(p)

po1- (L—py
Luego, la funcién Sg(p) — Su(p) es positiva en algiin entorno
(1-4,1). 1

= Fi(G) — Fi(H) > 0.
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Estudio de separabilidad local

Sea T,So,z, = Th,m. Paracadaic {0,1,..., m— 1} definimos
TV =46: G e T, Fii1(G) > Fiyr(H) VH € TS

Sean n y m tales que T, m es no vacio. El conjunto G, m que
consiste en todos los grafos localmente mas separables en T, ,, es

precisamente el conjunto T,S",;,) es decir que Gp m = ,S",L)

Prueba. Por hipétesis, T,(,?,l, es finito y no vacio. Se sigue por
induccién que T,S",;,) también es finito y no vacio. Por construccion,
cada par de grafos Gy y G en T,S",L) son equivalentes. Sea G un
grafo en T,S",;,) yHen Tpm— ,ST,,) Sea j el primer indice tal que
H¢ TV, Luego, Fi(G) = Fi(H) paratodo i € {0,1,...,j— 1}y
Fi(G) > Fj(H). Por el Lema 5, existe § > 0 tal que

Sc(p) > Su(p) paratodope (1 —4,1). A
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Estudio de separabilidad local

)

Obtendremos la secuencia de conjuntos T,S}m, T,S?m, ,S",;) para

concluir que T = [Gn,m]. Por el Lema 6, Gp m = [Gp,m].

Si G € Tpm entonces F1(G) < b(n,m), y la igualdad se cumple si
y sélo si G tiene b(n, m) aristas puente que separan s de t.

Prueba. Sea G un grafo en T, , cualquiera. Claramente,

b(G) < b(n, m), y la igualdad ocurre si y sélo si G tiene b(n, m)
puentes. Como cada arista separadora debe ser arista puente,
tenemos que F1(G) < b(G), y la igualdad ocurre si y sélo si cada
arista puente en G separa s de t. En consecuencia,

F1(G) < b(n,m), y la igualdad se cumple si y sélo si G tiene
b(n, m) aristas puente que separan s de t. B
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Estudio de separabilidad local

Definamos n" = n— b(n,m), m" = m — b(n,m), y N = X(n', m").

Cada grafo G en -,-'51’21 cumple con las siguientes afirmaciones:
Q G e B.
Q \NG) >N,
© Paracadaie€{1,2,...,\N — 1}, Fi(G) no depende de G.
Prueba.

@ Como b(G) = b(n, m), por el Lema 3 tenemos que G’ € By.
@ Como G’ € By, por la Proposicion 1: A(G') > A(By ) = N
Q@Siie{l,2,.... N-1}yGe T,Sl,z, entonces A\(G') > X,y
para separar s de t tras retirar i aristas debemos retirar
exactamente 1 puente, por lo que F;(G) = b(n,m)(,”;).A
25 /50
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Estudio de separabilidad local

1 ..
Sea G un grafo en T,S,gq que cumple una de las dos condiciones:
® G’ no es isomorfo a By ny, 0

® G’ es isomorfo a By ,y pero tras remover X' aristas en By ny
no separamos s de t,

entonces se cumple que Fy/(G) = b(n, m)()\f"_ll).

Prueba. Sea G en T,Sl,,)q Por el Lema 8, G’ € By. Si G’ no es
isomorfo a B,y v entonces, por la Proposicién 1, sabemos que
A(G’) > N. Luego, cada grafo G en las condiciones del enunciado
cumple que A\(G") > X'. Por el Lema 7, cada una de las b(n, m)
aristas puente de G son separadoras. Entonces, Fy/(G) coincide
con la cantidad de formas de quitar 1 de las b(n, m) aristas puente

y N — 1 aristas de G, por lo que Fy/(G) = b(n, m)(Af"_ll). [ ]
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Estudio de separabilidad local

Sea G en T,Sl,,)q tal que G’ es isomorfo a By py. Sea n(G’) la
cantidad de separadores de s y t en G’ que se obtienen de remover
N aristas en G'. Entonces, Fx(G) = b(n, m)(,," ;) + n(G’).

Definicion 25.

Sea G en T,Sl,,)q tal que G' es isomorfo a By ny. Sea

s’ = argmin,cy(enide(s,y)} y t' = argmin,cy(en{dc(t, y)}. Si
s’ # t’ entonces s' y t’ se llaman terminales proyectados en G'.

Notemos que G’ con sus terminales proyectados pertenece a Ty py.
SiGeT, ,Sl) s’ = t/, entonces dg(s,t) = b(n,m) y n(G’) =0.
Como queremos maximizar Fy/(G), podemos asumir que s’ # t'.
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Estudio de separabilidad local

Sea G un grafo que cumple con las condiciones de la Definicion 25.
Las siguientes afirmaciones son ciertas.

Q SiN =n'—1 entonces Fx(G) no depende de G.
Q@ Si N =n' —2 entonces F(G) es maximo sii s't' ¢ G'.

Q SiN <n—2ygre(v') =N entonces Fx(G) es maximo sii
vie {s t'}.
Prueba. Notemos que n(G’) = F)/(G’). Luego, maximizar Fy/(G)
es equivalente a maximizar Fy (G').
Q@ Si N =n"—1entonces G' = Ky, y Fy(G') =2.
@ Si M =n"—2entonces G' = K,y —e. Luego F\(G') <2, yla
igualdad ocurre si y sélo si e = s't’.
© Si N < n’ —2entonces Fy/(G') <1,y laigualdad ocurre si y
sélosi v e {s',t'}. B 28/50
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Estudio de separabilidad local

T

El Lema 10 caracteriza al conjunto T,g,)‘,;,). Sea ahora G en
Sabemos que G’ es isomorfo a By py y sus terminales proyectados
sy t' en By py son diferentes. Sea G’ el grafo en T, ,y equipado
con sus terminales proyectados. Calculemos Sg(p).

@ Si no falla ningin puente de G entonces la separabilidad de G
es igual a la de G’ con sus terminales proyectados.

o Si falla 1 puente de G entonces la separabilidad de G es igual
al polinomio confiabilidad Rg , ,(p).
o Si fallan 2 0 mas puentes de G, la separabilidad de G es 0.

Por la féormula de probabilidad total, para todo p en [0, 1]

Sa(p) = P ™Se (p) + b(n, m)(1 — p)p™" ™ Rai(p). (1)
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Estudio de separabilidad local

Sea G en T,S,)‘nl,). SiXN e{n —1,n" —2} entonces G m = [Gp.m]-

Prueba. Sea H un grafo arbitrario en T,gf‘,,/,). Por el Lema 10, el

esqueleto H' es isomorfo a G,y y. Ademds, por la ecuacién (1),

Su(p) = p*"™S¢, . (p) + b(n, m)(1 - p)p”"™~'Rg, (p)
= SGn,m(p)'

Luego, todo grafo en T,S,’\,;,) es equivalente a G, ,,. Pero entonces
)\/
[Gn,m] — ,S,m) — lg,mn‘? = gn,m- |
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Estudio de separabilidad local

Sea G en T,S m) donde N < n' — 2. Para cada
ie{N,N+1,....,n" =3} el nidmero F;(G) no depende de G.
Ademds, Fy_»(G) es maximo si y sélo si s't' ¢ G'.

Prueba. Sabemos que G’ = By v y, sin pérdida de generalidad,
s’ = v'. Sea U el tnico separador de G’ con X aristas y sea
ie{N,N+1,...,n =3} Sinoremovemos puentes, debemos
remover las aristas en U junto con i — X aristas en G’ — U. Si
removemos 1 puente debemos remover posiblemente algunas (no
todas) aristas de U vy las restantes de G’ — U. Entonces,

/ N—-1 m /
() o

y Fi(G) no depende de la eleccién de G.
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Estudio de separabilidad local

Para probar la segunda parte del enunciado tomemos i = n’ — 2.
Por un lado, si s't’ € G’ entonces el grado de t' en G’ es n’ — 1. El
razonamiento anterior aplica 'y F,y_»(G) se rige por la ecuacién (2)
fijando i = n’ — 2. Por otro lado, si s't’ ¢ G’ entonces el grado de
t' en G’ es n' — 2. Es posible obtener una separacién adicional
quitando las n’ — 2 aristas incidentes a t’. Entonces, Fy_2(G) es
méximo si y sélo si s't’ ¢ G’, como querfamos probar. B
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Prueba del Teorema de Existencia

Prueba del Teorema 1: Sea (n, m) en I. Definamos
n=n—>b(n,m), M =m—b(n,m),y N = X\n',m). Si
N e {n"—1,n" — 2} entonces el Lema 11 asegura que
Gn.m = [Gn,m]. Si N < n" —2, por el Lema 12 tenemos que G
pertenece a T,S?,;,_z) si y sélo si G’ es isomorfo a By v y sus
terminales proyectados s’ y t’ no son adyacentes. En estas
condiciones, la funcién separabilidad Sg(p) se rige por la
ecuacién (1). Como el grafo globo equipado con terminales Gy,
satisface las condiciones anteriores, se sigue que G, , pertenece al
conjunto T,Sf',;fz). Luego, cada par de grafos en T,S,",;f2) son
equivalentes y T,(,?,/n_z) = Gp,m. Por dltimo, como G, n pertenece a
(n"=2) . (n"=2) .
nm  concluimos que Tpm = = [Gpm]. En consecuencia,
Gn.m = [Gn,m], como queriamos probar. W
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El Lema 4 y la Proposicién 2 seran de utilidad para probar el
Teorema de inexistencia. Para cada G en T, ,, y cada
i€{0,1,...,m} definimos la cantidad N;(G) como Fp,_i(G).

Ejercicio 4.

Sean G y H en T, . Probar que si existe i € {0,1,..., m} tal que
Ni(G) = Nk(H) para cada k € {0,1,...,i —1} y N;(G) > N;(H),
entonces existe 0 > 0 tal que Sg(p) > Sn(p) para todo p € (0,0)

v

Proposicion 2.

Para cada par de enteros n y m tales que n > 7 y
n<m< (”53) + 3 existe un grafo Hy m en T, tal que
Nn—Z(Hn,m) > Nn—2(Gn,m)-

.
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Una vez que probemos la Proposicién 2, ya estaremos en
condiciones de probar el Teorema de inexistencia.

Prueba del Teorema 2: Supongamos que G* es uniformemente
mas separable en T, ,. Luego, G* € G, m, y por el Teorema 1
tenemos que F(G*) = F(Gp,m). Por la Proposicién 2, existe Hp m
en Tpm tal que Np_2(Hnm) > Np—2(Gnm). Luego,

Np—2(Hnm) > Np—2(G*). Notemos que para cada

k € {0,1,...,n— 3} se tiene que Ny(Hpm) = Ni(G*) = 0.
Aplicando el Lema 4 con i = n — 2 obtenemos que existe § > 0 tal
que SH, .(P) > Sc+(p) para todo p € (0,6), lo que contradice que
G* es uniformemente mas separable. B
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Elijamos el terminal s en G, , de modo que s’ = v'. Sean ny m
enteros talesque n >7yn<m< (";3) + 3. Notemos que
b(Gp,m) > b(Gn7(n53)+3) = 3, por lo que G, tiene al menos 3
puentes. Queremos hallar algln grafo H, , en T, tal que
Nn—2(Hn,m) > Nn—2(Gn,m)-

Definicion 26.

Sea ey, un puente de Gp . Para cada i € {0,1,2}, el grafo H,(,'zn se
obtiene de G, tras contraer el puente ey, y subdividir e():
o Sii=0 entonces e(®) = s'x, donde x € Ghm-
o Sii=1 entonces eV) = yz, donde y y z son vértices en G;“m
no adyacentes a s'.
o Si i =2 entonces los extremos de e(®) son vértices en Ghm
adyacentes a s'.
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s s s s
s s s
s
0 1 2
Go 15 H_cg 1)5 Hsg,l)s HS(),1)5

Figura: Grafos G 1, Hé?l)s, Hé}l)s y Hé?l)s.
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Sea (n,m) enl y G= Gnm. Sea H un grafo obtenido de G tras
contraer un puente y subdividir una arista e de G'. Entonces,

No-2(H) — Np—2(G) > (b(n,m) — 1)t(G" — e) — t(G').  (3)

Prueba. Por hipétesis (n, m) € I, por lo que G tiene al menos un
puente. Ademas, b(G) = b(n, m). Luego, por construccién, H
tiene b(n, m) — 1 puentes. Sea t2(G’) y to(H') la cantidad de
bosques recubridores en G y H con exactamente 2 arboles, cada
uno de ellos incluyendo un terminal proyectado. Para hallar las
cantidades N,_2(G) y N,_2(H), basta con contar los grafos
separadores dentro de G y H obtenidos tras remover 0 o 1 puente
(puesto que al remover 2 puentes o mas, el resultado es un

subgrafo con 3 o mas componentes conexas).
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En ambos casos, si no removemos ninglin puente entonces
debemos separar el esqueleto. Si removemos un puente entonces
debemos contar arboles recubridores en el esqueleto. Por lo tanto,

Np—2(H)
N,—2(G)

(b(n, m) = 1)t(H') + t2(H'), (4)
b(n, m)t(G') + to(G). (5)

Sean e;1 y e las aristas en H que se obtienen tras subdividir la
arista e. Por la regla de la suma se deduce que

t(H)=t(H xe) + t(H — e1) = t(G') + t(G’ — e). De modo
similar, t2(H') = t2(G’) + t2(G" — e). Pero entonces,

Np—2(H) — Np—2(G) = (b(n, m) —1)t(G' — e) — t(G') + to(G' — e),

y el lema se sigue tras notar que to(G' —e) > 0. B
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Sean n y m enteros tales quen >7 yn< m < (";3) +3, y sea
G = Gnm. Si G’ tiene grado minimo X' tal que ' > 3 entonces

Np_o(Hiom) > Np_2(G).

Prueba. Por hipétesis se deduce que b(n, m) > 3. Como

A(G') > 3, el grafo G’ tiene al menos 4 vértices, es decir, n’ > 4.
Sea ep, un puente de G. Tomemos una arista e en G’ de modo que
uno de sus extremos sea s’. Construyamos H,(,?,),, a partir de G
mediante la contraccion de e, seguida de la subdivisién de e. Por

el Lema 13,

No2(HO,) = No_5(G) > (b(n, m) — 1)t(G' — €) — t(G'). (6)
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Notemos que G’ = H(n’; \'), mientras que G' — e = H(n’; XN —1).
Por el Teorema de Bogdanowicz,
tH(G') = t(H(n'; X)) = N (') (0" — 1),
t(G' —e) = t(H(n; N — 1)) = (N — 1)(n" )N 2(n/ — 1)" N1,
Entonces,
HG —e) = %” {G) > (g) (i) {(G') = t(ZG/), (7)

donde usamos que X' > 3y n’ > 4. Reemplazando (7) en (6) y
usando que b(n, m) > 3 se deduce que

(&)

!
— >
5 t(G') >0,

No-2(HO)) — No2(G) > (b(n, m) — 1)

por lo que N,_2(H, (0)) > Np_2(G), como queriamos probar. B
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Sean n y m enteros tales que n>7 yn<m< (";%) +3, y sea
G = Gpm. Si G' tiene n' vértices y grado minimo X' tales que
n>5y X\ <n -3, entonces N,,_g(H,(,},)n) > Np—2(G).

Prueba. Por hipétesis se deduce que b(n, m) > 3. Como
N < n’ — 3, existen al menos dos vértices y y z en G’ que no son

adyacentes a s’. Sea H,(,l,)n el grafo obtenido de G tras contraer una
arista y subdividir la arista e = yz. Por el Lema 13,

anZ(Hr(rl ) - an2(G) > (b(nv m) - 1)t(G/ - e) - t(G/)' (8)

,m
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Ahora usaremos la Férmula de Bogdanowicz para hallar t(G') y
t(G' — e). Notemos que G' = H(n’; \'), mientras que
G —e= H(n';n" —3,X). Por la Férmula de Bogdanowicz,

t(G/) — t(H(n’; )\/)) — )\/(n/))\’—l(n/ o 1)n/—)\/—2;
t(G'—e) = t(H(n';n' =3, X)) = N (")} (n = 3)(n' —1)" X3

Entonces, ) )
n 3 t(G
> (9)

donde usamos que n’ > 5. Reemplazando (9) en (8) y usando que
b(n, m) > 3 se deduce que

t(G' —e) = T —t(G) >

(]

!
_ >
5 t(G") > 0,

Np—2(HS,) — No—2(G) > (b(n, m) — 1)

por lo que N,_2(H, (1)) > Np_2(G), como queriamos probar. B
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Sea G' el grafo en Ty con terminales s y t tal que

G' = Ky — {s,t}. Sea H' el grafo en Ts¢ que proviene de
subdividir la tnica arista de G’ tal que ninguno de sus extremos es
terminal. Probar que t(G') = 4 y que t>(G') = 8, mientras que
t(H) =8y t(H') =12.

v

Sean n y m enteros tales que n >7 yn < m < (";3) + 3 y sea
G = Gym. Si G' tiene n' = 4 vértices y grado minimo X' = 2
entonces N,,_2(H,(7,2,1,) > Np—2(G).

.
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Prueba. Por hipétesis se deduce que b(n, m) > 3. En las
condiciones del enunciado, G’ = K4 — {s, t}. Sea e, un puente de
G. Construyamos el grafo H,(,2,)7, a partir de G mediante la
contraccién de e, seguida de la subdivisién de la Gnica arista de G’
tal que ninguno de sus extremos es terminal. Por el Ejercicio 5
tenemos que t(G') =4y t,(G’') = 8, mientras que t(H') =8y
to(H') = 12. Entonces,

Np—2(G) = b(n,m)t(G') + t2(G") = 4b(n, m) + 8;
Ny—2(H) = (b(n, m) — 1)t(H") + t2(H")
= 8(b(n,m) — 1) + 12 = 8b(n, m) + 4.

Como b(n, m) > 3, tenemos que
Np—2(H) = 4b(n, m) + (4b(n, m) + 4) > 4b(n, m) + 8 = N,_»(G),
como queriamos probar. H
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Prueba de la Proposicion 2: Sean ny m enteros como en el
enunciado. Como B,y v no tiene puentes, N>2.SiN>2
entonces, por el Lema 14, tomando H = H,(,f’,L tenemos que
Np—2(H) > Np_2(Gpm). Si ' =2 entonces n > 3. SiN =2y

n’ > 5 entonces, por el Lema 15, tomando H = H,(,l,),, tenemos que
Np—2(H) > Np—2(Gpm). SiN =2y n’ =3 entonces n=my ya
fue probado por Brown y McMullin [3] que existe un grafo H, , en
Th,n tal que Np_o(Hp n) > Np—2(Gp,n) cuando n > 6. Por dltimo,
si ' =2y n’ = 4 entonces, por el Lema 16, tomando H = H,(,z,)n

tenemos que Np_o(H) > Np—2(Gpm). B

El Teorema de Inexistencia se sigue de la Proposicién 2.
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Problemas abiertos

@ Determinar si existe o no existe grafo uniformemente mas
separable en cada una de las clases T, , talesque n > 7y
(") +4<m< (3 -2

© Responder a la misma pregunta anterior pero considerando
cada una de las clase no vacias S, , de grafos simples con n
vértices y m aristas.

© Analizar el mismo problema pero con méas de 2 terminales.

© Determinar si el grafo globo es uniformemente menos
confiable.

© Determinar si el grafo globo es Tutte-minimo.
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