
Operaciones con 
vectores y sistemas 

coordenados

Apéndice A - Bird

Fenómenos de Transporte en Ingeniería de Procesos



z

x

y

x

y
z 𝜕𝑉 = 𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑧

𝜕𝐴𝑧 = 𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕𝐴𝑦 = 𝜕𝑥𝜕𝑧

𝜕𝐴𝑥 = 𝜕𝑧𝜕𝑦

y

x

y = H

H/ 3−H/ 3

𝜕𝐴𝑧 = 𝜕𝑥𝜕𝑦

𝐴𝑧 = න𝜕𝐴𝑧 = න
0

𝐻

න
−𝑦/ 3

𝑦/ 3

𝜕𝑥𝜕𝑦 = න
0

𝐻 2𝑦

3
𝜕𝑦 =

𝐻2

3

Sistema cartesiano

Fenómenos de Transporte en Ingeniería de Procesos 2



r

r

z

𝜕𝑉 = 𝑟𝜕𝑟𝜕𝜃𝜕𝑧

𝜕𝐴𝑟 = 𝑅𝜕𝜃𝜕𝑧

𝜕𝐴𝜃 = 𝜕𝑟𝜕𝑧

𝜕𝐴𝑧 = 𝑟𝜕𝑟𝜕𝜃

r

z




0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅
0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋
0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿

L

Coordenadas cilíndricas

Fenómenos de Transporte en Ingeniería de Procesos 3



Coordenadas esféricas
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Ԧ𝑣 = Ԧ𝛿1𝑣1 + Ԧ𝛿2𝑣2 + Ԧ𝛿3𝑣3 =෍

𝑖=1

3

Ԧ𝛿𝑖𝑣𝑖 1

2

3

v

1, 2, 3 son los ejes coordenados (x,y,z) (r,θ,z) (r,θ,)
i – vectores unitarios (versores) en la dirección de los ejes 

1v1

3v3

2v2

Vectores
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Operaciones vectoriales
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Producto escalar (producto punto) de vectores Ԧ𝑣 • 𝑤

El resultado es un escalar

Producto vectorial (producto cruz) de vectores Ԧ𝑣 × 𝑤

Ԧ𝑣 × 𝑤 = 𝑣𝑦𝑤𝑧 − 𝑣𝑧𝑤𝑦 ; 𝑣𝑧𝑤𝑥 − 𝑣𝑥𝑤𝑧 ; 𝑣𝑥𝑤𝑦 − 𝑣𝑦𝑤𝑥 =

𝛿𝑥 𝛿𝑦 𝛿𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑥 𝑤𝑦 𝑤𝑧

Ԧ𝑣 ∙ 𝑤 = 𝑣𝑥𝑤𝑥 + 𝑣𝑦𝑤𝑦 +𝑣𝑧 𝑤𝑧 Ԧ𝑣 ∙ 𝑤 =෍

𝑖

𝑣𝑖𝑤𝑖

Ԧ𝑣 × 𝑤 =෍

𝑖

𝜹𝑖𝑣𝑖𝑤𝑖
Es un vector, perpendicular a los vectores que se multiplican (es decir
normal al plano que los contienen), cuyo módulo es igual al área del
paralelogramo que forman dichos vectores.



Operaciones vectoriales
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Producto tensorial (o producto diádico) entre dos vectores:  𝒗𝒘

Ԧ𝑣𝑤 = 𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧

𝑤𝑥

𝑤𝑦

𝑤𝑧

=

𝑣𝑥𝑤𝑥 𝑣𝑥𝑤𝑦 𝑣𝑥𝑤𝑧

𝑣𝑦𝑤𝑥 𝑣𝑦𝑤𝑦 𝑣𝑦𝑤𝑧

𝑣𝑧𝑤𝑥 𝑣𝑧𝑤𝑦 𝑣𝑧𝑤𝑧

= ෍

𝑖

෍

𝑗

𝜹𝒊𝜹𝒋𝑣𝑖𝑤𝑖

Es un tensor que resulta de multiplicar el vector Ԧ𝑣 por el vector transpuesto a 𝑤. Se 
nota sin punto o cruz entre los vectores



Operaciones tensoriales
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Producto escalar (o producto doble punto) entre dos tensores: ധ𝝉: ന𝝈

Ӗ𝜏: ധ𝜎 = 𝜏𝑥𝑥𝜎𝑥𝑥 + 𝜏𝑥𝑦𝜎𝑦𝑥 + 𝜏𝑥𝑧𝜎𝑧𝑥 + 𝜏𝑦𝑥𝜎𝑥𝑦 + 𝜏𝑦𝑦𝜎𝑦𝑦 + 𝜏𝑦𝑧𝜎𝑧𝑦 + 𝜏𝑧𝑥𝜎𝑥𝑧 + 𝜏𝑧𝑦𝜎𝑦𝑧 + 𝜏𝑧𝑧𝜎𝑥𝑧

Ӗ𝜏: ധ𝜎 =෍

𝑖

෍

𝑗

𝜏𝑖𝑗𝜎𝑗𝑖
Da como resultado un escalar, que se obtiene sumando el
producto cada una de las componentes un tensor por la
componente del otro tensor con subíndices invertidos.



Operaciones tensoriales
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Producto tensorial (o producto punto) entre dos tensores: ധ𝝉 · ന𝝈

Ӗ𝜏 · ധ𝜎 =

𝜏𝑥𝑥𝜎𝑥𝑥 + 𝜏𝑥𝑦𝜎𝑦𝑥 + 𝜏𝑥𝑧𝜎𝑧𝑥 𝜏𝑥𝑥𝜎𝑥𝑦 + 𝜏𝑥𝑦𝜎𝑦𝑦 + 𝜏𝑥𝑧𝜎𝑧𝑦 𝜏𝑥𝑥𝜎𝑥𝑧 + 𝜏𝑥𝑦𝜎𝑦𝑧 + 𝜏𝑥𝑧𝜎𝑧𝑧

𝜏𝑦𝑥𝜎𝑥𝑥 + 𝜏𝑦𝑥𝜎𝑥𝑥 + 𝜏𝑦𝑥𝜎𝑥𝑥 𝜏𝑦𝑥𝜎𝑥𝑦 + 𝜏𝑦𝑥𝜎𝑥𝑦 + 𝜏𝑦𝑥𝜎𝑥𝑦 𝜏𝑦𝑥𝜎𝑥𝑧 + 𝜏𝑦𝑥𝜎𝑥𝑧 + 𝜏𝑦𝑥𝜎𝑥𝑧

𝜏𝑧𝑥𝜎𝑥𝑥 + 𝜏𝑧𝑥𝜎𝑥𝑥 + 𝜏𝑧𝑥𝜎𝑥𝑥 𝜏𝑧𝑥𝜎𝑥𝑦 + 𝜏𝑧𝑥𝜎𝑥𝑦 + 𝜏𝑧𝑥𝜎𝑥𝑦 𝜏𝑧𝑥𝜎𝑥𝑧 + 𝜏𝑧𝑥𝜎𝑥𝑧 + 𝜏𝑧𝑥𝜎𝑥𝑧

Ӗ𝜏 · ധ𝜎 = ෍

𝑖

෍

𝑘

𝛿𝑖𝛿𝑘෍

𝑗

𝜏𝑖𝑗𝜎𝑗𝑘 El resultado es un tensor



Operaciones tensoriales

Fenómenos de Transporte en Ingeniería de Procesos 11

Producto vectorial (o producto punto) entre un tensor y un vector: ധ𝝉 · 𝒗

Ӗ𝜏 · Ԧ𝑣 = 𝜏𝑥𝑥𝑣𝑥 + 𝜏𝑥𝑦𝑣𝑦 + 𝜏𝑥𝑧𝑣𝑧 ; 𝜏𝑦𝑥𝑣𝑥 + 𝜏𝑦𝑦𝑣𝑦 + 𝜏𝑦𝑧𝑣𝑧 ; 𝜏𝑧𝑥𝑣𝑥 + 𝜏𝑧𝑦𝑣𝑦 + 𝜏𝑧𝑧𝑣𝑧

Ӗ𝜏 · Ԧ𝑣 =෍

𝑖

𝛿𝑖෍

𝑗

𝜏𝑖𝑗𝑣𝑗 El resultado es un vector



Operaciones diferenciales con vectores y 
tensores
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Operador 

Se usa para calcular gradientes o divergencias. Cuando se calculan gradientes el
resultado es una entidad de un orden mayor, mientras que si se calculan divergencias,
el resultado es una entidad de un orden menor.

∇=
𝜕

𝜕𝑥
;

𝜕

𝜕𝑦
;

𝜕

𝜕𝑧
=෍

𝑖

𝜹𝒊
𝜕

𝜕𝑖



∇𝑠 = ෍

𝑖=1

3

Ԧ𝛿𝑖
𝜕𝑠

𝜕𝑥𝑖
= Ԧ𝛿1

𝜕𝑠

𝜕𝑥1
+ Ԧ𝛿2

𝜕𝑠

𝜕𝑥2
+ Ԧ𝛿3

𝜕𝑠

𝜕𝑥3

Gradiente de un campo escalar ∇𝑠

El gradiente de un escalar es un vector que apunta en la dirección de la mayor
velocidad de cambio de ese escalar, cuyas componentes están dadas por la derivada
parcial del escalar respecto a cada eje coordenado.

Operaciones diferenciales con vectores y 
tensores
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Gradiente de un vector: 𝛁𝒗

∇ Ԧ𝑣 =

𝜕

𝜕𝑥
𝑣𝑥

𝜕

𝜕𝑥
𝑣𝑦

𝜕

𝜕𝑥
𝑣𝑧

𝜕

𝜕𝑦
𝑣𝑥

𝜕

𝜕𝑦
𝑣𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝑣𝑧

𝜕

𝜕𝑧
𝑣𝑥

𝜕

𝜕𝑧
𝑣𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑣𝑧

= ෍

𝑖

෍

𝑗

𝜹𝒊𝜹𝒋
𝜕

𝜕𝑖
𝑣𝑗

El gradiente de un vector es un
tensor, definido por el
producto diádico del vector
nabla y del vector del que
queremos calcular el gradiente

Operaciones diferenciales con vectores y 
tensores
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Divergencia de un vector: 𝛁 ∙ 𝒗

Es el producto escalar entre el operador nabla y el vector en consideración. 

∇ ∙ Ԧ𝑣 =
𝜕

𝜕𝑥
𝑣𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑣𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
𝑣𝑧

El resultado es un escalar∇ ∙ Ԧ𝑣 =෍

𝑖

𝜕

𝜕𝑖
𝑣𝑖

Operaciones diferenciales con vectores y 
tensores
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Divergencia de un tensor: 𝛁 ∙ ധ𝝉

Es el producto vectorial entre el operador nabla y el tensor en consideración. El 
resultado es un vector. 

∇ ∙ Ӗ𝜏 =
𝜕𝜏𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜏𝑧𝑥
𝜕𝑧

;
𝜕𝜏𝑥𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝜏𝑧𝑦
𝜕𝑧

;
𝜕𝜏𝑥𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑧
𝜕𝑦

+
𝜕𝜏𝑧𝑧
𝜕𝑧

∇ ∙ Ӗ𝜏 = ෍

𝑗

𝛿𝑗෍

𝑖

𝜕

𝜕𝑖
𝜏𝑖𝑗

Operaciones diferenciales con vectores y 
tensores
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Laplaciano de un escalar:  𝛁𝟐𝒔.

∇ ∙ ∇𝑠 = ∇2𝑠 =
𝜕2𝑠

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑠

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑠

𝜕𝑧2

El laplaciano de un escalar es la divergencia del gradiente de una propiedad escalar
s, y su resultado es una magnitud escalar.

Operaciones diferenciales con vectores y 
tensores
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Laplaciano de un vector: 𝛁𝟐𝒗.

∇ ∙ ∇ Ԧ𝑣 = ∇2 Ԧ𝑣 =
𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑧2

;
𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑧2

;
𝜕2𝑣𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣𝑧
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑣𝑧
𝜕𝑧2

∇2 Ԧ𝑣 = ෍

𝑖

𝛿𝑖෍

𝑗

𝜕2𝑣𝑖
𝜕𝑗2

El laplaciano de un vector es la divergencia del gradiente de ese vector Ԧ𝑣, y su 
resultado es un vector

Operaciones diferenciales con vectores y 
tensores
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Derivadas respecto al tiempo en distintos 
sistemas de referencia

Indica la variación de la propiedad c con el tiempo (velocidad de cambio de c) para
un observador ubicado en una posición fija del espacio (x, y, z) (Enfoque Euleriano)

El observador fijo define un volumen de control, y observa como cambia la
concentración en el tiempo dentro de ese volumen de control.

Fenómenos de Transporte en Ingeniería de Procesos 19

𝜕𝑐

𝜕𝑡
Derivada parcial



Derivadas respecto al tiempo en distintos 
sistemas de referencia

Es la variación de la propiedad c con el tiempo observada desde un punto x que se
desplaza a una velocidad w (enfoque Lagrangiano), siendo:
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𝑤 = 𝑤𝑥 𝑤𝑦 𝑤𝑧 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡

𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑑𝑧

𝑑𝑡

𝑑𝑐

𝑑𝑡
=
𝜕𝑐

𝜕𝑡
+
𝜕𝑐

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑐

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+
𝜕𝑐

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑡

𝑑𝑐

𝑑𝑡
=
𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑤𝑥

𝜕𝑐

𝜕𝑥
+ 𝑤𝑦

𝜕𝑐

𝜕𝑦
+ 𝑤𝑧

𝜕𝑐

𝜕𝑧

𝑑𝑐

𝑑𝑡
=
𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑤. ∇𝑐

𝑑𝑐

𝑑𝑡
Derivada total

Velocidad de desplazamiento del observador



Derivadas respecto al tiempo en distintos 
sistemas de referencia

Es la variación de la propiedad c con el tiempo observada desde un punto que se
desplaza a la misma velocidad del fluido v, siendo
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𝐷𝑐

𝐷𝑡
=
𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕𝑐

𝜕𝑥
+ 𝑣𝑦

𝜕𝑐

𝜕𝑦
+ 𝑣𝑧

𝜕𝑐

𝜕𝑧

𝐷𝑐

𝐷𝑡
=
𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ Ԧ𝑣. ∇𝑐

𝐷𝑐

𝐷𝑡
Derivada material o substancial



Derivadas respecto al tiempo en distintos 
sistemas de referencia

Relaciones entre        ,      y
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𝐷𝑐

𝐷𝑡
=
𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ Ԧ𝑣. ∇𝑐

𝑑𝑐

𝑑𝑡
=
𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑤. ∇𝑐 𝑠𝑖 Ԧ𝑣 = 0,

𝐷𝑐

𝐷𝑡
=
𝜕𝑐

𝜕𝑡

𝑠𝑖 Ԧ𝑣 = 𝑤,
𝐷𝑐

𝐷𝑡
=
𝑑𝑐

𝑑𝑡

𝜕𝑐

𝜕𝑡

𝑑𝑐

𝑑𝑡

𝐷𝑐

𝐷𝑡



Muchas gracias por tu 
atención
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