Operaciones con
vectores y sistemas
coordenados

Apéndice A - Bird

Fenomenos de Transporte en Ingenieria de Procesos
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1, 2, 3 son los ejes coordenados (x,y,z) (r,0,z) (r,0,0)
o - vectores unitarios (versores) en la direcciéon de los ejes

Fendmenos de Transporte en Ingenieria de Procesos 6



Operaciones vectoriales

Producto escalar (producto punto) de vectores v o w

VW = v,Wy + vyWwy, +U, W, DW= z VW El resultado es un escalar
i

Producto vectorial (producto cruz) de vectores v x w

UXW = [(vyWZ - VzWy); (U Wy — vxw); (vay - vny)] =|Vx Vy Uz
Wy Wy W,

normal al plano que los contienen), cuyo médulo es igual al area del

5 — Es un vector, perpendicular a los vectores que se multiplican (es decir
VXW= Siviwi
i paralelogramo que forman dichos vectores.
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Operaciones vectoriales

Producto tensorial (o producto diddico) entre dos vectores: vw

W j

Z [

Es un tensor que resulta de multiplicar el vector v por el vector transpuesto a w. Se
nota sin punto o cruz entre los vectores
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Operaciones tensoriales

Producto escalar (o producto doble punto) entre dos tensores: T: @

T:0 = TyxOxx T TxyOyx + Txz0zx + TyxOxy T TyyOyy + Ty302y + TpxOxz + Tzy0y; T Tz70,

producto cada una de las componentes un tensor por Ia

_ Da como resultado un escalar, que se obtiene sumando el
T-0 = Tijo-ji
b componente del otro tensor con subindices invertidos.
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Operaciones tensoriales

Producto tensorial (o producto punto) entre dos tensores: 7 - @

((Txxo-xx + Txyo-yx + szo-zx) (Txxo-xy + Txyo-yy + szo-zy) (Txxo-xz + Txyayz + szo-zz)\
-0 = < (Tny'xx + TyxOxx + Tny'xx) (Tny'xy + TyxOxy + Tny'xy) (Tny'xZ + TyxOxz + Tny'xZ)

\ (szo-xx T Ty Oxx + szo-xx) (szo-xy + TzxOxy + szo-xy) (szo-xz T Tz O0x7 + szo-xz) )

~N"

il

T:0= z z 0;0p z Tij0jk El resultado es un tensor
i Kk j
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Operaciones tensoriales

Producto vectorial (o producto punto) entre un tensor y un vector: 7-v

V= [(Txxvx T TxyVy T+ szvz); (Tvax T TyyVy + T)’ZUZ); (szvx T TzyVy T TZZUZ)]

il

T-U= 2 O; 2 T;jV; El resultado es un vector
L J
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b

Operaciones diferenciales con vectoresy

- 1 tensores

Operador V

[ 6) ()-308

l

Se usa para calcular gradientes o divergencias. Cuando se calculan gradientes el
resultado es una entidad de un orden mayor, mientras que si se calculan divergencias,
el resultado es una entidad de un orden menor.
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b

Operaciones diferenciales con vectoresy

- 1 tensores

Gradiente de un campo escalar Vs

El gradiente de un escalar es un vector que apunta en la direccion de la mayor
velocidad de cambio de ese escalar, cuyas componentes estan dadas por la derivada
parcial del escalar respecto a cada eje coordenado.
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b

Operaciones diferenciales con vectoresy

- 1 tensores

Gradiente de un vector: Vv

0 0 0
ox * ax' ¥ ox'”
o 0 0
Vv = @Ux @Uy @UZ
9] 0 9]
_va Evy EUZ
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El gradiente de un vector es un
tensor, definido por el
producto diadico del vector
nabla y del vector del que
queremos calcular el gradiente
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b

Operaciones diferenciales con vectoresy

- 1 tensores

Divergencia de un vector: V - v

v.3 0 L2 0 - 0
T ﬁy 9z 2

V.3 = Eiv El resultado es un escalar
ai

Es el producto escalar entre el operador nabla y el vector en consideracion.

Fendmenos de Transporte en Ingenieria de Procesos 15



b

Operaciones diferenciales con vectoresy

- 1 tensores

Divergencia de un tensor: V-7

_ 0Ty O0Tyx 0Ty 0Tyy 0Ty, 0Ty 0Ty, 0Ty, 0Ty
V'T_Kaeraeraz C\ax "oy ez ) \ax Ty T ez

_ 0
j i

Es el producto vectorial entre el operador nabla y el tensor en consideracion. El
resultado es un vector.
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b

Operaciones diferenciales con vectoresy

- 1 tensores

Laplaciano de un escalar: V?2s.

O Ue 72 625+623+025
> TV T \0x2 T 9y2 T 922

El laplaciano de un escalar es la divergencia del gradiente de una propiedad escalar
S, ¥ su resultado es una magnitud escalar.
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b

Operaciones diferenciales con vectoresy

- 1 tensores

Laplaciano de un vector: V9.

U3 = V25 — azvx+azvx+azvx | 62vy+
VTV T oxz Tayz T a2z )0 axz T oy T az27 ax? | 9y? | 0z

El laplaciano de un vector es la divergencia del gradiente de ese vector v, y su
resultado es un vector
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b

Derivadas respecto al tiempo en distintos

5y 1 sistemas de referencia

. « ¢ 0
Derivada parcial a—i

Indica la variacion de la propiedad c con el tiempo (velocidad de cambio de c) para
un observador ubicado en una posicion fija del espacio (x, y, z) (Enfoque Euleriano)

El observador fijo define un volumen de control, y observa como cambia la
concentracion en el tiempo dentro de ese volumen de control.
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b

Derivadas respecto al tiempo en distintos

5y 1 sistemas de referencia

Derivada total %

Es la variacidon de la propiedad c con el tiempo observada desde un punto x que se
desplaza a una velocidad w (enfoque Lagrangiano), siendo:

dx dy dz
dt dt dt

dc_(?c_l_ (3c+ ac+ dc
dt ot ax " "oy T Wrgy

dc ac dc dx Bcdy dc dz dc Oc
dt ot axdt aydt azdt dt 0t

W = [Wx w,, Wz] — [ ] Velocidad de desplazamiento del observador
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b

Derivadas respecto al tiempo en distintos

5y 1 sistemas de referencia

. . )
Derivada material o substancial D_i

Es la variacion de |la propiedad c con el tiempo observada desde un punto que se
desplaza a la misma velocidad del fluido v, siendo

Dc Oc dc ac dac
—+vx—+vy—+vza

Dt ot *ax ' Y ay
Dc_ac_l_qV
pt ot ¢
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' Derivadas respecto al tiempo en distintos

1 sistemas de referencia

)
Relaciones entre ¢, 4cy Dc
ot dt Dt
dc Odc Ly
—=—+4+w.Vc
dt 0t
Dc Oc ey
—=—+v.Vc
Dt 0

Fendmenos de Transporte en Ingenieria de Procesos

Dc_ac
Dt Ot

Dc_dc
Dt dt

22



Muchas gracias por tu
b atencion

° www.fing.edu.uy H
__ | UNIVERSIDAD
FACULTAD DE AXIB | DE | AREPUBLICA
INGENIERIA Tiii;
Q o /fingudelar

—_— T ¥

TR URUGUAY
__. =




	Diapositiva 1: Operaciones con vectores y sistemas coordenados
	Diapositiva 2: Sistema cartesiano
	Diapositiva 3: Coordenadas cilíndricas
	Diapositiva 4: Coordenadas esféricas
	Diapositiva 5: Coordenadas esféricas
	Diapositiva 6: Vectores
	Diapositiva 7: Operaciones vectoriales
	Diapositiva 8: Operaciones vectoriales
	Diapositiva 9: Operaciones tensoriales
	Diapositiva 10: Operaciones tensoriales
	Diapositiva 11: Operaciones tensoriales
	Diapositiva 12: Operaciones diferenciales con vectores y tensores
	Diapositiva 13: Operaciones diferenciales con vectores y tensores
	Diapositiva 14: Operaciones diferenciales con vectores y tensores
	Diapositiva 15: Operaciones diferenciales con vectores y tensores
	Diapositiva 16: Operaciones diferenciales con vectores y tensores
	Diapositiva 17: Operaciones diferenciales con vectores y tensores
	Diapositiva 18: Operaciones diferenciales con vectores y tensores
	Diapositiva 19: Derivadas respecto al tiempo en distintos sistemas de referencia
	Diapositiva 20: Derivadas respecto al tiempo en distintos sistemas de referencia
	Diapositiva 21: Derivadas respecto al tiempo en distintos sistemas de referencia
	Diapositiva 22: Derivadas respecto al tiempo en distintos sistemas de referencia
	Diapositiva 23: Muchas gracias por tu atención

