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Contexto Histérico

Publicaciones

@ 1954: Tutte [12] da nacimiento al polinomio que lleva su
nombre en el articulo titulado “A contribution to the theory of
chromatic polynomials”.

@ 1956: Moore y Shannon [8] publican el articulo titulado
“Reliable Circuits using Less reliable relays”.

@ 1986: Boesch [3] publica el articulo titulado “On unreliability
polynomials and graph connectivity in reliable network
synthesis".

@ 2023: Kahl y Luttrell [7] publican el articulo titulado "“On
maximum graphs in Tutte polynomial posets'".
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Confiabilidad de un grafo

Dados dos enteros positivos n'y m tales que n—1 < m < (3),
denotaremos mediante Cp, ,, a la clase de grafos simples y conexos
con n vértices y m aristas.

Definicién 1.

Para cada nidmero real p en [0,1] y cada grafo G en C, m, la
confiabilidad de G evaluada en p es la probabilidad de que el
subgrafo aleatorio resultante de eliminar a cada una de las aristas
de G en forma independiente y con probabilidad 1 — p sea conexo.

Si denotamos Rg(p) a la confiabilidad de G evaluada en p y para
cada i € {0,1,..., m} denotamos N;(G) la cantidad de subgrafos
recubridores conexos de G con exactamente /i aristas, entonces:

Relp) = >0 NA(G)P (1~ p)™.

i=n—1
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Definicién 2 (Grafo uniformemente mas confiable [3]).

Sea G un grafo en Cy, ;. Diremos que G es un grafo
uniformemente mas confiable si para cada grafo H en C, 1, y

cada ndmero real p en [0,1] se cumple que Rg(p) > Ru(p). |

Definicion 3 (Grafo fuerte).

Sea G en Cp,.m. Diremos que el grafo G es fuerte si para cada

entero i en {n—1,n,...,m} y cada grafo H en Cp, m se tiene que
N;(G) > Ni(H).

Observacion:

Todo grafo fuerte en C,, , es uniformemente mas confiable en C, .
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Ejemplo: estudio de existencia en la clase C; 4

La clase Cs 4 consiste Ginicamente en los grafos G4 y H.
Observemos que N3(Cs) =4y Na(C4) = 1, mientras que
N3(H) =3y N4(H) = 4, por lo que

Re,(p) = 4p>(1 — p) + p*.
Ru(p) = 3p*(1 - p) + p*.

Como Rc¢,(p) > Ru(p) para todo p en [0,1], Ca es uniformemente
mas confiable en C4 4. En este caso tenemos ademas que (4 es
fuerte en C4 4.

G H
Figura: Grafos G4 y H.
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Lema de comparacion

Definiciéon 4 (Comparacion en entornos de 0 y 1).

Sean G y H en C, m. Decimos que el grafo G es mas confiable
que el grafo H en un entorno de p = 0 (resp. p = 1) si existe
algtin ndmero real positivo ¢ tal que para todo p € (0,0) (resp.

p € (1—20,1)) se cumple que Rg(p) > Ru(p). )

Lema 1 (Brown y Cox [4]).

Sean G y H dos grafos en Cp, .

O Siexistei € {0,1,...,m} tal que Ni(G) = Ni(H) para todo
ke{i+1,i+2,...,m} y N;(G) > Ni(H), entonces G es
mas confiable que H en un entorno de p = 1.

Q Siexiste j € {0,1,..., m} tal que Ni(G) = Nk(H) para todo
k€{0,1,...,j—1} y Nj(G) > N;(H), entonces G es mas
confiable que H en un entorno de p = 0.
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Numero de arboles recubridores

Sea G un grafo en Cp . Observemos que N,_1(G) es la cantidad
de arboles recubridores de G. Denotemos t(G) = N,_1(G).

Definicion 5.

Sea G un grafo en Cy, m. Diremos que el grafo G es t-optimo si
para todo grafo H en Cp, 1, se cumple que t(G) > t(H).

Observacion:

Todo grafo uniformemente mas confiable es t-6ptimo.

7/33



Confiabilidad Uniforme
000000@000000000

Confiabilidad Uniforme

Conjeturas de Boesch

Conjeturas de Boesch [3]

© En cada clase no vacia C, , existe algtin grafo uniformemente
mas confiable.

@ Todo grafo t-6ptimo tiene didmetro minimo.
© Todo grafo t-6ptimo tiene cintura maxima.
© Todo grafo multipartito completo casi-regular es t-6ptimo.

© Todo grafo uniformemente mas confiable es fuerte.

8/33



Confiabilidad Uniforme
0000000800000000

Confiabilidad Uniforme

Conjetura 1: Falsa [9]

En Ce 11 hay exactamente 12 grafos. El Gnico que maximiza Ng(G)
en Cp11 es Gi, por lo que G; es t-6ptimo. Por el Lema 1, Gy es el
grafo mas confiable en Cg 11 en un entorno de p = 0. Sin embargo,
el grafo Hy cumple que Ng(Gi) = Ng(H1) = (') — 2 mientras que
N7z(H1) = N7(G1) + 1 > N7(Gy). Por el Lema 1, H; es méas
confiable que Gj en un entorno de p = 1. Luego no existe grafo
uniformemente mas confiable en Cg 11.

G1 H 1

Figura: Grafos G; y H;. 033
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Conjetura 2: Falsa [1]

El grafo uniformemente mas confiable dentro de la clase Cs g es G
que tiene diametro 3. Por lo tanto, G, es t-6ptimo. Sin embargo,
el grafo H> pertenece a la clase Cg g y tiene diametro 2.

G2 H>
Figura: Grafos G, y H,.
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Conjetura 3: Falsa [11,7]

El grafo uniformemente mas confiable dentro de la clase C7 11 es
Gs que tiene cintura 3, mientras que el grafo Hz no es
uniformemente mas confiable y tiene cintura 4.

Gs Hs
Figura: Grafos G3 y Hs.
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Conjetura 4 - Paso 1: Calculo de tr(L(G))

Sea L(G) la matriz de Laplace asociada a un grafo simple G y
Ls(x) su polinomio caracteristico.

Lema 2 (Biggs [2]).

Si G es un grafo simple con n vértices entonces t(G) = n—2Lg(n).

Sea (di,d>,...,d,) la secuencia de grados de G. Entonces:

tr(L(G)) = i i = i di = i di(1+ dy)°,
tr(L(G)?) = i N2 = i di(1+d;)*

tr(L(G)3) = Zn: A= an di(1 + d;)* + 2v(G),
i=1 i=1

donde v(G) es la cantidad de subgrafos Ps inducidos en G. 12/33
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Conjetura 4 - Paso 2: Acotacion de tr(L(G)))

Un grafo simple G verifica v(G) = 0 si y sélo si es unién de grafos
completos.

Prueba. Es claro que si G es unién de grafo completos entonces
v(G) = 0. Si G no es unién de completos entonces existen dos
vértices v y w dentro de una misma componente conexa de G
tales que d(v,w) = k > 2. Tomemos un camino de longitud
minima v, vy, v, ..., vx = w. Como v no es adyacente a vy, la
terna de vértices {v, v1, v»} induce un subgrafo P; y v(G) > 0. &

Lema 4 (Petingi y Rodriguez [10]).

Para todo grafo simple G con secuencia de grados (di, da, ..., dp)
y todo k € 7T se cumple que tr(L(G)*) > S0, di(1 + d;)< 1.
La igualdad ocurre si y sélo si G es unién de grafos completos.
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Conjetura 4 - Paso 3: Acotacién de Lg(x)

Teorema 1.

En todo grafo simple G con secuencia de grados (di, d, ..., dp)
tal que G es conexo se cumple para todo x > n que

n - di 1+d,‘
Lo(x) < Xne—ZV(G)/(3X3) H <1 B 1+ d,> /( ) .
i=1 X

Ademas, la igualdad ocurre si y sélo si G es unién de grafos
completos.
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Conjetura 4 - Paso 3: Acotacién de Lg(x)

Prueba.

—'“(Li(n)) (H(l—):i—ln(1_> En;:i;,kak
X (L +°°"d(1+c/k1
g o
z()
= 21;)(5) ~In (;_ﬁl(l ! td )d/(”‘”)

donde se utiliza el Lema 4 en la primera desigualdad. W
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Conjetura 4 - Paso 4: Dominacion en casi-regulares

Definicién 6.
Decimos que una tupla de enteros (x1,x2,...,Xn) €s justa si todo
par de entradas x; y x; cumplen que |x; — xj| < 1.

A

Lema 5 (Petingi y Rodriguez [10]).

d;/(1+d;
La funcién f(dy, db, . .., dn, x) = [1"y (1 -~ %) M) e
que di + dr + ...+ d, = 2m se maximiza para todo x > n

precisamente cuando (di, da, ..., dp) es justa.

.
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Conjetura 4 - Paso 5: Demostracion

Teorema 2 (Petingi y Rodriguez [10]).

Todo grafo multipartito completo casi-regular es t-éptimo.

Prueba. Sean a, r y s enteros no negativos tales que a > 1y sea
G = rK, U sK,1. Probemos que G es t-6ptimo. Sea H otro grafo
con la misma cantidad de vértices y aristas que G. Sean d y d’ las
secuencias de grados de G y H. Aplicando el Lema 2 seguido del
Teorema 1, tenemos que:

t(H) = n2Ly(n) < n"2e"2M/CP) f(d' n) < n"~2f(d, n) = t(G),

por lo que t(H) < t(G). Por los Lemas 3y 5, la igualdad ocurre si
y sélo si v(H) =0y d’ es justa, es decir, H es un grafo casi-regular
que es unién de completos. Estoes que H~ G. B
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Definicion 7 (Tutte [12])

Sea G un pseudografo y S(G) el conjunto que consiste en todos
los subgrafos recubridores de G. El polinomio de Tutte de G se
denota T¢(x,y) y se define de la siguiente manera:

= Y (= HO(y 1),
HeS(G)

.
.
N

donde k(H) denota la cantidad de componentes conexas de H y
c(H) es el corango de H que vale |[E(H)| — |V(H)| + x(H).
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Invariante de Tutte-Grothendieck (T-G)

Definicion 8.
Dados dos pseudografos G y H tales que v € V(G) y w € V(H),

denotamos G, - H,, el grafo que se obtiene de G U H tras
identificar a los vértices v y w.

Definicion 9 ( [6]).

Sea G una clase de pseudografos cerrada bajo contracciones y
sustracciones de aristas tal que K1 € G y sea R un anillo
conmutativo con unidad. Un invariante de grafos f : G — R es de
T-G si f(K1) = 1, existen elementos a, b € R tales que para cada
grafo G de G y cada arista ordinaria e de G se tiene que

f(G) = af(G — e) + bf(G x €) y ademds para cada G, H € G tal
que GUH € G (o G, - Hy, € G) se cumple que

f(GUH) = f(G)f(H) (respectivamente, f(G, - H,) = f(G)f(H)).

™ = = —

v
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Teorema Receta

Sea L el pseudografo que consiste en un (nico vértice con un lazo
y P, el camino simple de n vértices.

Teorema 3 ( [5]).

Si G es un conjunto de pseudografos cerrado bajo contracciones y
sustracciones de aristas que incluye P, y L, R es un anillo
conmutativo con unidad y a, b, xg, Yo € R tales que tanto a como
b tienen inversa, entonces existe un tnico invariante de T-G

f:G — R tal que f(P2) = xp y f(L) = yo. Ademas,

f(G) = 3<(6) pr(©) Tg(b_lxo, a_lyo),

siendo r(G) = |V(G)| — k(G) el rango de G y
c(H) = |E(G)| — |V(G)| + k(G) el corango de G.
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Ejemplos: confiabilidad y nimero de arboles

El nimero de arboles satisface que t(K1) =1, t(L) =t(P2) =1y
t(G) = t(G — e) + t(G * e). Aplicando el Teorema receta con
X0 = yo = a = b =1 obtenemos que t(G) = Tg(1,1).

A

La confiabilidad satisface que Rk, (p) =1, Ri.(p) =1, Rp,(p) = p
y Rc(p) = (1 — p)Rc—e(p) + PRG+e(p). Sea G un grafo cualquiera
en Cpm. Aplicando el Teorema Receta al grafo G con xg = p,
vw=1 a=1—pyb= p obtenemos que

n— m—n 1
Re(p) = (1 —p) Lo T (1, m) .

\
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Otro ejemplo: polinomio cromatico

El polinomio cromatico satisface que xk,(\) = A.

Considerando el polinomio auxiliar Pg(\) = x(\)/ A€ si
tenemos que xk,(\) = 1. Ademds el polinomio cromdatico cumple
que XG(A\) = xXc_e(A) — XGxe(N), y si e no es arista puente
deducimos que Pg(\) = Pg_e(A) — Pgse()). Ademds,

Pp,(A) =X —1y P () = 0. Aplicando el Teorema Receta para
G € Cn,m con el invariante P usando xo =X —1, yp=0,a=1y
b = —1 obtenemos que Pg()\) = (—1)""1T¢(1 — \,0), y por lo
tanto,

x6(A) = (=1)""TATg(1 - A,0).

.

Observacion

El teorema de los 4 colores se reduce a probar que todo grafo
plano G cumple que T¢(—3,0) # 0.
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Grafo Tutte-maximo

Definicion 10 (Kahl y Luttrell [7]).

Un grafo G en Cp,  es Tutte-maximo (T-M) si para cada grafo H
en Cp.m existe un polinomio Py(x,y) con coeficientes no negativos
tal que Tg(x,y) — Th(x,y) = (x +y — xy)PH(x,y).

Proposicion 1.

Todo grafo Tutte-maximo es uniformemente mas confiable.

Prueba. Sea G un grafo T-MenCpm, H€ Cpmy p € (0,1).
Como G es T-M, To(x,y) — Tr(x,y) = (x +y — xy)Pr(x,¥),
donde todos los coeficientes de Py(x, y) son no negativos.
Evaluandoen x =1, y =1/(1 — p) y usando el Teorema Receta:

Te(1,1/(1=p)) = Tr(1,1/(1 = p))
=(1—p) "p ™" P(L,1/(1 — p)) 2 0. O
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Maximizacion de invariantes

Proposicion 2 ( [5]).

Si G es un grafo Tutte-maximo entonces maximiza
simultaneamente todos los siguientes invariantes:

@ El ndmero de arboles recubridores Tg(1,1).

El ndmero de bosques recubridores Tg(2,1).

°
@ El nimero de subgrafos conexos recubridores T¢(1,2).
°

El nimero de orientaciones aciclicas T(2,0).

Prueba. Notar que x +y —xy =1— (1 —x)(1 —y). Si G es
Tutte-maximo en C, m y H € C, m entonces, para cualesquiera

xo > 0eyy >0 tales que 1 — (1 —xp)(1 — yo) > O se tiene que
T6(x0,¥0) = Th(x0,y0) = (1 = (1 = x0)(1 = y0)) Pr(x0, o) = 0. W
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Existencia de grafos Tutte-maximos en C, ,

Definamos Gy ~ Gy si Tg(x,y) = Th(x,y). La relacion ~ es de
equivalencia en C, . Tomando el conjunto cociente Cp, 1, se
consigue que = es una relacién de orden parcial en Cp, .

Teorema 4 (Kahl y Luttrell [7]).

Sean Hi y H> dos bloques de H tales que v es un vértice comiin de
Hi y Ha, y sean uv € E(Hy) y vw € E(Hy). Definamos

G =H — uv+ uw. Entonces H X G y si ademas H; # K> o

Hy # K> entonces H < G.

A

Teorema 5 (Kahl y Luttrell [7]).

En la clase Cp, , la relacion < es el siguiente orden total:
C3-(H—3)K2 < C4‘(n—4)K2... < Cn_]_‘K2 < Cn, por/oque
Cn es Tutte-maximo en Cp, .

.
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Existencia de grafos Tutte-maximos en C, 11

Lema 6 (Kahl y Luttrell [7]).

Si un grafo H tiene dos caminos inducidos P, y Py, paralelos con
los mismos extremos tales que a > b + 1, entonces el grafo G que
se obtiene de H reemplazando P, por P,_1 y Py por P11 cumple
que H < G.

A

Definicion 11.

El grafo 0, p . consiste en tres caminos internamente disjuntos de
largos a, b y ¢ que tienen los mismos extremos. Denotamos 0, al
grafo 0, c cona= |(n+1)/3], b=1[(n+1)/3] y
c=n+1—a—b.

A

Teorema 6 (Kahl y Luttrell [7]).

El tnico grafo Tutte-maximo en Cp py1 €5 0.
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Generalizacion de la confiabilidad

Definicién 12.

Sea G un grafo en C, m y Sea s un entero positivo. La
s-confiabilidad de G en p es la probabilidad de que el subgrafo
aleatorio resultante tenga no mas que s componentes conexas,

donde cada arista de G falla independientemente con idéntica
probabilidad 1 — p.

Para cada entero positivo s definimos N,-(s)(G) como la cantidad de
subgrafos recubridores de G con exactamente /i aristas que tienen s

componentes conexas o0 menos. Si denotamos Rg)(p) ala
s-confiabilidad de G en p, entonces

RE(p) = > N(G)p'(L - p)" .
i=0
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Maximizacion de la confiabilidad generalizada

Para cada grafo G en Cnm y enteros i en {0,1,....,m} y k € Z*,

(s) B > 1 0T¢g
NEO = 2 G st tay e Y

Jj=max{1,n—i}

Sean G y H dos grafos en Cp, . Si H < G entonces
N,.(s)(H) < N,-(S)(G) para cadas € Z" y cada i € {0,1,..., m}.

Teorema 7.

Todo grafo Tutte-maximo es uniformemente s-confiable.
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Problemas Abiertos

Algunos problemas abiertos

Algunos problemas abiertos

o

2]

© 00O

Probar o refutar: todo grafo uniformemente mas confiable es
fuerte.

Decidir en cada clase no vacia C, m si existe o no existe grafo
uniformemente mas (menos) confiable.

Idem si asumimos fallas en vértices en lugar de aristas.
Hallar todos los grafos t-6ptimos de cada clase Cp, .

Probar o refutar: en cada clase no vacia Cj, 43 existe alglin
grafo que es Tutte-maximo.

Probar o refutar: todo grafo multipartito completo regular es
Tutte-méaximo.
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