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Juan, 18:33-38

33 Pilato: jEres ti el Rey de los judios?
34 Jesis: Dices tu esto por ti mismo, o te lo han dicho otros de mi?

35 Pilato: jSoy yo acaso judio? Tu nacién, y los principales sacerdotes,
te han entregado a mi. ;Qué has hecho?

36 Jesus: Mi reino no es de este mundo; si mi reino fuera de este
mundo, mis servidores pelearian para que yo no fuera entregado a los
judios; pero mi reino no es de aqui.

37 Pilato: ;Luego, eres tu rey?

Jesus: Tu dices que yo soy rey. Yo para esto he nacido, y para esto
he venido al mundo, para dar testimonio a la verdad. Todo aquel que
es de la verdad, oye mi voz.

38 Pilato: ;Qué es la verdad? [..]
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La verdad en matemdtica (1/2)

Algebras implicativas
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Existen al menos dos nociones de verdad en matematica:

1. La verdad a partir de un calculo de valor de verdad

La verdad como correspondencia entre un enunciado y el mundo externo
(Aristételes, Platén, Descartes, Leibniz, Hume, Kant, Tarski, Popper, ...)

Negacion Conjuncién Disyuncién Implicacién
¢ | =¢ ¢ | Y | oY ¢ | Y | oV |V | o=
V| F 4 v v vV a4 4
F |V v F F V| F vV V| Z F
F |V F F |V v F |V v
F | F F F | Z F F |7 v
Equivalencia légica Cuantificacién universal y existencial
B I R ¢(x) Ve ¢(z) | Iz ¢(x)
4 v ¢(a) es ¥ para todo a v
v | F F ¢(a) es .F para algin a F
F |V F o(a) es 7/ para algin a v
F |7 v ¢(a) es .F para todo a F
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La verdad en matemdtica (2/2)

Existen al menos dos nociones de verdad en matematica:

2. La verdad a partir de una demostracion

(Axioma) L'¢ B
T,ékF FE¢= I't¢
=) ThH¢=1 LEY
't¢ Tro T'FépAy TroAy
) TTFéAd = TFy
L'ké¢ Y TFévy T,obxy Dby
(% TFo¢ved TFévey TFx
Loy T,oF— Li=oby T,—¢ b
) TF—¢ TFo
I _Trveg
(V) Tr de) si g FV(T) TF (;$[x — t]
I+ ¢z :=t] F'k3z¢ T,pk
(3) m TF o si x¢ FV (T',2)
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Teorias y modelos

El punto de vista sintactico: Una teoria .7 estd definida por
@ Un lenguaje £  (definido por sus simbolos de constante/funcién/predicado)
@ Un sistema de deduccién (clasico o intuicionista)

@ Un sistema de axiomas

El punto de vista semantico: Un modelo .# esta definido por:
e Un conjunto .Z # @ (dominio de la interpretacién)

@ Elementos, funciones y relaciones (o funciones de verdad) en .#Z
para interpretar los simbolos del lenguaje .

@ ./ es un modelo de una teoria .7 (notacién: A4 = .7)
cuando . satisface todos los axiomas de .7

Propiedad deseada (Correccién)

Si 7+ ¢, entonces .4 = ¢ en todos los modelos .# = .7
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Teorias de primer orden

Definicién (Teoria de primer orden)

Una teoria de primer orden .7 estd definida por:
Q un Ienguaje de 1°" orden ¥ (definido por sus simbolos de funcién/predicado)
@ un conjunto de férmulas cerradas de .Z: los axiomas de .7

Una férmula cerrada ¢ es un teorema de 7 cuando tiene una derivacién
formal a partir de los axiomas de .7. Notacién: J F ¢

Note: Derivaciones formales son objetos finitos (listas o arboles finitos) definidos a
partir de uno de los sistemas de deduccién (equivalentes) para la Iégica cldsica. Cada
derivacién formal solo usa un nimero finito de simbolos y de axiomas de .7

Ejemplos de teorias de primer orden:
@ La teoria de los grupos
@ La teoria de los cuerpos (etc.)
o La Aritmética de Peano (PA)
@ La teoria de Zermelo-Fraenkel (ZF)
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Interpretacion de Tarski de un lenguaje de primer orden

Sea .Z un lenguaje de primer orden

Definicién (Interpretacién de Tarski del lenguaje %)

Una interpretacién de Tarski .# de £ esta definida por:

un conjunto no vacio .#Z # @ (el dominio de la interpretacién)

un elemento ¢ € .# para cada simbolo de constante ¢

una funcién % : . 4% — # para cada simb. de funcién f (k-ario)

una funcién p# : .#* — {0,1} para cada simb. de predicado p (k-ario)
v

Dada una interpretacién de Tarski .# de un lenguaje £, se interpretan:

@ cada término t(x1,...,2Zn) (con pardmetros a; € .#) por un elemento
[t (as, .-, an) (€ )
@ cada férmula ¢(z1,...,Zn) (con pardmetros a; € .#) por un valor
8] (a1, ..., an) (€ {0,1})

(interpretando cada conectiva por su tabla de verdad, y V/3 por min / max)
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Modelos de Tarski

Sea .7 una teoria de primer orden sobre un lenguaje &
Definicién (Modelo de Tarski de .7)

Un modelo de Tarski de .7 es una interpretacién .# del lenguaje .Z
que satisface todos los axiomas de 7. Notacién: # =

Por supuesto, si .# |= 7, entonces .# también satisface todos los teoremas de 7

Ejemplos:
@ Los modelos (de Tarski) de la teoria de grupos son... los grupos
@ Los modelos (de Tarski) de la teorfa de cuerpos son... los cuerpos

@ El conjunto IN (equipado con las funciones adecuadas) es el modelo mas
pequefio de la Aritmética de Peano (PA): el modelo estandar...
... pero hay mucho mds modelos de PA, de todos los cardinales infinitos

@ Si la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF) es consistente,
entonces tiene modelos... jinclusive modelos numerables!
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Propiedades de los modelos de Tarski

Dada una teoria de primer orden .7 sobre un lenguaje .£:

@ Completitud: T es consistente sii Z tiene un modelo
Corolario: Ttk sii M = ¢ paratodo A = T
@ Compacidad:  tiene un modelo sii

cada conjunto finito de axiomas de .7 tiene un modelo

© Loéwenheim-Skolem: Si .7 tiene un modelo infinito .Z,
entonces .7 tiene un modelo .#Z,, de cardinal k para cada cardinal
infinito x > Card(.Z). Ademas, se puede construir .Z,, tal que:

o ., es elementalmente equivalente a .#,
o M., C .My, cuando r < Card(.4y)
o M. O My, cuando k > Card(.#)
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i Qué es un algebra de valores de verdad?

@ Qué es un conjunto de ndmeros?

e Un anillo, un cuerpo, etc.

i Qué es un espacio de vectores?

o Un espacio vectorial, un médulo, etc.

@ ;Qué es un espacio de puntos?

o Un espacio afin, un espacio topoldgico

i Qué es un dlgebra de valores de verdad?
o Un dlgebra booleana
e ‘B(P), donde (P,-) es una PCA
o P(II), donde (A,IL,..., L) es una AKS

e Un dlgebra implicativa

Algebras implicativas
00000000000000000
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Intuicién fundamental: el orden légico

@ Se define el (pre)orden I6gico ¢ < 9
equivalencia asociada ¢ ~ @ por:

o<y i b=
o~y sii g <
sii R

sobre las proposiciones y la

es verdadera

y v<¢

es verdadera

® ¢ A1) (resp. ¢V 1)) es el infimo (resp.

el supremo) de ¢ y 9

x<¢ x<¢v¢

(pny) <o (pny) < X < (A1)

p<x P<x

d»<(pV) P < (pV) (pVvy) <x
o Negacién: =g~ ¢ y (0 <y sii ¢ <—9)
@ Adjuncién A/—: (pAY) < x sii o< (Y=x)
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Definicién (Algebra booleana)

Un &lgebra booleana es un conjunto ordenado Z = (%, <) tal que:

@ Z tiene minimo y maximo:

0 := min(%) y 1 := max(%)
© Cada dos elementos z,y € # tienen infimo y supremo:

z Ay = inf{z,y} y zVy := sup{z,y}
© A (resp. V) es distributiva con respecto a V (resp. A):

zA(yVz) = (xAy)V(zAz)

zV(yAz) = (Vy)A(zV2) (¢,y,2 € B)

© Cada elemento = € # tiene un complemento —x € 4, tal que:

zA-x = 0 y V- =1

Algebra booleana = reticulo acotado, distributivo y complementado
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Observaciones (1/2)

Algebra booleana = reticulo acotado, distributivo y complementado

Las dos leyes de distributividad son equivalentes
xA(yVz) = (zhy)V(zAz)

zV(yAz) (xVy)V(zV2) (z,y,2 € B)

Dichas leyes implican que el complemento —x (de cada ) es (nico

Es decir: -z estd definido por zA—-z=0y zV-ax=1

La complementacién x + —x es una involucién antitona:

- = y (z <y sii ~y<-x)

En particular, la complementacién intercambia A con V:

“(zAy)=-zV-y y  o(zVy =-zAy
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(2/2)

@ Se definen la implicacién « — y y la equivalencia z <>y por:

r—y = xVy y

@ Tenemos que:

—(r—y) = Ay y

ey = (—2y)A(y—a)

“(zey) = (A-y) V(YA )

@ Se puede caracterizar el orden z <y mediante cada una de las

operaciones A, V 'y —:
z<y sii
sii
sii

TANy==x
TVy=y
z—=y=1

@ Laigualdad x =y se caracteriza mediante la operacién <:

T=y sii ry=1
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Ejemplos
o1 := {0=1} (dlgebra booleana degenerada)
o2 := {0,1} con0<1 (4lgebra booleana trivial)
@ PB(X) con C (conjunto potencia)

» Observar que 1 ~ P(@) y 2 =~ P({*})

Proposicién (Algebra booleana producto)

El producto H%l de una familia (%;);cr de dlgebras booleanas
il
(equipado con el orden producto) también es un dlgebra booleana

> Observar que P(X) ~ 2% = H2
X

Proposicién (Algebras booleanas finitas)

Las dlgebra booleanas finitas son las de la forma Z ~ 2", con n € IN
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Filtros e ideales (1/2)

Sea % un dlgebra booleana
Definicién (Filtro / Ideal)
@ Un filtro de & es un subconjunto F' C A tal que:
Q@1leF (F no es vacio)

Q@ SizeFey>ux, entonces z € I (F estd cerrado superiormente)

© Siz,y€ F,entoncesz ANy € F (F estd cerrado por A)

@ Un ideal de & es un subconjunto I C £ tal que:

Q0c/ (I no es vacio)
Q Sizeley<ux, entonces x € I (I estd cerrado inferiormente)
©Q Siz,y€cl entonceszVy€El (I esta cerrado por V)
V.
Intuicion: - Filtro = criterio de verdad = “entorno” de 1

—Ideal = criterio de falsedad = *“entorno” de 0
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Filtros e ideales (2/2)

@ Filtros e ideales son duales, via complementacién:

F filtro sii — I ideal
I ideal sii —1 filtro J

Escribiendo =X := {-z |z € X} (para X C A)

@ Se puede cocientar un algebra booleana % por cualquier filtro
F C % o por cualquier ideal I C £ (por dualidad):

B|F = B]~p, con x~py = (zoy eF
Bl = B/~p, con xr~ry = (xAy)el J

Nota: zAy := (z A-y)V (yA-z) = =(z < y) (diferencia simétrica)

Proposicién (Algebra booleana cociente)

El cociente B/ F (resp. #/I) es un algebra booleana
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Otros ejemplos de élgebras booleanas

@ Sea # = (P(X), <), con X infinito. Se definen:
Ix = {Y cX | Y finito} (conjuntos finitos de X)
Fx = {Y cX | Ye finito} = —Zx (conjuntos cofinitos de X)

El lgebra cociente P(X)/Zx = P(X)/Fx no tiene dtomos,
por lo tanto no es de la forma P(Z) para ninglin Z  (a menos de iso)

@ Sea Q un conjunto. Toda o-dlgebra A C Q (equipada con C) es una
o-algebra booleana (i.e. con todos los infimos y supremos numerables)

@ Sea (2,4, 1) un espacio medido. El conjunto
[p=0] = {X €A|upX)=0}
es un o-ideal de A (i.e. con todos los supremos numerables).

El cociente A/ = 0] también es una o-dlgebra booleana
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Ultrafiltros

Proposicién y definicién (Ultrafiltro)

Para todo filtro 7 C %, las siguientes aserciones son equivalentes:
@ F es un filtro propio (i.e. # %) maximal
@ F¢ (=% —F) es un ideal de #
Q@ F¢=-F
Q B/F ~2
Cuando es el caso, se dice que F es un ultrafiltro

@ El dual de un ultrafiltro es un ideal primo

Teorema del ultrafiltro

Todo filtro propio F C Z se puede extender en un ultrafiltro U O F

o El teorema del ultrafiltro es consecuencia del axioma de eleccién
(via el lema de Zorn), pero es estrictamente mas débil
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Algebras booleanas y calculo proposicional

o Cualquier férmula ¢(p, q,,...) del célculo proposicional se puede
interpretar en cualquier dlgebra booleana % por un elemento

[6(z,y,2,..)]% € A,
usando pardmetros x,y, z, ... € & (arbitrarios) para interpretar las
variables proposicionales p, q,r,... que aparecen en la férmula
@ Por ejemplo, si o(p,q,r) = (PAg=1r)S (mqV (-r = —p))
entonces [6(z,y,2)]% = (xAhy=2) < (-yV(-z = 1))

Proposicion
Dada una férmula ¢(p, g, r, ...) del cilculo proposicional,
las dos aserciones siguientes son equivalentes:

@ La férmula ¢(p,q,r,...) es una tautologia

@ En toda algebra booleana # y para todos z,y, z,... € A,
tenemos que [¢(z,vy,2,...)]% =1
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Interpretacion de las cuantificaciones

@ En un dlgebra booleana %, se interpretan las cuantificaciones
Vo o(z) y Iz gb(x) por infimos y supremos infinitarios:

Vzo@)]? = Alp(@]  [FBro@)]? = \/Is(a)]
acM ac M

(donde .# representa el dominio de interpretacién)

@ Para ello, se necesita trabajar en un dlgebra booleana % completa,
i.e. que tiene infimos/supremos arbitrarios

e Ejemplos:

o El dlgebra booleana (P(X),C) ~ 2% es completa  (para todo X)

e Si (2, A, 1) es un espacio medido o-finito, entonces el algebra
booleana cociente A/[u = 0] es completa

@ Observacion: En el marco de las élgebras booleanas:
¥V = Ainfinitario
3 =V infinitario
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El dlgebra de Tarski-Lindenbaum

Sea .7 una teoria de primer orden sobre un lenguaje .&

@ Se equipa el conjunto ® de las férmulas cerradas de . con la
relacién de equivalencia ~ definida por:

¢~ sii Tros Y
@ El cociente # := ®/~, equipado con el orden definido por
[Pl <[] si  Thko=1
es un dlgebra booleana, llamada édlgebra de Tarski-Lindenbaum de .7
o El dlgebra de Tarski-Lindenbaum captura muchas propiedades de la
teoria .7, por ejemplo:

B~1 ssi 7 inconsistente
B ~2 ssi 7 consistente y completa
HRB > 2 ssi  consistente e incompleta
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Interpretacion booleana de un lenguaje de primer orden

Sea .Z un lenguaje de primer orden

Definicién (Interpretacién booleana del lenguaje £)

Una interpretacién booleana .# de .Z estd definida por:
@ un algebra booleana completa & (conjunto de los valores de verdad)
@ un conjunto no vacio .#Z # @ (dominio de la interpretacién)
@ un elemento ¢# € .# para cada simbolo de constante c
@ una funcién f“ .. #* — .4 para cada simbolo de funcién f (k-ario)
°

una funcién p# : .#* — 2 para cada simbolo de predicado p (k-ario)

De modo similar a los modelos de Tarski, se interpretan:

@ cada término t(x1,...,2Zn) (con pardmetros a; € .#) por un elemento
[t1% (as, ..., an) (e A)
o cada férmula ¢(z1,...,7n) (con pardmetros a; € .#) por un valor

[6]“ (ar, .., an) (€ )
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Modelos booleanos

@ Interpretacién de las férmulas en Z:
[p(tr,. . t)]” = p?([ta].- ., [ta])
[~6]# = =[] [6 = y]” = [¢]” — [v]*
[ A9l = [el” ATw]  [oVyl” =[] Vv [¥]*
Ve g(@)] 7 = No@]”  [Bed@)]” = \/Io(a)]”

a€M ac M

@ Sea .7 una teoria de primer orden sobre un lenguaje .Z:
Definicién (Modelo booleano de .7)

Un modelo booleano de .7 es una interpretacién booleana .# del
lenguaje . tal que [¢]# = 1z para cada axioma ¢ de 7

Mds generalmente, tenemos que [[(b]]ﬂ = 1g para cada teorema ¢ de T

@ Modelos de Tarski = modelo booleano sobre el dlgebra 2
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Operaciones sobre los modelos booleanos

(1) Producto: Si para cada i € I, .#; es un modelo booleano de .7
sobre un dlgebra %;, entonces:

H///i es un modelo booleano de .7 sobre H%’Z

iel iel

(2) En particular, si .#; es un modelo de Tarski de .7 para todo i € I:
H///i es un modelo booleano (lleno) de .7 sobre 27
iel

(3) Cociente: Si.# es un modelo booleano (lleno) de 7 sobre un
algebra A,y sid C A es un ultrafiltro de 4, entonces:

A /U es un modelo de Tarski de T

(4) La construccién (H%)/u es un ultraproducto ((2)+(3))
i€l
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Ejemplo: construccién de modelos no estdndar

@ Sean . un modelo de una teoria .
e I un conjunto infinito (por ejemplo I = IN)

Por lo anterior, .#' es un modelo booleano (lleno) de la teoria 7
sobre el 4lgebra booleana 27 (~ P(1))

Cocientando por un ultrafiltro U C 27 se obtiene un nuevo modelo

de Tarski:
MU = T (ultraproducto)

El ultraproducto . /U es elementalmente equivalente a ./ ...
... pero en general contiene mucho méas elementos que .Z
@ Tal construccidn se usa para construir modelos de:

o La aritmética no estandar (IN' /()
o El anilisis no estandar (IR' /i4)

o La teoria de conjuntos no estandar
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Modelos booleanos y forcing

Los modelos booleanos también sirven en forcing para construir
extensiones genéricas de modelos de ZF(C)

(ZF = Teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, ZFC = ZF + Axioma de Eleccién)

i Qué es el forcing?

e Método introducido (Cohen 1963) para demostrar la independencia
de la hipdtesis del continuo (HC) con respecto a ZFC

Godel 1938 ya habia demostrado la consistencia relativa de HC,
introduciendo los conjuntos constructibles
@ Permite extender un modelo de Tarski .# de ZF en otro modelo
MG D M (extensién genérica)
donde los conjuntos infinitos (IN, R, etc.) tienen mds subconjuntos

@ Basado en la construccién de un modelo booleano particular .7 (%)
de ZF. Luego: |G| := ///(‘%)/U (U = ultrafiltro genérico)



@ Introduccién

(2] Algebras y modelos booleanos

© Realizabilidad intuicionista y clasica

(%) Algebras implicativas
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El intuicionismo de Brouwer

Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966)

1908: De onbetrouwbaarheid der logische principes
(La desconfiabilidad de los principios de la I6gica)

@ Rechazo de principios no constructivos, tales como:
o La ley del tercer excluido (¢ V —¢)
o El razonamiento por el absurdo (deducir ¢ de la absurdidad de —¢)

o El axioma de eleccién, en sus formas mas fuertes (Zorn, Zermelo)

@ Principios del intuicionismo:

o Filosofia del sujeto creativo

o Cada objeto matematico es una construccién de la mente.
Las pruebas también son construcciones (métodos, reglas...)

e Rechazo del formalismo de Hilbert (I6gica sin reglas)

Brouwer también hizo contribuciones fundamentales en topologia clasica...
... para ser aceptado en el mundo académico matemdtico
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La Iégica intuicionista (LJ)

Aunque Brouwer era fuertemente opuesto al formalismo,
las reglas de la légica intuicionista (LJ) fueron formali-
zadas por su estudiante Arend Heyting (1898-1980)

1930: The formal rules of intuitionistic logic

1956: Intuitionism. An introduction

Intuitivamente:

o Las férmulas ¢ A y Va ¢(x) mantienen su sentido usual, pero
las férmulas ¢V y Jz¢(x) adquieren un sentido mis fuerte:

o Una prueba de ¢ Vi tiene que contener una prueba de ¢ o de ¥
o Una prueba de 3z ¢(x) tiene que contener un testigo =

@ La implicacién ¢ = 1) también adquiere un sentido algoritmico
y la negacién —¢ (definida como ¢ = L) ya no es involutiva

Técnicamente: LJ C LK (LK = Iégica clasica)
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Algebras de Heyting (1/2)

Ya vimos que:  célculo proposicional clasico <« algebras booleanas

Similarmente: calculo prop. intuicionista & dlgebras de Heyting

Definicién (Algebra de Heyting)

Un algebra de Heyting es un conjunto ordenado (47, <) tal que:
@ J7 tiene minimo y maximo:
0 := min(J?) y 1 := max(s)
@ Cada dos elementos z,y € S tienen infimo y supremo:
x Ay = inf{z,y} y xVy = sup{z,y}
© Cada dos elementos =,y € S tienen pseudo-complemento relativo
z—y = max{z € I : (zNz) <y}
caracterizado por la adjuncién de Heyting:

z<(x—y) & (zAx)<y (paratodoszej‘f))

00000000000000000
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Algebras de Heyting (2/2)

Algebra de Heyting = reticulo acotado con pseudo-compl. relativo

@ La existencia de z — y implica las leyes de distributividad:

zA(yVz) = (xAy)V(zAz)

zV(yAz) = (xVy) V(zVz) (@,9,2 € )

@ Pseudo-complemento definido por —z := z — 0. Tenemos que:
zA-z=0 pero xV-ox #1 (en general)

@ De mismo modo, tenemos que z < -z (en general)

Hecho: JZ es un dlgebra booleana sii zV-z=1
sii  ——x =2 (paratodo x € #)

@ Se pierde la dualidad entre filtros e ideales.
Los cocientes solo se hacen con filtros: 5 /F
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Interpretacion de Brouwer-Heyting-Kolmogorov (1/3)

Filosofia del constructivismo: El significado de una férmula ¢ es el
conjunto £(¢) de las “evidencias” (sentido intuitivo) que ¢ se cumple:

Una evidencia de ¢ A 9 es...
@ un par (a,b), donde a € E(p) vy be EW)

. entonces E(Pp A1) = E(¢) x E(¢) (Producto cartesiano)

Una evidencia de ¢ V ¢ es o bien...
@ de la forma izq(a), donde a € E(¢), o
@ de la forma der(b), donde be E()

. entonces E(p V1Y) = E(¢) + E(Y) (Suma directa)

Una evidencia de ¢ = 1 es...
@ una funcién f que transforma cada a € £(®) en algtin f(a) € E(3)
. entonces g(¢ = 7,[)) = g(d)) — g(w) (“funciones computables”)
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Interpretacion de Brouwer-Heyting-Kolmogorov (2/3)

Filosofia del constructivismo: El significado de una férmula ¢ es el
conjunto £(¢) de las “evidencias” (sentido intuitivo) que ¢ se cumple:

No hay evidencia de ...
. entonces E(L) =2 (Conjunto vacio)

Una evidencia de Vx ¢(x) es...

@ una funcién f que asocia a cada objeto € D una evidencia a, € £(¢(x))

. entonces E(Vx p(x H E(d (“Producto dependiente™)
€D

Una evidencia de 3z ¢(x) es
@ un par (z,a), donde x € D y a € E(P(x))

. entonces E(Jx p(x)) = Z E(o(z)) (“Suma dependiente”)
zeD
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Interpretacion de Brouwer-Heyting-Kolmogorov (3/3)

Filosofia del constructivismo: El significado de una férmula ¢ es el
conjunto £(¢) de las “evidencias” (sentido intuitivo) que ¢ se cumple:

(q’) N 1/)) = ((;5) X S(’glJ) (Producto cartesiano)

(¢ \ ¢) = ((b) 8(¢) (Suma directa)

Ep=v) = E(p) = EW) (funciones “computables’)

El) = o (Conjunto vacio)

(T) = {.} (Conjunto unitario)

EVz ¢(z)) = [] £(s()) (Producto dependiente)
x€D

E(Tx o(x)) = Z E(p(x)) (Suma dependiente)
z€D

Ejemplo tipico: Vo Jy ¢(z,y)
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De la filosofia a la matematica

La interpretacién (filoséfica) de BHK se puede formalizar de modo
matematico con la teoria de la realizabilidad [Kleene '45]

@ Interpreta cada férmula ¢ de la aritmética (intuicionista) de 1°" orden
como el conjunto [¢] de todos los “programas” que realizan ¢

@ Teorema: Si HAF ¢, entonces ¢ es realizable

Obs.: HA (Aritmética de Heyting) = Aritmética intuicionista de 1°" orden

La interpretacién de realizabilidad se extiende a:
@ La aritmética intuicionista de 2do orden / de orden superior

@ La teoria de conjuntos intuicionista (IZF)
[Myhill '73, Friedman '73, McCarty '84]

@ Interpretacién categédrica de la realizabilidad +
vinculo con la teoria de topos [Hyland-Johnstone-Pitts '80; Hyland '82]
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Algebras combinatorias parciales (PCA)

Cada interpretacién de realizabilidad (de HA, HA2, HAw, IZF, etc.) estd
parametrizada por un lenguaje de programacién abstracto

Definicién (Algebra combinatoria parcial)

Un dlgebra combinatoria parcial (PCA) es un conjunto P equipado con
una funcién parcial (p,q) +— pq de P? a P (“aplicacién”) tal que
existen elementos (“combinadores”) K, S € P tales que:

o Kp, (Kp)q siempre estdn definidos, y (Kp)g=1p

@ Sp, (Sp)q siempre estd definido; y ((Sp) q) r estd definido sii
(pr) (gr) estd definido, y en este caso ((Sp)q)r = (pr) (qr)

Ejemplos:
@ P := IN, equipado con la aplicacién de Kleene n-m = f,(m)
(donde fr, es la nésima funcién recursiva parcial)

@ P := A/=p (\-términos cerrados, a menos de [-equivalencia),
equipado con la aplicacién del calculo A
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Completitud combinatoria

Debido a los axiomas de K y S, cada &lgebra combinatoria parcial P es
combinatoriamente completa, en el sentido en que:

Proposicién (Completitud combinatoria)

Para cada expresién aplicativa E[z1, ..., ;] que involucra las variables
Z1,...,2Zn (y pardmetros en P), existe un combinador E € P tal que:

(---(Epy)---pn) estd definido sii  E[p1,...,pn| estd definido,
y cuando es el caso:  (---(Ep1)---pn) = Elp1,-..,pn]

(para todos py,...,p, € P)

Por lo tanto:
@ Todos los términos A cerrados son representables en P
@ Todos los enteros n € IN son representables en P (notacién: @ € P)

@ Todas las funciones recursivas parciales son representables en P

En este marco: |Algebra de valores de verdad = B(P)




Introduccién Algebras y modelos booleanos Realizabilidad intuicionista y clasica Algebras implicativas
0000000000 000000000000000000 0000000000080000000 00000000000000000

Interpretar la aritmética intuicionista de 1°" orden (HA)

Dada un &lgebra combinatoria parcial (P,-), se interpretan las férmulas
cerradas de HA (con pardmetros en IN) del modo siguiente:

[n=m] = {{O} sin=m [L] = o

g sin#m

[nd] == {(p.a) : p€[d] v q€[¥]}

[ove] == {(Op) : pe[d]} U {(T,a) : g€ [¥]}
le=v] = {peP : Vge[d], pal y pae[¥]}
[Vzo(z)] == {peP : YnelN, pal y pne [s(n)]

[z ¢(x)] = {(m.p) : neN y pe[o(n)]}
Relacién de realizabilidad definida por: plko sii pe[d]

Teorema (Correccién) [Kleene "45]

Si HAL ¢, entonces plk¢ paraalginp € P  (en cualquier PCA P)




De la demostracién al programa

f
g Vz (¢(z) = ()] "
vz (1b(x) = x(2))] d(z) = ¥(x) [p(x)] @
P(x) = x(z) ()
@
x(z)

(@) = x(@)
V2 (6(z) = x(@) N
Vo (0(@) = x(2) = V2 (8() = x(@)
V (6(2) = (@) = V2 ($@) = x(@) = V2 (6(2) = x(2))

Af

A g A g (fu)
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Forcing
(A =V = infimo)

Realizabilidad
(A = x, ¥ = infimo)

Légica Modelos de Heyting Realizabilidad
intuicionista (forcing de Kripke) intuicionista

Ldégica Modelos booleanos Realizabilidad

cldsica (forcing de Cohen) cldsica

o En forcing: A y V tienen la misma naturaleza:

e Ambos estan interpretados como infimos (binarios o infinitarios)

@ En realizabilidad:

Ay ¥V no tienen la misma naturaleza:
e A esta interpretado como un producto cartesiano
o V aln estd interpretado como un infimo infinitario
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i Qué es la realizabilidad cldsica?  [krivine 94, '00, 03, '09, 11, '12, .. ]

@ Una reformulacién completa de los principios de la realizabilidad de
Kleene para acomodarla con el razonamiento clasico

Reformulacién # Extensién. Por disefio, la realizabilidad de Kleene es
incompatible con la légica clédsica

@ Basada en un vinculo entre el razonamiento cldsico y los operadores
de control descubierto por Griffin '90:

call/cc : (6= ¢) = @)= ¢ (Ley de Peirce)

@ Inicialmente disefiada para PA2, pero se extiende a:

o La aritmética de orden superior (PAw)
o La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF)
o Interpreta el Axioma de eleccién dependiente (DC)

@ Vinculos profundos con el forcing de Cohen
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Principios de la realizabilidad clésica (1/2)

[[(ZS]]J'L - A (valor de verdad)

@ Se interpreta cada ¢ por 2 conjuntos:
’ ¢ P ! { [[¢]] g 1I (valor de falsedad)

donde A es el conjunto de los programas y II el conjunto de las pilas

(Intuicién: programa = defensor / pila = atacante)
@ Programas y pilas interactan en procesos px (e A x 1)

@ Valor de falsedad [#] definido por induccién sobre ¢ (nocién primitiva)
y valor de verdad definido por ortogonalidad: (nocién derivada)

[6]: = {peA : Vae[o], prxme I}

donde 1 C AXII (el polodel modelo) es un conjunto de
procesos que parametriza la construccion (las “contradicciones”)

(Obs.: La operacién [¢] — [¢] es antitona)
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Principios de la realizabilidad clésica (2/2)
@ Valores de falsedad para = y V: (punto de vista del atacante)

[6=4] = [el" W] = {p-7 : peld]", me[¥]}
Ve é@)] = |J [$@)]

veEM

@ Valores de verdad para = y V: (punto de vista del defensor)
o= vl = ([¢]* [¥])" S [el* — [wl*
Mro@l* = (U Bl = ) Bol*

veM veM

@ Se definen: pl- ¢ si pe o)t
si pxme 1l paratodo 7 € [¢]

Hecho observacional

Existe un programa « I ((¢ = ¢) = ¢) = ¢ (ley de Peirce)
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Mdquinas abstractas de Krivine

Definicién (Mdquina abstracta de Krivine)

Una mdquina abstracta de Krivine (AKM) estd definida por:

@ dos conjuntos A (programas) y II (pilas) (defensores/atacantes)
@ una operacién (p,q) — pq de A® a A (aplicacién)
@ una operacién (p,m) —p-m de A xITall (“push™)
@ una operacién 7 [r] dell a A (“store”
@ tres combinadores K, S, @ € A
@ un preorden > sobre A x II (evaluacién), tal que:
pg x T - pxq-T (Push)
Kxp-qg-m = p*xT (K)
Sxp-q-r-m = pkhkr-qr-m (S)
cTxp-T = px[n]-m (SAVE)
7] xp- 7’ = px (RESTORE)

notando p x 7 al par (p, )
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Estructura abstracta de Krivine

Definicién (Estructura abstracta de Krivine)

Una estructura abstracta de Krivine (AKS) es una maquina abstracta de
Krivine (A, I1, @, -, [ ], K, S, a, =) equipada con:

@ un subconjunto PL C A conteniendo K, S, a« y cerrado por aplicacién.
Los elementos de PL se llaman casi-pruebas

@ un subconjunto 1 C A x II (el polo) cerrado por antievaluacién

Si pxm>=p' xn’ y p' 7’ €l, entonces pxmeE I

o Una férmula ¢ esté realizada cuando:  [¢]* NPL # @
es decir:  plF ¢ para algin p € PL

En este marco: |Algebra de valores de falsedad = B(II)




@ Introduccién

(2] Algebras y modelos booleanos

© Realizabilidad intuicionista y clsica

Q Aigebras implicativas



Una situacidon cadtica

MH = modelos de Heyting ~ forcing de Kripke
MB = modelos booleanos = forcing de Cohen
MT = modelos de Tarski

(.- ‘ Realizabilidad intuicionista

(con Algebras combinatorias parciales)

V=inf # A=X

V=A=inf
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i Qué algebra de valores de verdad?

iQué es un dlgebra de valores de verdad?  (en Iégica intuicionista y clasica)

@ ;Un algebra booleana completa? (forcing de Cohen)
@ ;Un algebra de Heyting completa? (forcing de Kripke)
@ ;Un dlgebra combinatoria parcial? (realizabilidad intuicionista)
@ ;Una estructura abstracta de Krivine? (realizabilidad clasica)

Una larga bisqueda hacia la unificacién:
@ Streicher '13: Krivine's classical realizability from a categorical perspective
@ Ferrer et al '17: Ordered combinatory algebras and realizability

@ M. '20: Implicative algebras: a new foundation for realizability and forcing
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Principios subyacentes a las dlgebras implicativas

Q La ldgica estd basada en dos érdenes (sobre los valores de verdad)

o El orden (primitivo) del subtipado, escrito a < b:
“cada prueba de a también es una prueba de b" (identidad)
o El orden (definido) de la consecuencia, escrito a - b:

“cada prueba de a se puede transformar en una prueba de b’

@ La cuantificacién universal se deduce del subtipado

[Vz p(x)] = A[[(ﬁ(v)]] (infimo infinitario)

veM

© La implicacién es primitiva e independiente del subtipado. Las otras
conectivas se derivan de la implicacién, asi como la consecuencia:
atb sii (a—b)es

(donde S es un criterio de verdad adecuado)
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Estructuras implicativas

Definicién (Estructura implicativa)

Una estructura implicativa es una terna (&7, <, —) donde

(1) (&7, <) es un reticulo completo

(2) (=) :.97? — o/ es una operacién binaria tal que:
(2a) @’ < a, bV implica

(2b) A(@a—b) = a— A\Db

beB beB

(a—=b) < (a" = b) (a,a’,b,b' € )

(para todo B C &)

v

@ Se escribe L (resp. T) al minimo (resp. maximo) de <

e Cuando B =, el axioma (2b)da: (a—=T)=T (a € o)
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Ejemplos de estructuras implicativas

o Algebras de Heyting completas (#,<), con — definida por:

<
a—b = max{ce & : (cAa)=b} (implicacién de Heyting)
° Algebras booleanas completas (como caso particular de lo anterior)

@ Dada un &lgebra combinatoria total (P, -), se definen:

o o = P(P)
ea=xb:=acChb
ea—b:={zxe€eP:Vz€a, vz € b} (implicacién de Kleene)

Nota: si uno hace lo mismo con un dlgebra combinatoria parcial, solo se obtiene
una estructura casi implicativa, donde (a — T) # T

e Dada una estructura abstracta de Krivine (A, I1, ..., 1L ), se definen:
o o/ = P(II)
eaxb:=adb
ea—b:=al-b (implicacién de Krivine)
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Definicion de las otras construcciones de la légica

Se usan las codificaciones usuales al segundo orden:

Negacion -a = a— L
Conjuncién axb = A ((a—=b—c)—c)
ced
Disyuncidn a+b = A ((a—=¢)—= (b—c)—c)
cead
Cuant. existencial El a; = A ((A(aZ — c)) — c)
el ced  iel

Proposiciéon

@ Estas codificaciones son correctas con respecto a las reglas de la
Iégica intuicionista y cldsica

@ Cuando (7, <,—) es un algebra de Heyting/Boole, tenemos:

axXxb = aAb, a+b = aYh, 3%’: Yai

i€l i€l
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Derivando realizadores a partir de los valores de verdad

@ Cada elemento a € & representa un valor de verdad abstracto,
independientemente de cualquier nocién de realizador o de prueba

Sin embargo, existe una codificacién ¢ — % del cilculo \ en <7, tal
que: t—»gu implica t7 g u?

o Eslogan: valor de verdad = realizador generalizado

@ En una estructura implicativa, la relacién a < b se puede leer:

e a es un subtipo de b (viendo a y b as como valores de verdad)

e a realiza b (viendo a como realizador, y b como valor de verdad)

e a estd mas definido que b (viendo a y b como realizadores)
» orden de subtipado = orden definicional al revés J

@ Adjuncién fundamental: ‘ab < c sii a < b%c‘
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Sea &/ = (4/,=<,—) una estructura implicativa

Definicién (Separador)

Un separador de &7 es un subconjunto S C &/ tal que:

(1) Siae Sya=<b, entoncesb € S (cerrado superiormente)
(2) K¥ = (\vy.2)? € Sy S¥ = ayz.22(y2))? € S
(3) Si (a—b) € Sya€s, entonces b € S (modus ponens)

Se dice que S es consistente (resp. clasico) cuando L ¢ S (resp. Peirce” € S)

@ Intuicién: Separador S C &/ = criterio de verdad (en &)

e Cuando 7 es un algebra de Heyting/Boole completa, la nocién de
separador coincide con la nocién de filtro (pues ab = a A b)

Pero en general (i.e. afuera del forcing), los separadores no son filtros
(no son cerrados por infimos binarios)
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Algebras implicativas

Definicién (Algebra implicativa)

Un élgebra implicativa es una cuddrupla (7, <, —,.S) donde
o (&/,=<,—) es una estructura implicativa
@ S C &/ es un separador

@ El separador S C &/ induce un preorden de consecuencia:

atbsb = (a—bes (para todos a,b € &)
@ El orden cociente de (&, lg) se escribe o/ /S

Proposicion

Q El orden cociente 27 /S es un algebra de Heyting
@ Si Peirce” ¢ S, entonces o/ /S es un dlgebra booleana

Obs.: El dlgebra de Heyting 27 /S es en general no completa
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Construcciones

@ Las estructuras (algebras) implicativas se pueden manipular casi del
mismo modo que las algebras de Heyting o de Boole:

e El producto de una familia de estructuras (resp. dlgebras)
implicativas es una estructura (resp. dlgebra) implicativa

o El andlogo de los utrafiltros son los ultraseparadores

@ Los modelos implicativos generalizan los modelos booleanos asi
como los modelos de realizabilidad (intuicionista y clasica):
o Los modelos implicativos son cerrados por producto

e El cociente de un modelo implicativo (lleno) de una teoria 7 por un
ultraseparator cldsico induce un modelo de Tarski de .

@ La construccién de los modelos booleanos y de realizabilidad de
()ZF se generaliza a todas las dlgebras implicativas  [Maschio-M. 23]
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El aspecto categérico

o Cada dlgebra implicativa .7 induce un tripos P, : Set®® — HA

(= modelo categdrico de la Iégica de orden superior, expresado como un funtor)

@ Esta construccidn factoriza varias construcciones conocidas:

o Los triposes de forcing, que corresponden al caso donde (&7, <, —)
es un dlgebra de Heyting/Boole completay S = {T} (ie. sin cociente)

o Los triposes inducidos por las dlgebras combinatorias totales...
inclusive por las dlgebras combinatorias parciales, usando un truco de completacién

o Los triposes inducidos por las estructuras abstractas de Krivine

Teorema (Completitud / representacién)

Todo tripos (sobre Set) es isomorfo a un tripos implicativo

(Las algebras implicativas constituyen una representacién de los triposes)

@ Las algebras implicativas clasicas tienen la misma expresividad que la
realizabilidad clésica (inducen exactamente los mismos triposes)
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Resumen de la situacion antes

Topos Modelos de
(Universo categérico) IZF / ZF

.? [Cohen '63] ~
Trlpos 1 Scott, Solovay, Vopénka
(modelo categérico de HOL)

VNN

[Friedman '73]
[Hyland+Johnstone-Pitts'80]

KS}f . [McCarty '84]
e,c/)e
)

[Krivine '00]

/

Abc | |OCA| |PCA| | AKS
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Resumen de la situacion ahora

Topos Modelos de
(Universo categérico) IZF / ZF

?

Tripos
(modelo categérico de HOL)

[Maschio-M. 23]

Algebra implicativa

. N

Abc | |OCA=~ PCA| |AKS
|
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i Qué nocidén(es) de morfismo(s)?

Definicién (Morfismo implicativo) [M. "20]

Sean &7 y % dos algebras implicativas.
Un mapa ¢ : & — 2 es un morfismo implicativo si:

(1) ¢(Ser) € ¢(Sez)
(2) Existe 71 € S t.q. a<d implica 71 < ¢(a) = ¢(a’)

a/
(3) Existers € S t.q. 12 < ¢(a— a') = ¢(a) = ¢(a’)

(a,a’ € &)
V.
Teorema (Equivalencia de categorias) [Steinberg 23]
Algebras implicativas Triposes
con morfismos implicativos = con transformaciones naturales
a menos de equiv. computacional que preservan los infimos finitos

i Qué nocién de morfismo geométrico?
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Una nueva prueba del teorema de completitud

En légica de 1°" orden, la nocién de modelo implicativo generaliza los
modelos de Tarski/Heyting/Boole. Ademis:

Teorema (Completitud fuerte para los modelos implicativos) [M. '22]

Para cada teoria cldsica .7 (de 1° orden), existe un modelo implicativo .#
(sobre alguna algebra implicativa) que captura la teoria 7 :

T k¢ sii M ): 10) (¢ cerrada)

Cocientando por un ultraseparador U D S, (si la teoria 7 es consistente), se
deduce un modelo de Tarski .# /U de .7:

TkE¢ implica MU = ¢ (¢ cerrada)

Factorization de la completitud de 1" orden

Teoria 1° orden Modelo implicativo Modelo de Tarski

= |AE$| & |A/UES

(constructivo) (no constr.)
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Conclusién

Realizabilidad intuicionista y cldsica Algebras implicativas
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Las dlgebra implicativas permiten factorizar las construcciones de
modelos subyacentes al forcing y a la realizabilidad (intuicionistas & cldsicos)

@ Idea: Valores de verdad == realizadores generalizados

Demostracién = Programa = Tipo = Férmula

o Cada dlgebra implicativa induce un tripos implicativo, y la
correspondencia es sobreyectiva (a menos de isomorfismo)

@ En esta estructura: forcing = realizabilidad no determinista

Trabajos en marcha:

° Algebras conjuntivas & disyuntivas [Miquey '20]
o Evidenced Frames [Cohen-Miquey-Tate '22]
@ Modelos implicativos de la teoria de conjuntos [Maschio-M. '23]

@ Estructura categdrica: morfismos implicativos [Steinberg '23]
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