Facultad de Ingenierfa.

IMERL.
Funciones de variable compleja.
Curso 2025
Practico 1 - Generalidades de ntimeros complejos
1. a) Considerando que C = R?, probar que las funciones Re,Im : R? = R y = : R? — R?
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(es decir la funcion que a z le asigna Z) son transformaciones lineales y hallar sus
matrices asociadas en las bases candnicas.

Probar que la funcién |- | : R? — R (valor absoluto o médulo) no es lineal.

, (a+ bi)%.

1
Calcular la parte real e imaginaria de los complejos T b
i
Probar que |21 + 22| < |21] 4 |22| para todo 21, 22 € C.
Probar que |z; — 22| > ||21] — |22|| para todo z1, 22 € C.
Probar que z1z3 = Z1 Z3 para todo z1, 23 € C.

Probar que zZ = z para todo z € C. Sugerencia: recordar el ejercicio 1.a)

3. Determinar y bosquejar los z € C tales que

a) |z—1+1i <4
b) |z+1] <4—|z—1]

4. Definimos f: C — C, f(z) = €* = *¥ = ¢%(cosy + iseny). Probar que:

a

o (=

U

e

)

)
)
)
)

Si z es real entonces e® coincide con e*. Observacion: aqui cuando decimos que z es
real nos referimos a que Im(z) =0

eA1t22 — o?21p%2

e? = e”.

e* # 0 para todo z € C.

e =1sii z = 2kmi, k € Z.

5. Siz # 0, probar que existen n raices enésimas de z (es decir: probar que la ecuacion w" = z
admite exactamente n soluciones distintas) y que ellas son:

2k 2k
V2= /|7 <cos<(p+nﬂ> +i<sen((p+7r>>>, E=0,1...,n—1

n

siendo ¢ = arg z. Observar que forman un poligono regular centrado en 0.



6. Estudiar las transformaciones f : U C C — C que se listan a continuacion:

a) U es el sector angular con vértice en el origen y comprendido entre el semieje real

27
positivo y la semirrecta recta y = tan <—)x, x>0, donde n € N, n > 2. Es decir,
n

U es el sector angular 0 < 8 < T La transformacion f esta definida por
n
f:U—Ctal que f(z) =2" VzeU.

Mostrar que f es biyectiva. Mostrar que f(z) = z" no es biyectiva si el dominio de f
en vez de ser U es todo el plano complejo C. Hallar la imagen por f de las semirrectas

contenidas en U que pasan por el origen y de los arcos de circunferencia |z| = cte,

2
O<0§—7T.
n

Hallar la imagen de las rectas paralelas a los ejes coordenados (estas son Re(z) = cte
e Im(z) = cte) paran = 2,3,4

Uy={2€C:0< Im(z) <a}, f(z)=e¢".

Discutir segtin a si f es inyectiva. Determinar y graficar la imagen para distintos va-
lores de a. Hallar las imégenes de las rectas paralelas a los ejes coordenados. Observar
que si P(2) = ap2" 4+ an_12""' + -+ a1z + ag es un polinomio con a, # 0, entonces
lim,_, o P(2) = 00. De esto concluir que la funcién exponencial f(z) = e* no puede
P(z)
Q(z)

7. Definimos f : C — {0} — C, f(z) = log(z) = log|z| + iArg(z), donde Arg(z) € [0,27) y le
llamamos logaritmo principal de z. jDénde es f continua? Calcular:

ser un polinomio ni un cociente de dos polinomios

a) log(2 + 31) c) log(—1)
b) lim, o+ log(1 + i) d) lim, _,o- log(1 + ic)

Mostrar que una vez elegida una determinacién del argumento, la funciéon logaritmo es
continua en todo el plano menos una semirrecta que parte del origen. Probar que el°8% = 2
vz € C — {0}.

8. Hallar el error en la siguiente paradoja de J. Bernoulli, donde log denota el logaritmo
principal.

(—z)2 =22 = log ((—2)2) = log (22) = 2log(—2z) = 2log(z) = log(—2) = log(z).

Una sucesion z, = x, + iy, de complejos se dice que converge a z = x + iy sii |z, — z| — 0.

9. Probar que z, — zsiysolosix, =2y yp, — y.
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Criterio del mayorante de Weirestrass en espacios de Banach

Definicion: Un espacio de Banach es un par (V|- |) donde V es un espacio vectorial,
| -] : V — R es una norma en V' y se cumple que todas las sucesiones de Cauchy son
convergentes (es decir, V' es completo).

Teorema: (Mayorante de Weirestrass)

Sean (V,]-|) un espacio de Banach, {v,}nen una sucesion en V, {ay,}nen una sucesion
de nameros reales tales que Ing € N,Vn > ng,|v,| < an y ademés > 7 a, converge.
Entonces Y~ , v, converge.

Para probar el resultado anterior se sugiere seguir los siguientes pasos

a) Considerar la suma parcial de término a,, y probar que es de Cauchy.
b) Usar lo anterior para probar que la suma parcial de término general v,, es de Cauchy.

¢) Concluir.

o0 o0
Probar que si ) |z,| converge entonces Y z, también converge. Sugerencia: usar el ejer-
n=0 n=0

cicto anterior.

Indicar cuéles de los siguientes conjuntos son abiertos conexos.

C — {0} C—{z0,.,2n}
{z:r <|z| <R} C—-R
{z : Re(z) > 0} {z # 0: Re(z)Im(z) > 0}

{z:Im(z) >a}U{z:|z| < 1}
discutir segin a.

Si f:C > C, f(2) = u(z,y) + iv(z,y), donde z = Re(2), y = Im(2), u = Re(f), v =
Im(f). Analizar la validez de la siguiente afirmacion: f es continua en zg = xg + iyo sii u
y v son continuas en (zg, o) como funciones de R? en R.

Dados tres niimeros complejos a, b y ¢ de médulo 1 y tales que a + b + ¢ = 0 muestre que
los mismos (como puntos del plano) forman un tridngulo equilatero.

Considere un circulo de radio 1 y un poligono regular de n-lados inscripto en el mismo.

a) Halle una expresion para el perimetro de dicho poligono. Sugerencia: podemos suponer
que cada vértice es una raiz del polinomio z™ — 1

b) Si P, es el perimetro del poligono de n lados, calcule el limite lim,,_,o P,. Sugerencia:
recordar la expresion del desarrollo de Taylor de la funcion cos(x) centrada en x = 0.

¢) SiQ1, Q2, ...,Qy son los vértices del poligono, considere los n — 1 segmentos Q1Q;,
n
i=2,...,ny llamemos \; a su longitud. Muestre que [[ A\; = n.
i=2

Sugerencia: desarrollar (z™ —1)/(x — 1) y evaluar en z=1.



