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CAPITULO 15

OSCILACIONES

Todos los dias nos encontramos con muchas clases de movimiento oscilatorio. Entre los
ejemplos mas comunespodemos mencionar el péndulo de un reloj al oscilar, el salto de una
persona desde un trampolin, y la cuerda de una guitarra al vibrar. En la escala microscépica,
otros ejemplos son la vibracién de los &tomos en el cristal de cuarzo de un reloj de pulsera o
la vibracion de las moléculas de aire que transmiten las ondassonoras. Los casos citados son
oscilaciones mecanicas. Tampoco nos resultan desconocidas las oscilaciones electromagnéti-
cas, como los electrones que entran y salen en circuitos que dan origen a la transmisiéon y la
recepcion de sefiales de radio o de television.

Una caracteristica comUn de todos estos sistemas, a pesar de las diferenciasen sus atributos
y en las leyes que rigen su comportamiento, es laféormula matematica que se utiliza para
describir sus oscilaciones. En todos los casos, la cantidad de oscilacién, ya sea el desplaza-
miento de una particula o la magnitud de un campo eléctrico, puede describirse en términos
defunciones seno y coseno, que son lasfuncionesperiédicas mas conocidaspara nosotros.

En este capitulo nos concentraremos en las oscilaciones mecanicas y su descripcién. M &s
adelante, en este libro, estudiaronos las diversas clases de ondas y las oscilaciones electro-

magnéticas, las cuales utilizan también la misma descripcién matemtica.

15-1 SISTEMAS OSCILATORIOS

Imaginemos un sistema que oscila, como el péndulo de
un reloj o una masa suspendida de un resorte. ¢Cudles
deben ser las propiedades de la fuerza que produzca tales
oscilaciones?

Si desplazamos a un péndulo en una direccion desde
su posicion de equilibrio, la fuerza (debida a la grave-
dad) impulsa de regreso hacia su posicion de equilibrio.
Si lo desplazamos en la otra direccion, la fuerza sigue
actuando hacia la posicidn de equilibrio. No importa cual
sea la direccion del desplazamiento, la fuerza siempre
actla en una direccién que restituye al sistema a su
posicion de equilibrio. Esta fuerza recibe el nombre de
fuerza de restitucion. (La posicién de equilibrio pertenece
a la clase que llamamos estable en el capitulo 14; el
sistema tiende a regresar al equilibrio cuando se le despla-
za ligeramente.)

Consideremos un ejemplo sencillo. Supongamos que
tenemos una particula que puede moverse libremente sélo
en la direccién x, y hagamos que la particula experimente

una fuerza de magnitud constante Fm que actle en la
direccion +x cuando x <0 y en la direccion -;c cuando
x >0, como se muestra en la figura 1a. La fuerza, que se
muestra en la figura 1o, es similar a las fuerzas seccional-
mente constantes que consideramos en el capitulo 2.

Una particula de masa m en la coordenada x = +xm
experimenta una fuerza cuya componente x es -Fm, y la
componente correspondiente x de la aceleracién de la par-
ticula es -am = -Fm/m. La particula se mueve hacia su
posicion de equilibrio enx =0y llega a esa posicion con
una velocidad v = - vm. Cuando pasa por el origen a la x
negativa, la fuerza se convierte en +Fmy la aceleracion
es +am. La particula pierde velocidad y llega al reposo por
un instante en x = -xmantes de invertir su movimiento a
través del origen y regresar eventualmente ax = +xm En
ausencia de la friccion y de otras fuerzas disipativas, el
ciclo se repite una y otra vez.

La figura 2 muestra una grafica del movimiento resul-
tante, trazada al estilo de los ejemplos considerados en el
capitulo 2. La posicidn x(t) consta de una secuencia de
segmentos de parabola unidos suavemente, como es siem-
pre el caso del movimiento con aceleracion constante. La
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Figura 1 (a) Una fuerza constante F que esta siempre
dirigida hacia el origen actlia sobre una particula.
(b) Diagrama de esta fuerza seccionalmente constante, igual
a +Fmcuando x <0y a -Fmcuando x >0. Cualquier fuerza
real de este tipo debe estar representada por una funcién
continua, aun cuando pueda ser de pendiente muy grande al
pasar por x =0. (c) La energia potencial que corresponde a
esta fuerza. Si el sistema tiene una energia mecénica total E,
entonces la diferencia E - Uda la energia cinética en
cualquier posicién.

particula oscila yendo y viniendo entre x =+xmy x = -xm
La magnitud del desplazamiento maximo desde el equili-
brio (xmen este caso) se llama amplitud de movimiento.
El tiempo necesario para un ciclo completo (una repeti-
cién completa del movimiento) se llamaperiodo T, como
se indica en la figura 2a. EI nimero de ciclos por unidad
de tiempo recibe el nombre defrecuencia v. La frecuencia
y el periodo son reciprocos entre si:

v= I/T. (1)

El periodo se mide en unidades de tiempo (segundos,
por ejemplo), mientras que la frecuencia se mide en una
unidad Sl: el hertz (Hz),* donde 1Hz = 1 ciclo/s. Enton-
ces, por ejemplo, una oscilacién conun periodo de T =5s
tiene una frecuencia v =0.2 Hz.

Hasta ahora hemos usado una descripcidn dindmica de
la oscilacion, pero a menudo es conveniente una descrip-
cion en funcion de laenergia. Lafigura le muestra la ener-
gia potencial que corresponde a la fuerza de la figura Ib.
Notese que, como se indica con la expresion F =-dU/dx,
el negativo de la pendiente deU(x) da lafuerza. La energia

* La unidad de frecuencia se llama asi en memoria de Heinrich
Hertz (1857-1894), cuya investigacion proporciono la confir-
macion experimental de las ondas electromagnéticas.

+dn

Lij m L

Figura 2 La posicion, la velocidad, y la aceleracion de la
particula de la figura 1 graficadas en funcion del tiempo.

La aceleracion consta de segmentos horizontales alternativos
con valores Hmimy -FJm\ la velocidad consta de
segmentos lineales alternativos con pendientes Hmlin y
-FJm, y la posicién consista de secciones de pardbola
unidas suavemente. Puesto que la fuerza F(x) es en realidad
una funcién continua, a(t) es también continua, teniendo los
segmentos horizontales uniones muy empinadas. Ademas, los
picos agudos de u(t) estan redondeados. Sin embargo, las
curvas gue se muestran son aproximaciones excelentes si la
fuerza cambia de +Fma -Fmdurante un intervalo de tiempo
muy corto.

mecénica E = K + U permanece constante en un siste-
ma aislado. En cada punto, la diferencia E - U da la
energia cinética K en ese punto. Si extendemos la grafica a
desplazamientos suficientemente grandes, eventualmente
llegariamos a posiciones en las que E = U y entonces
K = 0. En estos puntos, como lo muestra la figura 2, la
velocidad es cero y la posicion es jc= %;tin Estos puntos se
llaman los puntos de retorno del movimiento.

Las figuras \b y le ilustran dos maneras equivalentes
de describir las condiciones de la oscilacion: la fuerza
debe actuar siempre para restituir la particula al equilibrio,
y la energia potencial debe tener un minimo en la posicion
de equilibrio.

Siempre agrada trabajar con el caso de la aceleracion
constante, porque la matematica es sencilla, pero rara vez
constituye una descripcién precisa de la naturaleza. La
figura 3a muestra un ejemplo de una fuerza mas realista
que puede producir un movimiento oscilatorio. Tal fuerza
es la causa del enlace de las moléculas que contienen dos
atomos. La fuerza aumenta rapidamente si tratamos de
empujar a un atomo mas cerca del otro; su componente
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Figura 3 (a) La fuerza que actla sobre una particula que
oscila entre los limites Xj y X2 Nétese que la fuerza tiende
siempre a empujar a la particula hacia su posicion de
equilibrio, como en la figura 1. Tal fuerza puede actuar sobre
un atomo en una molécula. (b) La energia potencial
correspondiente a esta fuerza.

de repulsion impide que la molécula se colapse. Cuando
tratamos de jalar a los &tomos hacia espaciamientos méas
grandes, la fuerza trata de oponerse a nuestros intentos;
esta fuerza puede ser una fuerza electrostatica entre dos
cargas eléctricas opuestas, pero a menudo es mas comple-
ja e implica la distribucidn espacial de las orbitas electro-
nicas de los atomos.

F()

Figura4 (a) Lafuerzay (b) la energia potencial
correspondiente de un oscilador armdnico simple. Nétense
las similitudes y las diferencias con la figura 3.

Seccion 15-2  El oscilador armonico simple 355

La figura 3b muestra la funcidn de la energia potencial
U(x) correspondiente. Nétese que, como era el caso en la
figura 1, la fuerza cambia de signo en la posicion de
equilibrio, y la energia potencial tiene un minimo en esa
posicién. Notese también que, en este caso, los puntos de
cambio (jcly x2en la Fig. 3) no son simétricos respecto a
la posicién de equilibrio. Si estirasemos la molécula un
poco mas alla de su configuracion de equilibrio y la sol-
tasemos (lo cual ocurre a menudo cuando una molécula
absorbe radiacion infrarroja), efectuaria un movimiento
periddico con respecto a la posicién de equilibrio, aunque
la descripcién matematica seria mas compleja que la de la
figura 2. El estudio de estas oscilaciones es una técnica
importante para el entendimiento de la estructura molecu-
lar, lo cual trataremos en la seccion 15-10.

15-2 EL OSCILADOR ARMONICO
SIMPLE

El movimiento de una particula en un sistema complejo,
como el atomo de la molécula en vibracién tratado en la
seccion anterior, es més facil de analizar si consideramos
que el movimiento es una superposicion de oscilaciones
arménicas, las cuales pueden describirse en términos de
funciones seno y coseno.

Consideremos un sistema oscilatorio consistente enuna
particula sometida a una fuerza

F(x) = -kx, )

donde k es una constante y x es el desplazamiento de
la particula a partir de su posicion de equilibrio. Tal sis-
tema oscilatorio recibe el nombre de oscilador armdnico
simple, y su movimiento se llama movimiento arméni-
co simple. La energia potencial que corresponde a esta
fuerza es

U(x) = {kx2 (3
La fuerza y la energia potencial estan, por supuesto,
relacionadas por F(x) = -dU/dx. Como vimos por la

ecuacion 2 y como podemos apreciar en la gréafica de
la figura 4a, la fuerza que actla sobre la particula es
directamente proporcional al desplazamiento pero opues-
ta a él en direccion. La ecuacion 3 muestra que la energia
potencial varia con el cuadrado del desplazamiento, como
lo ilustra la curva parabdlica de la figura 4b.

Usted reconocera las ecuaciones 2 'y 3 como las expre-
siones de la fuerza y de la energia potencial de un resorte
“ideal” con constante de fuerza k, comprimido o estirado
en una distancia x; véase la seccién 8-3. De aqui que un
cuerpo de masa m unido a un resorte ideal con constante
defuerza ky libre de moverse sobre una superficie hori-
zontalsinfriccion es un ejemplo de un oscilador arménico
simple (véase la Fig. 5). Notese que existe una posicion
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F = -kxrr

Estirado |
(a) F=0
a=20
vV = -vm
Relajado
F = +eX(r
a= +am |
v=0 *
Comprimido 3
$ Relajado
IMAILftAfIJULa

x=-xm x=0 X=+m

Figura5 Oscilador arménico simple, consistente en un
resorte que actda sobre un cuerpo que se desliza en una
superficie horizontal sin friccion. En (a), el resorte se estira
de modo que el cuerpo tenga su desplazamiento maximo a
partir del equilibrio. En (c) el resorte esté totalmente
comprimido. En (b) y (d), el cuerpo pasa por la posicion de
equilibrio con velocidad méxima y con el resorte relajado.

(la posicion de equilibrio; véase la Fig. 5b) en que el re-
sorte no ejerce ninguna fuerza sobre el cuerpo. Si el
cuerpo se desplaza hacia la derecha (como en la Fig. 5a),
la fuerza ejercida por el resorte sobre el cuerpo apunta
hacia la izquierda. Si el cuerpo se desplaza hacia la iz-
quierda (como en la Fig. 5c), la fuerza apunta hacia la
derecha. En cada caso la fuerza es unafuerza de restitu-
cién. (Concretamente aqui, es una fuerza de restitucion
lineal, esto es, proporcional a la primera potencia de jc)
Apliquemos la segunda ley de Newton, F =ma, al mo-
vimiento de la figura 5. Sustituimos a F por -kx y en vez
de la aceleracion a ponemos d Xjdt2(= dv/dt). Esto nos da

dX
—kx =m
~¥
0 sea
dx k. _ .
Bt 0 @

La ecuacion 4 recibe el nombre de ecuacion del movimien-
to del oscilador armoénico simple. Su solucién, la cual
describiremos en la siguiente seccion, es una funcion x(t)
que describe la posicion del oscilador en funcion del
tiempo, en analogia con la figura 2a, la cual representa la

variacién de la posicién con el tiempo de un oscilador
diferente.

El problema del oscilador arménico simple es impor-
tante por dos razones. Primera, muchos problemas que
implican vibraciones mecanicas con amplitudes pequefias
se reducen al del oscilador arménico simple, o a una
combinacién de tales osciladores. Esto equivale a decir
que si consideramos una porcidn suficientemente pequefia
de la curva de una fuerza de restitucién cerca de la posi-
cion de equilibrio, la figura 3a, por ejemplo, resulta arbi-
trariamente cercana a una linea recta, la cual, como lo
muestra la figura 4a, es caracteristica del movimiento
armonico simple. O, dicho de otra manera, la curva de la
energia potencial de la figura 3b es casi parabodlica en las
proximidades de la posicién de equilibrio.

Segunda, como lo hemos ya indicado, ecuaciones como
la ecuacion 4 se presentan en muchos problemas fisicos
de acUstica, de dptica, de mecanica, de circuitos eléctricos,
e incluso de fisica atomica. El oscilador armonico simple
exhibe caracteristicas comunes a muchos sistemas fisicos.

15-3 MOVIMIENTO ARMONICO
SIMPLE

Resolvamos ahora la ecuacion del movimiento del oscila-
dor arménico simple,

dXx k

dotmx=0
Obtuvimos la ecuacidn 4 para una fuerza F = -kx de un
resorte (donde la constante de fuerza k es una medida de
larigidez del resorte) que actla sobre una particula de ma-
sa m. Veremos mas adelante que otros sistemas oscilato-
rios se rigen por ecuaciones de movimiento similares, en
las que la constante k se relaciona con otras caracteristicas
fisicas del sistema. Podemos usar el sistema oscilatorio
masa-resorte como nuestro prototipo.

La ecuacion 4 da una relacién entre una funcién del
tiempo x(t) y su segunda derivada con respecto al tiempo,
d Xjdt2 Nuestra meta es hallar una funcién x(t) que satis-
faga a esta relacion. Comenzaremos por reescribir la
ecuacion 4 como sigue:

dx __ fk\
a2 \m /X (5)

La ecuacion 5 requiere que x(t) sea una funcién cuya
segunda derivada sea la negativa de la funcion misma,
excepto por un factor constante k/m. Sabemos del calculo
que las funciones seno y coseno tienen esta propiedad. Por
ejemplo,

dt eos Ot = —oo sen cot



d2 d
—f e0s a)t = -1 (—(0 sen cot) = —Cco2e0s cot.
dt2 ) dt( ( )

La segunda derivada de un coseno (o de un seno) nos da
de nuevo la funcién original multiplicada por un factor
negativo - a2 Esta propiedad no sufre alteracion si multi-
plicamos a la funcién coseno por cualquier constante.
Elegimos que la constante sea xm de modo que el valor
méaximo de x (la amplitud del movimiento) sera xnl.

Escribimos una solucidn tentativa de la ecuacion 5
como:

X = xmeos (cot + (. (6)
Aqui, puesto que

xmeos (cot + €€ = xmeos $>e0s cot —x msen <£>sen cot
—a eos cit + b sen cot,

permitiéndonos la constante (pcualquier combinacion de
soluciones seno y coseno.

Con las constantes (todavia) desconocidas xm o, y <
hemos escrito una solucién de la ecuacion 5 en la forma
mas general posible. Para determinar estas constantes de
modo que la ecuacion 6 sea realmente la solucion de la
ecuacion 5, diferenciamos a la ecuacion 6 dos veces con
respecto al tiempo. Tenemos que

dx )
m= —coxmsen (cot + o

dt
y d X
li2 ——co meos (cot + 4>
Poniendo esto en la ecuacién 5, obtenemos
£
—axmeos (cot + () = —— xmeos (cot + d>.

Por lo tanto, si elegimos a la constante aude modo que

k
© — ™

m

entonces la ecuacidn 6 es, de hecho, una solucién de
la ecuacion del movimiento de un oscilador arménico
simple.

Las constantes xmy <estan todavia indeterminadas v,
por lo tanto, son ain completamente arbitrarias. Esto
significa que cualquier eleccién de jomy de 0 satisfaran a
la ecuacién 5, de modo que es posible una gran variedad
de movimientos del oscilador (todos los cuales tienen la
misma co). Mas adelante veremos que ;tmy 0 se determi-
nan para un movimiento armoénico en particular por la
forma en que se inicie el movimiento.

Veamos el significado fisico de la constante oo Si
incrementamos el tiempo t en la ecuacidn 6 en 27ijw, la
funcion resulta
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x
1

xmeos [co(t + 2n/co) + 3
xmeos (cot + 27 + 4
xmeos (o)t + 45,

Es decir, la funcion simplemente se vuelve a repetir des-
pués de un tiempo 2« ca Por lo tanto, 2k/co es el periodo
del movimiento T. Puesto que or =k/m, tenemos

@ V k (®)

De aqui que todos los movimientos dados por la ecuacion
5 tengan el mismo periodo de oscilacion, el cual se deter-
mina solamente por la masa m de la particula oscilatoria
y la constante de fuerza k del resorte. La frecuencia v del
oscilador es el nimero de vibraciones completas por
unidad de tiempo y esta dada por

V T on ©)
De aqui que

. 2n
co= 2nv =— ., (10

La cantidad cse denominafrecuencia angular, difiere de
la frecuencia v en un factor 2n. Tiene la dimension del
reciproco del tiempo (lo mismo que la velocidad angular),
y su unidad es el radian/segundo. En la seccion 15-6
ofreceremos un significado geométrico de esta frecuencia
angular.

La constante xmtiene un significado fisico sencillo. La
funcién coseno toma valores desde -1 hasta +1. El des-
plazamiento x desde la posicién de equilibrio central x =0
tiene por lo tanto un valor maximo de xn véase la ecua-
cion 6. Llamamos a  laamplitud del movimiento. Como
xmno estd determinada por la ecuacién 4, son posibles
movimientos de varias amplitudes, pero todos tienen la
misma frecuencia y periodo. La frecuencia de un movi-
miento armoénico simple es independiente de la amplitud
del movimiento.

La cantidad (cot + ¢ se llamafase del movimiento y
llamamos a la constante (pconstante de fase. Dos movi-
mientos pueden tener lamisma amplitud y frecuencia pero
diferir en fase. Si $=-nj2 =-90°, por ejemplo,

X = X,,,€e0s (cot + 0) = xmeos (cot m 90°)
xmsen ojt

de modo que el desplazamiento es cero en el tiempo t =0.
Por otra parte, si €= 0, el desplazamiento x =xmeos cat
tiene su valor maximo x = jomen el tiempo / = 0. Otros
desplazamientos iniciales corresponden a otras constantes
de fase. Véase el problema muestra 3 para un ejemplo del
método para hallar a xmy <pa partir del desplazamiento y
velocidad iniciales.

La amplitud xmy la constante de fase <pde la oscilacion
se determinan por la posicion y la velocidad iniciales de
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Figura 6 (a) Comparacion de los movimientos de dos
osciladores arménicos simples de la misma amplitud y
frecuencia pero con constantes de fase que difieren en 45°. Si
el movimiento esta representado por la ecuacion 6, entonces
la curva de linea continua tiene $= 0oy la curva punteada
tiene £=45°. (b) Dos movimientos armonicos simples con la
misma constante de fase y frecuencia pero que difieren en
amplitud por un factor de 2. (c) Dos movimientos armoénicos
simples con la misma amplitud y constante de fase (00 pero
que difieren en frecuencia por un factor de 2. La curva de
linea continua tiene el doble del periodo, y por lo tanto la
mitad de lafrecuencia, de la curva punteada.

la particula. Estas dos condiciones iniciales determinan a

y ()exactamente (excepto que fpuede ser aumentada
o disminuida en un multiplo cualquiera de 2k sin que
cambie el movimiento). Sin embargo, una vez que haya
comenzado el movimiento, la particula continuard osci-
lando con una amplitud y constante de fase constantes a
una frecuencia fija, a no ser que otras fuerzas alteren el
sistema.

En la figura 6 trazamos el desplazamiento x contra el
tiempo t de varios movimientos arménicos simples des-
critos p<¥ la ecuacion 6. Se hacen tres comparaciones; en
la figura 6a, las dos curvas tienen la misma amplitud y
frecuencia pero difieren en fase en = kj4, 0 45°. En la
figura 6b, las dos curvas tienen la misma frecuencia y
constante de fase pero difieren en amplitud por un factor
de i, o en periodo por un factor de 2. Conviene estudiar es-
tas curvas cuidadosamente para familiarizarse con la ter-
minologia empleada en el movimiento armonico simple.

Figura 7 El desplazamiento, la velocidad, y la aceleracion
de un oscilador armonico simple, segun las ecuaciones 11.

Otra caracteristica distintiva del movimiento armoni-
co simple es la relacion entre el desplazamiento, la ve-
locidad, y la aceleracion de una particula oscilatoria.
Comparemos estas cantidades. En la figura 7 trazamos
separadamente el desplazamiento x contra el tiempo t, la
velocidad v =dx/dt contra el tiempo t, y la aceleracion a
= dv/dt =d X/dt2contra el tiempo t. Las ecuaciones de
estas curvas son

X= xmeos (Ut + 45,

d
v= Nd);.r = —a>xmsen {wt + ‘9, (11)

3
Il

/(\Jt_ = —aXmeos {&5t + B,

Para el caso graficado hemos tomado (=0. Se omiten
las unidades y la escala del desplazamiento, la velocidad,
y la aceleracion para mayor simplificacion de la compa-
racion. El desplazamiento, la velocidad, y la aceleracién
oscilan todas armdnicamente. Notese que el desplaza-
miento maximo (amplitud) es xm la velocidad maxima
(amplitud de velocidad) es coxm y la aceleracion maxi-
ma (amplitud de aceleracion) es codxm

Cuando el desplazamiento es un méaximo en cualquier
direccién, la velocidad es cero porque ésta debe ahora
cambiar su direccion. La aceleracidn en este instante, asi
como la fuerza de restitucion, tiene una magnitud méxima



Seccion 15-4 Consideraciones energéticas en el movimiento armoénico simple 359

pero esta dirigida en sentido opuesto al desplazamiento.
Cuando el desplazamiento es cero, la velocidad de la
particula es maxima y la aceleracién es cero, correspon-
diendo a una fuerza de restitucion nula. La velocidad
aumenta cuando la particula se mueve hacia la posicion
de equilibrio y luego disminuye cuando se mueve hacia
la posicion de desplazamiento méximo. Compérese la
figura 7 con la figura 2, y obsérvense sus similitudes y
diferencias.

Problema muestra 1 Cierto resorte cuelga verticalmente.
Cuando se suspende de él un cuerpo de masa M = 1.65 kg, su
longitud aumenta en 7.33 cm. El resorte se monta luego hori-
zontalmente, y se une a él un blogue de masa m =2.43 kg. El
bloque tiene la libertad de deslizarse a lo largo de una superficie
horizontal sin friccion, como en la figura 5. (a) ¢Cual es la
constante k de la fuerza del resorte? (b) ¢Qué fuerza horizontal
se requiere para estirar al resorte una distancia de 11.6 cm? (c)
Cuando el bloque se desplaza a una distancia de 11.6 cmy luego
se suelta, ¢con qué periodo oscilara?

Solucion (a) La constante de fuerza k se determina a partir de
la fuerza Mg necesaria para estirar el resorte en la distancia
medida de 7.33 c¢cm. Cuando el cuerpo suspendido esta en
equilibrio, la fuerza del resorte kx equilibra al peso Mg:

kx =Mg
k = Mg/x = (1.65 kg)(9.80 m/s2/(0.0733 m)
= 221 N/m.

{ti) La magnitud de la fuerza necesaria para estirar el resorte
en 11.6 cm se determina a partir de la ley de Hooke (Ec. 2)
utilizando la constante de fuerza k que obtuvimos en la parte

@
F= kx = (221 N/m)(0.116 m) = 25.6 N.

(c) El periodo es independiente de la amplitud y depende

solamente de los valores de la masa del bloque y de la fuerza
constante. Segun la ecuacion 8,

T=2nJ0 =2 = 0.6589 s = 659 ms.

vk T v221 N/m
(Mostramos el valor de T con cuatro cifras significativas, mas
de las justificadas por los datos de entrada, porque necesitare-
mos este resultado en la solucion del problema muestra 3. Para
evitar errores de redondeo en etapas intermedias, es una practica
normal considerar un exceso de cifras significativas de esta
manera. El resultado final, por supuesto, debe ser redondeado
apropiadamente.)

15-4 CONSIDERACIONES
ENERGETICAS EN EL
MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

En el movimiento armdnico, incluyendo el movimiento
armonico simple, en el cual no actdan fuerzas disipativas,

@
KX i UX
oo X\ il
AR
o B em

Figura 8 La energia potencial U, la energia cinética K, y la
energia mecanica total E de una particula que efectdia un
movimiento arménico simple se muestran en funcion de (a)
el tiempo v (ti) el desplazamiento. Nétese que en (&) las
energias potencial y cinética pueden alcanzar cada una sus
maximos dos veces durante cada periodo del movimiento.
Véase también la figura 6 del capitulo 8.

la energia mecanica total E (= K + U) se conserva (perma-
nece constante). Ahora podemos estudiar esto con mas
detalle en el caso especial del movimiento arménico sim-
ple, para el cual el desplazamiento esta dado por

X = Xmeos (a)t + 4.
La energia potencial Uen cualquier instante esta dada por

U= \kx2= {kx” eosZcot + . (12)

La energia potencial oscila entonces con el tiempo y tiene
un valor maximo de tkxth Durante el movimiento, la
energia potencial varia entre cero y este valor maximo,
como lo muestran las curvas de las figura 8a 'y 8h.

La energia cinética K en cualquier instante es imu2
Usando la ecuacion 11 para v (t) y la ecuacién 7 para o2
obtenemos

K= $mv2
= %ma>2Xm sen2{mt + <>

= sen2a>i + (. (13)

La energia cinética, al igual que la energia potencial,
oscila con el tiempo y tiene un valor maximo de \kxg
Durante el movimiento, la energia cinética varia entre
ceroy este valor médximo, como lo muestran las curvas en
las figuras 8a y 8b. Notese que las energias cinética y
potencial varian con el doble de la frecuencia (mitad del
periodo) del desplazamiento y de la velocidad. ;Puede
usted explicar esto?
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La energia mecanica total es la suma de la energia
cinética y de la energia potencial. Usando las ecuaciones
12y 13, obtenemos

E = K+ U=ikxl, sen2cot + 0) + \kxBeosqa>t + 0)
= ikxg. (14)

Vemos que la energia mecanica total es constante, como
lo esperabamos, y tiene el valor -kxéh En el desplazamien-
to maximo la energia cinética es cero, pero la energia
potencial tiene el valor |k x En la posicion de equilibrio
la energia potencial es cero, pero la energia cinética tiene
el valor ikx2. En otras posiciones las energias potencial y
cinética contribuyen cada una con términos cuya suma es
siempre ¢ Esta energia total constante E se muestra en
las figuras 8a y 8b. La energia total de una particula que
efectla un movimiento armdénico simple es proporcional
al cuadrado de la amplitud del movimiento. Puede demos-
trarse (véase el problema 38) que la energia cinética
promedio del movimiento durante un periodo es exacta-
mente igual a la energia potencial promedio y que cada
una de estas cantidades promedio es la mitad de la energia
total, o sea -kx2.

La ecuacion 14 puede escribirse en forma bastante
general como:

K+ U= {mV2+ {kX2: {kXI (15)

A partir de esta relacidon obtenemos v2 = (k/m)(x&- x2,
0 sea

gt -dymoem - X2 (16)

Esta relacién muestra claramente que la velocidad es un
maximo en la posicién de equilibrio (x =0) y es cero en
los desplazamientos extremos (x = £*n). De hecho, pode-
mos partir de la conservacion de la energia, ecuacion 15
(en la cual ~kx@ = E), y por integracion de la ecuacion 16
obtener el desplazamiento en funcion del tiempo. El re-
sultado es idéntico al de la ecuacion 6, la cual deducimos
de la ecuacion del movimiento, ecuacion 4. (Véase el
problema 32.)

Problemamuestra2 Lacombinacion bloque-resorte del pro-
blema muestra 1se estira en direccion positiva x una distancia
de 11.6 cm del equilibrio y luego se suelta, (@) ¢Cudl es la
energia total almacenada en el sistema? (b) ¢Cual es la veloci-
dad méaxima del blogue? (c) ¢Cuél es la aceleracion maxima?
(d) Si el bloque se suelta en t =0, ¢cudles son su posicion, su
velocidad, y su aceleracion en i =0.215 s?

Solucién (@) La amplitud del movimiento estd dada por
=0.116 m. La energia total esta dada por la ecuacion 14:

E = {kxt= {(22\ N/m)(0.116 m)2= 1.49J.

(b) La energia cinética maxima es numéricamente igual a la

energia total; cuando U=0,K= Krex=E. La velocidad maxima
es, entonces,

[ 2 _ 12149 _
-VAT ~V t431~" 7

(c) La aceleracion maxima ocurre precisamente en el instante
en que el bloque se suelta, cuando la fuerza es maxima:

Amix_ kxm (221N/mi_‘0.116 m) ,,
= = T3k = |G6m/s’s

«TBX =

(d) A partir del periodo obtenido en el problema muestra 1,
podemos hallar la frecuencia angular:

a=Y =00ib”"s= 9536 radianes/s*

Puesto que el bloque tiene su desplazamiento maximo de Xm=
0.116 m en t = 0, su movimiento puede describirse por una
funcién coseno:

x(t) = Xmeos IOy,

un resultado que se deduce haciendo $+=0 en la ecuacion 6.
En f=0.215 s, hallamos

x = (0.116 m) eos (9.536 radians/s)(0.215 s) = —0.0535 m.

Nétese que el angulo 0, cuyo coseno debemos hallar, se expre-
sa en radianes. La velocidad estd dada por la ecuacién 11, la
cual, con $=0, resulta V(t) = - cTsen 0L En 0.215 s, obtenemos

v =-(9.536 radianes/s)(0.116 m) sen (9.536 radianes/s)(0.215 s)
=-0.981 mfs.

Para hallar la aceleracion, usamos de nuevo la ecuaciéon 11 y
notamos que, para toda t,a =- a:

a = -(9.536 radianes/s)2(-0.0535 m) = +4.87 m/s2

Examinemos nuestros resultados para ver si son razonables. El
tiempo t =0.215 sestad entre 7/4 =0.165sy 7/2 =0.330s. Siel
bloque inicia sumovimiento en X =+0.116 m, entonces en 7/4
pasard a través de la posicién de equilibrio, y ciertamente es
razonable que en t =0.215 s esté en una posicién coordenada X
negativa, como ya lo habiamos hallado. Puesto que en ese
momento se esta moviendo hacia X = -Xmsu velocidad debe ser
negativa, lo cual coincide con lo que hemos obtenido. Sin
embargo, ya pasoé a través del punto de velocidad mas negativa,
y se vahaciendo mas lento al aproximarse aX = -Xmpor lo tanto,
la aceleracion debe ser positiva. Podemos comprobar el valor
de la aceleracion a partir de a = kx/m. Podemos también com-
probar el la relacién entre Vy X usando la ecuacion 16.

Problemamuestra3 Elbloque del sistemabloque-resorte del
problema muestra 1 es desplazado de la posicion de equilibrio
por una fuerza externa en direccion x positiva. En t =0, cuando
el desplazamiento del bloque esx =+0.0624 my su velocidad es
v =+0.847 m/s, la fuerza externa se quita y el bloque comienza
a oscilar. Escriba una ecuacion para x(t) durante la oscilacion.

Solucion Puesto que tenemos la misma masa (2.43 kg) vy la
misma fuerza constante (221 N/m), la frecuencia angular es
todavia 9.536 radianes/s, como lo obtuvimos en el problema
muestra 2. La ecuacién mas general para x(t) esta dada por la
ecuacion 6,

x(t) = xmeos (cot + 0),



y debemos obtener a xmy a <$spara completar la solucion. Para
hallar a jtm calculemos la energia total, la cual en t =0 tiene
términos tanto de cinética como de potencial:
E =K+ U=\mv2+ $kx2

= |(2.43 kg)(0.847 m/s)2+ £(221 N/m)(0.0624 m)2

=0.872J)+ 0.430J = 1.302J.
Haciendo esto igual a tykx 1, como lo requiere la ecuacion 15,
tenemos

_ /2(1.302 J) =
xm= V 221N/m

Para hallar la constante de fase, usamos la informacion dada
para t =0:

m.

*(0) = x meos 4
_X(0)_ +0.0624 m
eo0s (p="----- 0.8 +0.5751.

En el intervalo de 0 a 2k, existen dos valores de <pcuyo coseno
es +0.5751; los valores posibles son §>=54.9° 0 ¥ 305.1°.
Cualquiera de ellos satisfara la condicion de que x(0) tenga el
valor apropiado, pero s6lo uno dara lavelocidad inicial correcta:

v(0) = —o)xmSens>= —9.536 rad/s)(0.1085 m) sen
= —(1.035 m/s)sen <A
= —0.847 m/s para $= 54.9°
+0.847 m/s para = 305.1°.

Obviamente el segundo valor es el correcto, y por lo tanto
hacemos que <$>= 305.1° = 5.33 radianes. Ahora podemos

escribir

x(t) = 0.109 eos (9.54/ + 5.33),

donde x estd en metros y t en segundos.
Véase el problema 31 para una derivacion de las relaciones
generales que permiten calcular xny ()a partir de x(0) y u(0).

15-5 APLICACIONES DEL
MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

Aqui consideraremos unos cuantos sistemas fisicos que
Se mueven con un movimiento armonico simple. A través
del texto se hallaran otros.*

El oscilador de torsion

La figura 9 muestra un disco suspendido de un alambre o
flecha unido al centro de masa del disco. El alambre esta
perfectamente fijo a un soporte solido o abrazadera y al

* Para un estudio completo de 16 sistemas fisicos que exhi-
ben un movimiento armonico simple véase “A Repertoire of
S.H.M.”, por Eli Maor, The Physics Teacher, octubre de 1972,
pag. 377.
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Figura9 Oscilador de torsién. La linea que vade O aP
oscila entre OQ y OR, barriendo un angulo 26m donde Omes
la amplitud angular del movimiento.

disco. Con el disco en equilibrio, trazamos una linea radial
desde su centro aun punto P en su borde, como se muestra.
Si hacemos que el disco gire en un plano horizontal de
modo que la linea de referencia OP se mueva a la posicion
0Q, el alambre se retorcera. El alambre retorcido ejercera
una torca de restitucidn sobre el disco que tiende a regre-
sar a la linea de referencia a su posicidn de equilibrio. Para
retorcimientos pequefios se halla que la torca de restitu-
cion es proporcional al desplazamiento angular (ley de
Hooke), de modo que

r= —k6. (17)

Aqui k (la letra griega kappa) es una constante que depen-
de de las propiedades del alambre y se denomina constan-
te de torsion. El signo menos muestra que la torca esta
dirigida en sentido opuesto al desplazamiento angular 6.
La ecuacion 17 es la condicion del movimiento arménico
simple angular.

La ecuacion del movimiento para este sistema se basa
en la forma angular de la segunda ley de Newton,

d20
=la=1/
z=la 4t (18)

de modo que, usando la ecuacion 17, obtenemos

ke = | d2%
dt2

0 sea
d26 (k\

(19)

Ndtese el parecido entre laecuacion 19 para el movimien-
to armdnico simple angular y la ecuacién 5 para el movi-
miento arménico simple lineal. De hecho, las ecuaciones
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son matematicamente idénticas. Al igual que en el capi-
tulo 11, podemos simplemente sustituir al desplazamiento
lineal x, por el desplazamiento angular 8 a la masa m, por
la inercia de rotacion 1 y a la constante de fuerza « por la
constante de torsion k. Mediante estas sustituciones, ha-
[lamos que la solucion de la ecuacién 19 es una oscilacion
armonica simple en la coordenada angular 8; es decir,

6 = Omeos (cot + 0). (20)

Aqui 8mes el desplazamiento angular maximo, esto es, la
amplitud de la oscilacion angular. Notese que asignifica
aqui la frecuencia angular, no la velocidad angular. En la
ecuacién 20, co* ddjdt

En la figura 9 el disco oscila con respecto a la posicion
de equilibrio 0 =0, siendo el intervalo angular total 28m
(desde OQ hasta OR). Por analogia con la ecuacién 8, el
periodo de la oscilacién es

T=2n (21)

Si « es conocida y T se mide, puede determinarse la
inercia de rotacién | con respecto al eje de rotacion de
cualquier cuerpo rigido oscilatorio. Si / es conocida y T
se mide, puede determinarse la constante de torsion k de
cualquier muestra de alambre.

Un oscilador de torsién como el de la figura 9 se
denomina también péndulo de torsién. La balanza de
Cavendish, usada para medir la constante G de la fuerza
gravitatoria (véase el capitulo 16), es un péndulo de tor-
sion. Al igual que el péndulo simple (que trataremos a
continuacién) el péndulo de torsion se usa a menudo para
medir el tiempo, siendo el volante de un reloj mecénico
un ejemplo comdn, donde la torca de restitucién es pro-
porcionada por un resorte espiral.

El péndulo simple

Un péndulo simple es un cuerpo idealizado que de una
particula suspendida de un corddn ligero inextensible.
Cuando se le lleva a un lado de su posicién de equilibrio
y se le suelta, el péndulo oscila en un plano vertical bajo
la influencia de la gravedad. EI movimiento es periddico
y oscilatorio. Deseamos determinar el periodo del movi-
miento.

La figura 10 muestra un péndulo de longitud L y masa
m de la particula. En el instante mostrado, el corddn forma
un angulo 8 con la vertical. Las fuerzas que actdan sobre
m son el peso mg y la tensién T en el cordén. El movi-
miento tendrd lugar a lo largo de un arco de circulo de
radio L, y por lo tanto elegimos a los ejes tangentes al
circulo y a lo largo del radio. El peso mg se descompone
en una componente radial de magnitud mg eos 6 y una
componente tangencial de magnitud mg sen 8. Las com-
ponentes radiales de las fuerzas suministran laaceleracion

Figura 10 El péndulo simple. Las fuerzas que actdan sobre
el péndulo son la tensién T vy la fuerza gravitatoria mg, la
cual se descompone en sus componentes radial y tangencial.

centripeta necesaria para mantener a la particula movién-
dose en un arco circular. La componente tangencial es la
fuerza de restituciéon que actGa sobre m y que tiende a
regresarla a laposicion de equilibrio. De aqui que la fuerza
de restitucion sea

F ——mg sen 0, (22)

indicando el signo menos que F es opuesta a la direccion
de Acreciente.

Notese que la fuerza de restitucion no es proporcional
al desplazamiento angular 6, sino a sen 8. Por lo tanto, el
movimiento resultante no es armoénico simple. Sinembar-
go, si el angulo 6 es pequefio, sen 6 es aproximadamente
igual a Oen radianes. Por ejemplo, si 6 =50(= 0.0873 rad),
entonces sen 6 = 0.0872, el cual difiere de 6 por solo
alrededor del 0.1%. El desplazamiento a lo largo del
arco es x = L8, y para angulos pequefios esto es casi un
movimiento en linea recta. Por lo tanto, suponiendo que

sen 6 —8,
obtenemos
F=-mg6=-mg" =-(?j"Jx. (23)

Para desplazamientospequefios, la fuerza de restitucion
es proporcional al desplazamiento y opuesta directamen-
te. Este es exactamente el criterio del movimiento armo-
nico simple y, de hecho, la ecuacion 23 tiene la misma
forma que la ecuacién 2, F =-kx, donde la constante mg/L
representa a la constante k. (Compruebe que las dimensio-
nes de k y de mg/L son las mismas.) El periodo de un



péndulo simple cuando su amplitud es pequefia se halla
entonces haciendo a k =mg/L en la ecuacion 8:

T-2n"r-2n"
n n mg/L

0 sea

T=2nJ-. (24)
> 9
Ndtese que el periodo es independiente de la masa de la
particula suspendida.
Cuando la amplitud de la oscilacion no es pequefia,
puede demostrarse* que la ecuacién general del perio-
do es

sen4 o™ -f
2

(25)

Aqui 6mes el desplazamiento angular méximo. Obsérvese
que Taumenta cuando la amplitud crece. Los términos su-
cesivos de la serie infinita se vuelven cada vez mas y mas
pequefios, y el periodo puede calcularse al grado de pre-
cision deseado tomando los suficientes términos. Cuando
6m= 15°, el periodo real difiere del dado por la ecuacién
24 en menos de 0.5%.

Durante los pasados tres siglos, el péndulo ha sido
nuestro marcador de tiempo mas confiable, sustituido solo
en las Gltimas décadas por los relojes basados en oscila-
ciones atémicas o electronicas. Para que un reloj de pén-
dulo sea un marcador de tiempo preciso, la amplitud de la
oscilacién debe mantenerse constante a pesar de las pér-
didas por friccién que afectan a todos los sistemas meca-
nicos. Incluso un cambio de amplitud tan pequefio como
de 50 a 4° provocaria que el péndulo de un reloj se
adelantara en 0.25 minutos por dia, cantidad inaceptable
incluso para medir el tiempo en el hogar. Para mantener
la constante de amplitud en un reloj de péndulo, la energia
se suministra automéaticamente en pequefios incrementos
mediante una pesa o un resorte con la ayuda de un meca-
nismo de escape que compense las pérdidas por friccién.
El reloj de péndulo con escape fue inventado por Chris-
tiaan Huygens (1629-1695).

El péndulo simple proporciona también un método
conveniente para medir el valor deg, laaceleracion debida
a la gravedad. Podemos determinar facilmentealLya T
con una precision de menos de 0.1 % usando el equipo de
laboratorio para estudiantes, y entonces la ecuacién 24
nos permite determinar a g con esa misma precision
aproximadamente. Con aparatos mejores, ésta puede ex-
tenderse hasta alrededor de 0.0001%.

*Véase K. R. Symon, Mechanics, 3a. ediciéon (Addison-Wes-
ley, 1971), seccién 5.3.
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Figura 11 Un péndulo fisico. El centro de masa esté en C,
y el pivote esta en el punto P. El péndulo es desplazado un
angulo 6 desde su posicion de equilibrio, la cual existe
cuando C cuelga directamente debajo de P. El peso Mg
proporciona la torca de restitucion.

El péndulo fisico

Cualquier cuerpo rigido montado de manera que pueda
oscilar en un plano vertical respecto a algin eje que
pase por él recibe el nombre de péndulo fisico. Esta es
una generalizacion del péndulo simple, en el cual un
corddn sin peso sostiene a una particula simple. En reali-
dad, los péndulos que utilizamos en la practica son pén-
dulos fisicos.

En la figura 11 un cuerpo de forma irregular esta
pivotado entomo aun eje horizontal sin friccidn que pasa
por P y desplazado de la posicién de equilibrio en un
angulo 6. La posicion de equilibrio es aquella en la que el
centro de masa C del cuerpo esta verticalmente debajo de
P. La distancia desde el pivote al centro de masa es d, la
inercia de rotacién del cuerpo en tomo a un eje que pase
por el pivote es/, y la masa del cuerpo es M. La torca de
restitucion para un desplazamiento angular 6 es

r= —Mgdsen 6 (26)

y se debe a la componente tangencial del peso. Puesto que
r es proporcional a sen 6, y no a 9, la condicién para el
movimiento arménico simple angular no se cumple aqui,
en lo general. Sin embargo, para desplazamientos angu-
lares pequefios, la relacién sen 6 a des, como antes, una
aproximacion excelente, de modo que para amplitudes
pequefias,

t = —Mgdd. 7)

Esta expresion tiene la forma de la ecuacién 17, y el
periodo se deduce directamente de la ecuacidn 21 con la
sustitucion « =Mgd, lo cual da

T~2*Jwr (28)
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De la ecuacion 28 puede despejarse la inercia de rota-
cion I, dando

[ = T2Mgd
~ 4n2

Las cantidades a la derecha son todas medibles directa-
mente. De aqui que la inercia de rotacidn en tomo a un eje
de rotacién (que no pase por el centro de masa) de un
cuerpo de cualquier forma puede determinarse suspen-
diendo al cuerpo de ese eje como un péndulo fisico.

El péndulo fisico incluye al péndulo simple como un
caso especial. Al situar al pivote lejos del objeto, usando
un corddn sin peso de longitud L, tendriamos | = MI? y
d= L, de modo que

(29)

T Mgd V MgL
que es el periodo de un péndulo simple.

Si la masa de un péndulo fisico estuviese concentrada
a una distancia L del pivote escogida apropiadamente, el
péndulo simple resultante tendria el mismo periodo que
el péndulo fisico original si

Mgd
0 sea

L= v

(30)
De aqui que, en lo que concierne a su periodo de oscila-
cién, puede considerarse que la masa de un péndulo
fisico esta concentrada en un punto O cuya distancia al
pivote es L = I/Md. Este punto se llama centro de oscila-
cién del péndulo fisico. Obsérvese que, en cualquier cuer-
po dado, depende de la ubicacidn del pivote. Ademas, si
pivotamos al péndulo fisico original en tomo al punto O,
tendra el mismo periodo que si lo pivotamos en tomo al
punto P.

Problema muestra 4 Una barra uniforme de masa M =
0.112 kg y longitud L =0.096 m esté suspendida de un alambre
que pasa por su centro y es perpendicular a su longitud. El
alambre se retuerce y la barra se pone en oscilacion. Se halla
que el periodo es de 2.14 s. Cuando se suspende a un cuerpo
plano en forma de tridngulo equilatero de manera similar a
través de su centro de masa, se halla que el periodo es de 5.83 s.
Halle la inercia rotatoria del triangulo respecto a este eje.

Solucion La inercia rotatoria de una barra, girada respecto a
un eje central perpendicular a su longitud, es MUj\2. De aqui
que

o (0.112 kgi(20.096 m)2_ 8.60 X 10 5kg-m2

Segun la ecuacion 21,

Figura 12 Problema muestra 5. Un disco pivotado en su
borde oscila como un péndulo fisico. A la derecha se muestra
un péndulo simple con el mismo periodo. El punto Oes el
centro de oscilacion.

varilla __ /  varilla triéngulo\

triangulo V"imé\ajugum'

de modo que
/5.83 s\2
W io = (860X 10" Ske-m2) {2 145)
= 6.38 X 10“4kg-m2
¢Afecta en estos casos la amplitud de cualquier oscilacién al
periodo?

Problema muestra 5 Un disco uniforme es pivotado en su
borde (Fig. 12). Halle su periodo para oscilaciones pequefias y
la longitud del péndulo simple equivalente.

Solucion La inercia rotatoria de un disco respecto a un eje que
pase por su centro es | MR, donde R es el radio y M es la masa
del disco. La inercia rotatoria respecto al pivote en el borde es,
usando el teorema de los ejes paralelos,

/ = {MR2+ MR2= {MR2

El periodo de este péndulo fisico, obtenido a partir de la ecua-
cion 28 con d =R, es entonces

r-22VMR" 2'Vi:
independiente de la masa del disco.

El péndulo simple que tiene el mismo periodo tiene una
longitud

1-Wr-ir

0 ¢ del didmetro del disco. El centro de oscilacion del disco
pivotado en P esta por lo tanto en O, a una distancia |/? abajo
del punto de soporte. ¢ Se requiere del péndulo fisico equivalen-
te alguna masa en particular?

Si pivotamos al disco en un punto a medio camino entre el
borde y el centro, como en O, hallamos que | =-MR2+ M(-R)2
=jMR2yd = El periodo Tes 2 2

r-22\/3r 22VMgRI2r 7av2a2g

igual que antes. Esto ilustra la igualdad de los periodos del
péndulo fisico cuando esta pivotado respecto aOyaP.
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Si el disco fuera pivotado en el centro, ¢cual seria su periodo
de oscilacion?

Problema muestra 6 El centro de oscilacion de un péndulo
fisico tiene otra propiedad interesante. Si una fuerza impulsiva
(supuesta horizontal y en el plano de la oscilacion) actiia en el
centro de oscilacion, no se siente ninguna reaccion en el punto
de soporte. Demuestre esto para una fuerza impulsiva F que
actlie hacia la izquierda en el punto O de la figura 12. Suponga
que el péndulo esta inicialmente en reposo.

Solucion  Este es un caso de traslacion y rotacion combinadas
respecto al centro de masa (vease la seccion 12-6). El efecto de
traslacion, al actuar aisladamente, ocasiona que P (junto con
todo el disco) en la figura 12 se mueva a la izquierda con una
aceleracion
ai = FIM.

El efecto rotatorio, al actuar aisladamente, produciria una ace-
leracion angular en sentido horario respecto a C de

a=x/
(FARIK\MR2
= F/IMR.

Debido aesta aceleracion angular, P se moveriahacia la derecha
con una aceleracion

der (R
= (FIMR)(R) = F/M.

Entonces agj =aia y no existe movimiento en el punto P.

Cuando se considera desde este punto de vista el centro de
oscilacion suele Ilamarse centro de percusién. Los jugadores
de béisbol saben que, a no ser que el bate encuentre a la bola
justamente en el punto correcto (el centro de percusion), el
impacto repercutira en sus manos. La “repercusion” tiene una
direccion diferente que depende de si la bola golpea en un lado
0 en otro de este punto. El “punto amable” de una raqueta de
tenis tiene una explicacion similar; al golpear la bola en el
“punto amable” se elimina cualquier fuerza de reaccidn sobre
la mano.*

Problema muestra 7 El periodo de un disco de 10.2 cm de
radio que efectlia una pequefia oscilacion respecto a un pivote
en su borde es de 0.784 s. Halle el valor de g, la aceleracion
debida a la gravedad en ese lugar.

Solucién Partiendo del problema muestra 5, tenemos

y resolviendo para g, obtenemos que
6nR

*Véase “Physics of the Tennis Racket II: The Sweet Spot™, por
H. Brody, American Journal of Physics, septiembre de 1981,
pag. 816.

Ene, 15 20 25 30 Feb.4 9 14 19 24 Mar 1

Figura 13 La posicion angular en funcion del tiempo de
Calixto, la luna de Jupiter, medida en la Tierra. Los circulos
corresponden a las medidas que realizé Galileo en 1610. La
curvatura es un Optimo ajuste y sugiere un movimiento
armonico simple. Cerca de 400 afios después de Galileo, los
movimientos de las lunas de Japiter siguen deleitando a los
astrénomos aficionados. Cada mes la revista Sky and
Telescope publica una carta mostrando sus movimientos en
términos de coordenadas angulares que varian
sinusoidalmente en forma semejante a esta figura.

Con T=0.784 sy R =0.102 m, hallamos

67t20.102m) 2
N~ ~07845)2 = m/s e

15-6 MOVIMIENTO ARMONICO
SIMPLE Y MOVIMIENTO
CIRCULAR UNIFORME

En 1610, Galileo emple6 su telescopio recién construido
para observar las lunas de Jupiter. Mientras observaba una
noche tras otra, media la posicion de cada luna respecto
al planeta. Observé que las lunas viajaban de una parte a
otra con un movimiento que nosotros llamariamos armo-
nico simple. La figura 13 muestra los datos originales de
Galileo, trazados en forma de grafica para mostrar el
desplazamiento lateral de una luna (Calisto) en funcién
del tiempo. Es evidente la dependencia sinusoidal carac-
teristica del movimiento arménico simple.

En realidad, Calisto no oscila de un lado a otro; se
mueve en Orbita casi circular en tomo al planeta, y lo
que Galileo observé era un movimiento circular uniforme
en un plano visto por su borde. Puesto que esto correspon-
de exactamente a la relacion desplazamiento contra tiem-
po del movimiento armoénico simple, podemos concluir
que:
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El movimiento arménico simple se define como la
proyeccién de un movimiento circular uniforme a lo
largo de un diametro del circulo.

Examinemos con mayor detalle la base matematica de esta

conclusion. La figura 14 muestra a una particula P en

movimiento circular uniforme; su velocidad angular es @
y el radio del circulo es R. En el tiempo 0 (Fig. 14a) el

radio OP forma un &ngulo <pcon el eje x. En un tiempo t

mas tarde (Fig. 14i>) el radio OP forma un angulo cot +¢>
con el eje x, y la proyeccion de OP a lo largo del eje x (o,

loque es equivalente, la componente x del radiovector que

corresponde a OP) es

x(1) = R eos (cot + d>. (31)

Esta expresion es, por supuesto, idéntica a la ecuacion 6
para el desplazamiento del oscilador armdénico simple,
correspondiendo jama R. Si hacemos que Plrepresente a
la proyeccion de P sobre el eje x, entonces P' ejecuta un
movimiento armaénico simple a lo largo del eje x.

En el movimiento circular uniforme, la magnitud de
la velocidad tangencial constante es coR. La figura 14c
muestra al vector que representa a la velocidad instanta-
nea v en el tiempo t. La componente x de v, la cual da la
velocidad de P' a lo largo de la direccion x, es

Figura 14 (a) Un punto P se mueve a

velocidad constante en un circulo de

radio R. La linea de referencia forma un

angulo §eonelejexent=0. La

proyeccion P' sobre el eje x ejecuta un

movimiento armonico simple.

(b) Después de un tiempo t, el punto P
x ha girado en un angulo adicional at

(c) Lavelocidad de Py de su

componente x, que representa a la

velocidad de P' en un movimiento

arménico simple. (d) La aceleracién

de Py de su componente x.

vx(t) = —coR sen (cot + 4>). (32)

En el movimiento circular, la aceleracidn centripeta es
aR, y como se muestra en la figura 14d, la componente
x de la aceleracion de P es

ax(t) = —coR eos (cot + 0). (33)

Las ecuaciones 32 y 33 son idénticas a las ecuaciones 11
para el movimiento arménico simple, donde una vez mas
xmes reemplazada por R. Asi pues, el desplazamiento, la
velocidad, y la aceleracién son idénticos en el movimien-
to armonico simple y en la proyeccion del movimiento
circular.

Invirtiendo el argumento anterior, podemos establecer
que la ecuacién 31 para el desplazamiento de un oscilador
armonico simple es suficiente para describir a la compo-
nente x de un vector cuya punta trace una trayectoria
circular con velocidad constante. Si podemos también
describir a la componente y, entonces tendremos una
descripcion completa del vector. Las figuras 14a 'y 146
muestran a la proyecciony OQ en los tiempos 0y t. La
componente y puede expresarse por

y(t) = R sen (cot + (. (34)

Ndtese que la proyeccion del movimiento circular unifor-
me a lo largo de la direccion y da también el movimiento



Figura 15 Problema muestra 8. El radio OP se mueve
desde £=0ent - 0 hasta at =60° en el tiempo t. La
proyeccion P' se mueve, correspondientemente, desde x m
hastax =R/2.

armonico simple, como lo haria la proyeccion a lo largo
de cualquier direccion. Nétese también que, en todo tiem-
po?,x2+y2=R2como lo esperamos para el movimiento
circular. A usted le sera posible obtener expresiones para
la componente y de la velocidad y de la aceleracién y
demostrar que, como cabia suponer, vl +v2- (aR)2y
a2+ a2= (ap-Rf.

Al usar la indentidad trigonométrica sen 0 = eos (0 -
kj2) podemos reescribir la ecuacion 34 como:

y(t) = R eos (cot + —n/2). (35)

Entonces el movimiento circular puede considerarse como
la combinacion de dos movimientos arménicos simples
en angulo recto, con amplitudes y frecuencias idénticas
pero difiriendo en fase en 90°. En la seccion préxima
veremos cOmo pueden analizarse otros movimientos mas
complicados como combinaciones de movimientos armoé-
nicos simples con amplitudes, frecuencias, y fases apro-
piadamente escogidas.

Problema muestra 8 Consideremos a un cuerpo que efec-
tGa un movimiento arménico simple. La ecuacién de ese movi-
miento es

x = 0.35 cos(8.3i),

donde x esta en metros y t en segundos. Este movimiento puede
representarse también como la proyeccion de un movimiento
circular uniforme a lo largo de un diametro horizontal. (a) Dé
las propiedades del movimiento circular uniforme correspon-
diente. (ti) A partir del movimiento del punto de referencia
determine el tiempo requerido para que el cuerpo esté a la
mitad del camino hacia el centro de movimiento a partir de su
posicién inicial.
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Solucion  (a) La componente x del movimiento circular esta
dada por
X = R eos (cot + (.

Por lo tanto, el circulo de referencia debe tener un radio R =
0.35 m, la fase inicial o constante de fase debe ser §~ 0, y la
velocidad angular debe ser c= 8.3 rad/s, con objeto de obtener
la ecuacion x =0.35 eos (8.3f) para la proyeccion horizontal.

(ti) Cuando el cuerpo se mueve a la mitad del camino, el punto
de referencia se mueve enun angulo de cat = itj3 =60° (Fig. 15).
La velocidad angular es constante e igual a 8.3 rad/s de modo
que el tiempo requerido para que se mueva a 60° es

60° w3rad _
ca 83radls

El tiempo puede calcularse también a partir de la ecuacion
del movimiento. Con

t= 0.13s.

Xx=035e0s(83) vy
obtenemos

X = }R = 0.35),

i =cos(8.3i)) o 83?=cos 1(i) = jr/3 rad.
Por lo tanto

_ TfBrad

t= 8.3 rad/s

=013s

15-7 COMBINACIONES DE
MOVIMIENTOS ARMONICOS

A menudo se combinan dos movimiento arménicos sim-
ples en angulo recto. EI movimiento resultante es la suma
de dos oscilaciones independientes. Consideremos prime-
ro el caso en que las frecuencias de las vibraciones sean
las mismas, de modo que

x =xmeos (coi + f()x) y y =ymeos (cot + 4y). (36)

Los movimientosxy y pueden tener amplitudes diferentes
y constantes de fase diferentes.

Si las constantes de fase son las mismas, el movimiento
resultante es una linea recta. Esto puede demostrarse
analiticamente al considerar larazon entre las expresiones
parax yy en la ecuacion 36 cuando gx= ¢y, lo cual da

y = (ym/xmx.

Esta es la ecuacion de una linea recta, cuya pendiente es
ymjxm En las figuras 16ay 166 se muestra el movimiento
resultante en los dos casos, ym/xm= 1y yn¥xm=2. En estos
casos ambos desplazamientos xy y alcanzan un méaximo
en el mismo tiempo y alcanzan un minimo en el mismo
tiempo. Estan enfase. El punto P, cuyas coordenadas x y
y estan dadas por las ecuaciones 36, se mueve de un lado
a otro a lo largo de la linea segun varie t.

Si las constantes de fase son diferentes, el movimien-
to resultante no serd una linea recta. Por ejemplo, si las
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Figura 16 Combinaciones de
movimientos arménicos simples a lo

ym ym_ ym . .
o , A largo de dos direcciones
70p / 4\ U H perpendiculares. Cada figura muestra
PR 1 \ n el movimiento del punto P cuando las
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constantes de fase difieren en kj2, el desplazamiento x
maximo sucede cuando el desplazamiento y sea cero y
viceversa. Cuando las amplitudes son iguales el movi-
miento resultante es circular; cuando las amplitudes son
desiguales, el movimiento resultante es eliptico. En las
figuras 16c y 16d se muestran dos casos, yrdJxm= 1y ynixm
=2, siendo =gy + tW/2. Los casosy jxm= 1y yjxm=
2, siendo (B = y- nj4 se muestran en las figuras 16e y 16/.

Todas las combinaciones posibles de dos movimientos
armonicos simples en angulo recto que tengan la misma
frecuencia corresponden a trayectorias elipticas, siendo el
circuloy la linea recta casos especiales de una elipse. Esto
puede demostrarse analiticamente al combinar las ecua-
ciones 36 y eliminar al tiempo i; usted puede demostrar
que la ecuacion resultante es la de una elipse. La forma de
la elipse depende solamente de la razon entre las amplitu-
des, ym¥xm y de la diferencia de fase entre las dos oscila-
ciones, ¢x - . El movimiento real puede ser bien en
sentido horario o bien en sentido antihorario, dependiendo
de qué componente se adelante en fase.

Si dos oscilaciones defrecuencias diferentes se combi-
nan en angulo recto, el movimiento resultante es mas
complicado. EI movimiento no es ni siquiera periodico a
no ser que las dos frecuencias componentes axy ay sean
larazon de dos enteros (véase el problema 61). El andlisis
matematico de tales movimientos suele ser dificil, pero
los patrones pueden exponerse graficamente en la pantalla
de un osciloscopio, en la que un haz de electrones puede
ser desviado simultdneamente en las direcciones vertical
y horizontal por sefiales electrénicas sinusoidales cuyas
frecuencias, amplitudes, y fase relativa pueden variar. La
figura 17 es un ejemplo de los patrones complejos y bellos
que resultan.

En esta seccion hemos considerado solamente combi-
naciones de movimientos arménicos simples en diferentes
direcciones (en angulo recto entre si). Las combinaciones
de movimientos armonicos simples en la misma direc-
cién, con la misma frecuencia pero con amplitudes y
fases diferentes, son de interés especial en el estudio de
la difraccion y la interferencia de la luz, el sonido, y la
radiacion electromagnética, todo lo cual se estudiard mas
adelante en el texto. También pueden ser combinadas
oscilaciones de frecuencias diferentes en la misma direc-
cion. El tratamiento de este movimiento es particularmen-
te importante en el caso de las vibraciones sonoras que se
estudiaran en el capitulo 20.

15-8 MOVIMIENTO ARMONICO
AMORTIGUADO (Opcional)

Hasta este momento hemos supuesto que no actlan fuerzas de
friccion sobre el oscilador. Si esta hip6tesis se mantuviese
estrictamente, un péndulo o una masa unida a un resorte oscila-
rian de manera indefinida. En realidad, la amplitud de la osci-
lacion disminuye en forma gradual hasta cero como resultado
de la friccion. Se dice que el movimiento esta amortiguado por
la friccion y se le llama movimiento arménico amortiguado. A
menudo la friccion surge de la resistencia del aire o de fuerzas
internas. En la mayoria de los casos de interés la fuerza de
friccion es proporcional a la velocidad del cuerpo pero directa-
mente opuesta a él. En la figura 18 se muestra un ejemplo de un
oscilador amortiguado.

La fuerza neta sobre el cuerpo oscilatorio es la suma de la
fuerza de restitucion -kx y la fuerza de amortiguamiento, la cual
suponemos tiene la forma de -bu como en el caso de la fuerza
de arranque que se considerd en la seccién 6-7. Aqui b es una
constante positiva, que depende de las propiedades del fluido,
como la densidad, y de la forma y dimensiones del objeto
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Figura 17 Una figura Lissajous, producida en la pantalla de
un osciloscopio cuando las desviaciones horizontal y vertical
son sefiales sinusoidales cuyas frecuencias tienen razones

enteras. En el caso que se muestra, la razon de las frecuencias

es de 1/20.

sumergido. Partiendo de la segunda ley de Newton en la forma
T.F =ma, obtenemos

2
—kx—b%— mgrr
dt dt2
0 Sea
d2x ~ ,d
m—+b—xr +kx = 0. (37)
dt2 dt

Una solucidn de esta ecuacion (ofrecida aqui sin prueba; véase
el problema 63 para su verificacion)* es

X = xme bfmeos (co't + <F), (38)
donde
-jo z
VI RRVES 39

Esta forma de solucion de la ecuacion 37 es vélida para cons-
tantes b de amortiguamiento que sean lo suficientemente peque-
fias de modo que la cantidad en el radical de la ecuacion 39 sea
positiva. En lafigura 19 se traza el desplazamiento x en funcion
del tiempo t en este caso.

Existen dos caracteristicas notables de esta solucion. Prime-
ramente, la frecuencia es mas pequefia (y el periodo mas largo)
cuando esta presente la friccion. La friccidn retarda al movi-
miento, como cabe esperar. Si no hubiese friccion presente, b
seria igual a ceroy i seria igual a Tk/m, que es la frecuencia
angular cde un movimiento no amortiguado. Cuando la fric-
cion esta presente, @ es ligeramente menor que @ como lo
muestra la ecuacién 39. En el caso mostrado en la figura 19, que

* Para un estudio mas completo de la derivacion e interpreta-
cion de las ecuaciones del oscilador amortiguado, véase K. R.
Symon, Mechanics, 3a. edicién (Addison-Wesley, 1971), sec-
cion 2.9.
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Figura 18 Representacion de un oscilador arménico
amortiguado. Consideramos que el cuerpo oscilatorio (de
masa m) esta unido a una tablilla sin masa sumergida en un
fluido, donde experimenta una fuerza de amortiguamiento
viscoso -bv. No consideramos, en cambio, la friccion por
deslizamiento en la superficie horizontal.

Figura 19 Movimiento arménico amortiguado. El
desplazamiento x se grafica contra el tiempo t considerando
que la constante de fase spsea 0. EI movimiento es
oscilatorio, pero la amplitud disminuye exponencialmente
con el tiempo.

representa un fuerte amortiguamiento en el que la amplitud
disminuye segtin un factor de 10en 5 ciclos, ad difiere de aen
0.3% solamente.

En segundo lugar, la amplitud del movimiento, representada
en la ecuacion 38 por el factor xje~my en la figura 19 por las
curvas de puntos, disminuye exponencialmente hasta cero. El
intervalo de tiempo rdurante el cual laamplitud cae a 1/e de su
valor inicial se llama vida media de la oscilacion. El factor
exponencial en la ecuacion 38 tendra el valor ¢'lcuandot =r =
2m/b. Una vez mas, si no hubiese friccion presente, b seria igual
a cero y la amplitud tendria el valor constante  al pasar el
tiempo; la vida media seria infinita.

Las ecuaciones 38 y 39 solo son validas para b <2 Vkm. Si
b tiene su mayor valor posible en este intervalo (b =2/ km),
entonces ad =0, y el desplazamiento tiende a cero exponencial-
mente sin oscilacion. La vida media r tiene su valor mas
pequefio, el cual puede demostrarse que es igual a af\ o sea, el
inverso de la frecuencia angular de la oscilacién no amortigua-
da. Esta condicién, llamada amortiguamiento critico, es a me-
nudo la meta de los ingenieros mecanicos al disefiar un sistema
en el que las oscilaciones desaparezcan en el menor tiempo
posible.

En el movimiento armoénico amortiguado la energia del osci-
lador se disipa gradualmente debido a la friccion y cae a cero
con el tiempo. En el caso de un amortiguamiento pequefio,
cuando la ecuacién 38 es valida, podemos aproximar el valor
instantaneo de la energia mediante la ecuacion 14, reemplazan-
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do la amplitud xm (constante) por el valor instantaneo de la
amplitud, xnme~3'2n Entonces

E{t) = "k{xme~b/2m)2
\kx&e-b,m (40)

Problema muestra 9 En un oscilador amortiguado, como el
de la figura 18, seam =250 g, k =85 N/m, y b =0.070 kg/s.
¢En cuantos periodos de oscilacion seria la energia mecanica
del oscilador igual a la mitad de su valor inicial?

Solucion Para un amortiguamiento pequefio, & ~ &y el
periodo es

r-22V -2V ~ -°"34s-

Ent =0, laenergia mecéanica inicial es *kx®. De la ecuacion 40,
la energia tendra la mitad de este valor en un tiempo t determi-
nado a partir de

Despejando a t, obtenemos

_miIn2_ (025 kg)(In 2)
1 b 0.070 kg/s ‘S

El tiempo t es alrededor de 7.57; entonces se requieren alrededor
de 7.5 ciclos de oscilacion para que la energia mecanica adquie-
ra la mitad de su valor inicial.

La energia total debe conservarse, por supuesto. ;A donde va
esta energia? B

15-9 OSCILACIONES FORZADAS
Y RESONANCIA (Opcional)

Hasta ahora hemos discutido solamente las oscilaciones natu-
rales de un cuerpo, es decir, las oscilaciones que ocurren, por
ejemplo, cuando el cuerpo es desplazado y luego liberado. Para
una masa unida a un resorte la frecuencia natural es

en ausencia de fricciény

en presencia de una pequefia fuerza de friccion bv.

Sin embargo, surge una situacion diferente cuando el cuerpo
se halla sometido a una fuerza externa sinusoidal. Como ejem-
plos, un puente vibra bajo la influencia de una marcha de
soldados; el carter de un motor vibrapor los impulsos periodicos
de una irregularidad en la flecha, y nuestro timpanos vibran
cuando se exponen a la fuerza periddica de una onda sonora.
Las oscilaciones resultantes se llaman oscilaciones forzadas.
Estas oscilaciones forzadas tienen la frecuencia de la fuerza
externa y no la frecuencia natural del cuerpo. Sin embargo, la
respuesta del cuerpo depende de larelacion entre las frecuencias
forzada y natural. Una sucesion de pequefios impulsos aplicados
con la frecuencia apropiada pueden producir una oscilacion de

gran amplitud. Un nifio subido en un columpio aprende a
balancearse a intervalos de tiempo apropiados para hacer que el
columpio se mueva con una gran amplitud. El problema de las
oscilaciones forzadas es muy general. Su solucion es Util en
sistemas acusticos, en circuitos de corriente alterna, y en la
fisica atomica, asi como también en la mecanica.

La ecuacion del movimiento de un oscilador forzado se
deduce de la segunda ley del movimiento. Ademas de la fuerza
de restitucion -kx y de la fuerza de amortiguamiento -bv,
tenemos también la fuerza externa oscilante aplicada. Para
simplificar, hagamos que esta fuerza externa esté dada por Fm
eos U)'t. Aqui Fmes el valor maximo de la fuerza externa y
tu"(==«v es su frecuencia angular. Podemos imaginar a tal
fuerza aplicada directamente a la masa oscilatoria de la figura
18, por ejemplo, reemplazando el muro fijo de la izquierda con
un apoyo mavil unido a la flecha de un motor. EI motor mueve
el apoyo con la frecuencia angular tu'".

Partiendo de la segunda ley de Newton, obtenemos

_d
—kx—bat +|frrp]eosoot- mH%

0 sea

d”x dx _ "
m —0% + th + kx = Fmeos m"t. (41)

La solucidn a esta ecuacion (que damos sin demostracion)* es

* = "je n «'i-</,), (42)
donde (
G =\Im20j"2—w22+ b2j)2 (43)
y
<= eos 1b(;) . (44)

Consideremos al movimiento resultante de manera cualitativa.

Notese (Ec. 42) que el sistema vibra con la frecuencia angular
tu"de la fuerza motriz, en lugar de vibrar con su frecuencia
natural tu, y que la amplitud del movimiento es constante. Hay
amortiguamiento, el cual causaria normalmente una disminu-
cion en la amplitud, pero la fuente de la fuerza motriz propor-
ciona la energia necesaria para mantener constante la amplitud.
En efecto, el oscilador transporta energia de la fuente motriz al
medio de amortiguamiento, donde la energia se disipa.

El caso més sencillo es aquel en el cual no existe amortigua-
miento, lo que significa que b =0 en la ecuacion 43. El factor
G, que tiene el valor wi(tu"2- wd)! Para b =0, es grande cuando
la frecuencia angular od' de la fuerza motriz es muy diferente
de la frecuencia angular natural no amortiguada tu del sistema.
Esto significa que laamplitud del movimiento resultante, FJG,
es pequefia. Al aproximarse la frecuencia motriz a la frecuencia
natural, es decir, cuando tu" > ay, vemos que G -* 0 y la
amplitud FJG -* °°. Enrealidad, siempre hay algtin amortigua-
miento de modo que la amplitud de la oscilacion, aunque
pudiera llegar a ser grande, permanece finita en la practica.

* Véase K. R. Symon, Mechanics, 3a. edicion (Addison-Wes-
ley, 1971), seccién 2.10. La ecuacién 42 es una solucion de
estado estacionario que se presenta después de que ha transcu-
rrido algin tiempo. Cuando el movimiento comienza, es una
superposicion de esta solucion y de los términos transitorios de
vida cortaque decaen rapidamente. Examinamos el movimiento
después de que estos términos se vuelven despreciables.
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Figura 20 Laamplitud FnjG de un oscilador forzado
cuando varia la frecuencia angular od' de la fuerza motriz.

Las tres curvas corresponden a niveles de amortiguamiento
diferentes, correspondiendo al amortiguamiento mas pequefio
la curva de resonancia de mayor pico.

En osciladores amortiguados (para los cuales b * 0 en la
ecuacion 43), existe un valor caracteristico de la frecuencia
motriz od' para el cual la amplitud de oscilacién es un maximo.
Esta condicion se llama resonancia y el valor de od' en el que
ocurre laresonancia se llamafrecuencia angular resonante. (La
resonancia, que aqui se define como laque ocurre a lafrecuencia
a la cual las oscilaciones forzadas tienen su amplitud maxima,
puede definirse de otras formas como, por ejemplo, la frecuen-
ciaala cual se transfiere laméxima potencia de la unidad motriz
al sistema oscilatorio o a la cual la velocidad de la masa
oscilatoria es maxima. Las definiciones no son equivalentes;
estudiaremos este tema mas a fondo cuando tratemos con osci-
laciones eléctricas forzadas; véase el problema 68.) Cuanto més
pequefio sea el amortiguamiento en un sistema, mas cercana se
halla la frecuencia angular resonante a la frecuencia angular
natural no amortiguada ca A menudo, el amortiguamiento es lo
suficientemente pequefio como para que la frecuencia angular
resonante pueda considerarse como igual a la frecuenciaangular
natural no amortiguada ccon un error pequefio.

En la figura 20 hemos trazado tres curvas que dan la amplitud
de las vibraciones forzadas en funcion de la razon de la frecuen-
cia motriz od' a la frecuencia angular natural no amortiguada m
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Cada una de las curvas corresponde a un valor diferente de la
constante de amortiguamiento b. Cuando el amortiguamiento
es pequefio, la curva de resonancia es aguda y la amplitud
alcanza un maximo cuando a3’ = Al aumentar el amortigua-
miento, la curva de resonancia se vuelve mas pequefia y mas
ancha, y la resonancia se desplaza ligeramente de od' = @

Todas las estructuras mecanicas, como edificios, puentes, y
aeroplanos, tienen una o0 mas frecuencias resonantes naturales.
Puede resultar desastroso someter una estructura a una fuerza
impulsora externa a una de esas frecuencias. La imagen de la
soprano que puede quebrar con su voz una copa de vino es un
ejemplo del resultado.

Otro ejemplo de resonancia ocurrié en el puente sobre el
estrecho de Tacoma en el estado de Washington (EUA) en 1940.
El viento que soplaba en el estrecho de Tacoma se dividio en
torbellinos, suministrando asi golpes de viento que sacudieron
al puente con una frecuencia que igual6 a una de sus frecuencias
de vibracidn naturales. El resultado fue un suave movimiento
de balanceo vertical, parecido a una montafia rusa, que le valié
al puente el sobrenombre de “Galloping Gertie” (Gertrudis
galopante). Unos cinco meses después de haberse inaugurado
el puente, el suave balanceo oscilatorio se convirtid en violentas
oscilaciones torsionantes, que no tardaron en provocar el colap-
so del puente (Fig. 21). Estas oscilaciones no fueron consecuen-
cia de la resonancia sino de los efectos no lineales debidos a
rafagas de viento particularmente fuertes. Estos efectos com-
plejos no pueden ser analizados en funcién del oscilador lineal
forzado que hemos estudiado aqui. m

15-10 OSCILACIONES DE DOS
CUERPOS (Opcional)

A nivel microscépico (moléculas, atomos, nucleos), existen
muchos ejemplos de oscilaciones que, de manera aproximada,
son armdnicas simples. Un ejemplo es la molécula diatémica,
en la cual dos atomos estan unidos entre si con una fuerza de la
forma ilustrada en la figura 3. Cerca de la posicion de equilibrio,
la energia potencial puede ser aproximada por una parabola
de la forma U(x) =~k(x - xij)2 y si se la desplaza a una pequefia
distancia de xtg, la molécula oscilara respecto a la posicion de
equilibrio. Para nuestros propdésitos, podemos imaginar que la
molécula esta representada por dos particulas de masas ;v y m2
unidas por un resorte de constante de fuerza k, como se muestra
en la figura 22. En esta seccion examinaremos el movimiento
de este sistema.

Una manera de describir el movimiento del sistema es en
funcion de los movimientos separados de las dos particulas, que
se localizan en relacién al origen O por las dos coordenadas X,
Y XV como se muestra en la figura 22a. Como veremos ensegui-

Figura 21 El puente del estrecho de Tacoma
en Puget Sound, Washington (EU). Terminado
y abierto al transito en julio de 1940, de
inmediato mostro oscilaciones de balanceo
suaves debidas a la resonancia. Més tarde, el
puente desarroll6 violentas oscilaciones
torsionantes que pueden apreciarse en la figura
de la izquierda. Finalmente el claro principal se
rompid, haciendo que la losa del puente se
cayera al agua, como se muestra en la figura de
la derecha.
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Figura 22  (a) Dos cuerpos oscilatorios de masas rmj y m2
unidos por un resorte. (> EI movimiento relativo puede ser
representado por la oscilacion de un solo cuerpo que tenga la
masa reducida m.

da, esto conduce a una descripcion diferente y a menudo mas
(til, que esta dada en funcion de la separacion y de la velocidad
relativas de las dos particulas. En efecto, reemplacemos a las
dos coordenadas x, y  por dos coordenadas diferentes: la
separacion relativa x; - x2y la localizacion xandel centro de
masa. En ausencia de fuerzas externas, el centro de masa se
mueve a velocidad constante, y su movimiento no es de interés
real para el estudio de la oscilacion del sistema, de modo que
podemos analizar al sistema en funcion de la coordenada rela-
tiva Unicamente.

La separacion relativa xj - x2da la longitud del resorte en
cualquier momento. Supongamos que su longitud sin estirar sea
L; entonces X =(Xj- Xj) - L es el cambio de longitud del resorte,
YF =kx es lamagnitud de la fuerzaejercidasobre cadaparticula
por el resorte. Como se muestra en la figura 22a, si el resorte
ejerce una fuerza -F sobre mt, entonces ejerce una fuerza +F
sobre m2.

Apliquemos la segunda ley de Newton separadamente a las
dos particulas, considerando los componentes de la fuerza a lo
largo del eje x:

d 2%
1dt2

Ahora, multiplicamos la primera de estas ecuaciones por m2y
la segunda por miyy luego las restamos. El resultado es

d2xi d2x 2 , ,
.. —m m%— = —m2kx —mjkx,
d't2 1 dt2
la cual podemos escribir asi:
mim2 d2
(Xi —%x2 = —Kkx. (45)

m, + m, dt2

La cantidad m jm j(m, + m2 tiene la dimensién de unamasay se
€coNnoce COMO m asa reducida vi:

mim2

T m, +m

Ya que la longitud de relajamiento L del resorte es una cons-

tante, las derivadas de (x; - x2 son las mismas que las derivadas
dex:

(46)

d d
g0 + L)-%
y asi la ecuacion 45 se convierte en
d 2x k
—-r+ — x =20
dt2 m

Esta es idéntica en forma a la ecuacion 4 para la masa oscilatoria
aislada, demostrando entonces que, desde el punto de vista de
las oscilaciones, el sistema de la figura 22a puede ser reempla-
zado por una sola particula, como se representa en la figura 22b,
con unamasa igual alamasa reducida del sistema. En particular,
la frecuencia de oscilacion del sistema de la figura 22 esta dada
por la ecuacion 9, usando la masa reducida.

Si deseamos examinar el movimiento detallado del sistema,
podemos escribir simplemente la solucion parax(t), v(t), y a(t),
dada por las ecuaciones 11, teniendo en cuenta que x representa
la coordenada relativa de las dos particulas y, por lo tanto, v y
a representan su velocidad relativa v, - v2y su aceleracion
relativa al- a2 respectivamente.

Notese que la masa reducida m es siempre mas pequefia que
cualquiera de las otras masas. Si una de las masas es mucho mas
pequefia que la otra, entonces m es aproximadamente igual a la
masa mas pequefia. Si las masas son iguales, entonces mes igual
a la mitad del tamafio de cualquiera de las masas.

Problema muestra 10 El cloro natural consta de dos is6to-
pos: &L, con 76% de abundancia relativa y masa atdmica de

Figura 23 El espectro de absorcion
de la radiacion infrarroja por el HC1
molecular. Cada pico corresponde a un
cambio en el movimiento vibratorio de
las moléculas. Los pares de picos con
espaciamiento pequefio se deben a los
dos isotopos del Cl.



34.968853 u, y 3ICl, con 24% de abundancia relativa y masa
atomica de 36.965903 u. (a) ¢Cual es la masa reducida de una
molécula de HC1 cuando contiene &1y cuando contiene 3C1?
(b) La frecuencia vibratoria de una molécula de HC1 es 85 x
10BHz. Suponiendo que el HC1 se comporta como un oscilador
simple de dos cuerpos, halle la constante k de la fuerza efectiva.

Solucién  (a) La masa reducida del HECL se obtiene a partir de
la ecuacion 46, usando la masa H de 1.007825 u:

= m,w2 = (1.007825 uX34.968853 u) = Q9?9593 u
mt+m2 1007825 u + 34.968853 u

Para el H3C1 tenemos similarmente

(1.007825 u)(36.965903 u) _ ,, .
W= 1.007825 u + 36T9659001f " °-981°77 U

(b) Resolviendo la ecuacién 9 para la constante de fuerza,
obtenemos

PREGUNTAS

1. Dé algunos ejemplos de movimientos que sean aproxima-
damente armonicos simples ¢Por qué son raros los movi-
mientos que sean armoénicos simples exactamente?

2. El resorte de una puerta mosquitera tipica esta esforzado
a la tension en su estado normal; esto es, las vueltas
adyacentes se adhieren entre si y ofrecen resistencia a ser
separadas. ¢Obedece tal resorte a la ley de Hooke?

3. ¢Esobedecida la ley de Hooke, siquiera aproximadamen-
te, por la plataforma de salto en una alberca? ¢Y por un
trampolin? ;Y por un resorte enrollado hecho de alambre
de plomo?

4. ¢Qué le pasaria al movimiento de un sistema oscilatorio
si cambiara el signo del término de la fuerza, -kx en la
ecuacion 2?

5. Un resorte tiene una constante de fuerza k, y de él esta
suspendido un objeto de masa m. El resorte se corta a la
mitad y el mismo objeto se suspende de una de las mitades.
¢ Como se relacionan las frecuencias de oscilacion antesy
después de haber cortado el resorte?

6. Un resorte no estirado tiene una constante de fuerza k. Es
estirado por una pesa colgada de €l hasta una longitud de
equilibrio dentro del limite elastico. ¢ Tiene el resorte la
misma constante de fuerza k para desplazamientos a partir
de esta nueva posicion de equilibrio?

7. Supongamos que tenemos un bloque de masa desconocida
y un resorte de constante de fuerza también desconocida.
Muestre como podemos predecir el periodo de oscilacién
de este sistema blogque-resorte simplemente midiendo la
extension del resorte producida al unir el bloque a él.

8. Todo resorte real tiene masa. Si esta masa es tenida en
cuenta, explique cualitativamente como afectara esto al
periodo de oscilacion de un sistema resorte-blogue.
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k = 4n2v2m = 47tA8.5 X 10B8Hz)20.98 u)(1.66 X 107 Z7Kg/u)
= 464 N/m.

Esto es del mismo orden de magnitud que la constante de fuerza
de resortes ordinarios (por ejemplo, véase el problema mues-
tra 1). ¢Puede usted explicar como puede ser la constante de
fuerza de una molécula la misma que la de un resorte?

Las moléculas pueden absorber o emitir radiacion electro-
magnética y cambiar su estado de movimiento vibratorio en el
proceso. De hecho, la observacion de la radiacion que es absor-
bida o emitida es una de las maneras que tenemos de aprender
acerca de la estructura de las moléculas. La figura 23 muestra
un ejemplo del espectro de absorcion infrarroja del HCL. Cada
pico corresponde a un cambio en el estado vibratorio del HC1
cuando absorbe radiacion a esa frecuencia. Las dos componen-
tes en cada pico se deben a los dos is6topos del Cl; sus masas
diferentes resultan en masas reducidas ligeramente diferentes
para las moléculas del HEC1y del HZCL, como lo hemos hallado
en la parte (a), y por lo tanto en frecuencias vibratorias ligera-
mente diferentes. m

9. ¢Puede existir un oscilador que, aun para pequefias ampli-
tudes, no sea arménico simple? Es decir, ¢podemos tener
una fuerza de restitucion no lineal en un oscilador incluso
a amplitudes arbitrariamente pequefias?

10. ¢Cbmo resultan afectadas cada una de las siguientes pro-
piedades de un oscilador arménico simple al duplicar la
amplitud: el periodo, la constante de fuerza, la energia
mecanica total, la velocidad maxima y la aceleracion
maxima?

11. ¢Qué cambios haria usted en un oscilador armonico para
duplicar la velocidad méaxima del objeto oscilatorio?

12. Una persona esta de pie sobre una bascula de bafio, la
cual descansa sobre una plataforma suspendida de un
resorte grande. Todo el sistema ejecuta un movimiento
armonico simple en direccion vertical. Describa la varia-
cion en la lectura de la bascula durante un periodo de
movimiento.

13. ¢Podriamos construir alguna vez un péndulo simple ver-
dadero? Explique la respuesta.

14. ;Podrian basarse los patrones de masa, longitud, y tiempo
en las propiedades de un péndulo? Explique.

15. Considerando los aspectos eléstico e inercial implicados,
explique el hecho de que, mientras que un objeto de masa
m oscile verticalmente en un resorte, el periodo depende
de w pero es independiente de g, siendo lo inverso verda-
dero para un péndulo simple.

16. Prediga, por medio de argumentos cualitativos si un pén-
dulo oscilatorio de gran amplitud tendra un periodo mas
largo o més corto que el periodo de las oscilaciones de
amplitud pequefia. (Considere casos extremos.)

17. A medida que la amplitud Omde la ecuacion 25 se aproxi-
ma a 180°, ¢a qué valor cabe esperar que se aproxime el
periodo? Explique en términos fisicos.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
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¢ Qué le sucede a la frecuencia de un columpio cuando sus
oscilaciones pasan de grandes amplitudes a pequefias?

¢Coémo resulta afectado el periodo de un péndulo cuando
su punto de suspension (a) se mueve horizontalmente en
el plano de la oscilacion con una aceleracion a; (b) se
mueve verticalmente hacia arriba con una aceleracion a;
(c) se mueve verticalmente hacia abajo con una acelera-
cién a <g; y con una aceleracion a> gl ¢Cudl caso, si lo
hay, se aplica a un péndulo montado en una carreta que
rueda hacia abajo de un plano inclinado?

¢Por qué se excluyé a un eje que pasara por el centro de
masa al usar la ecuacion 29 para determinar 7? ;Se aplica
esta ecuacion a esta clase de eje? ;Como puede determi-
narse | para este eje usando los métodos del péndulo
fisico?

Una esfera hueca se llena de agua a través de un pequefio
orificio. Se cuelga de un corddn largo y, cuando el agua
va saliendo por el orificio en el fondo, hallamos que el
periodo de oscilacion primero aumenta y luego disminu-
ye. Explique.

(@) El efecto de la masa, m, de la cuerda atada al disco,
de masa M, de un péndulo, es aumentar el periodo sobre
el de un péndulo simple en el cual m = 0. Explique esto
(b) Aunque el efecto de la masa de la cuerda del péndulo
es aumentar su periodo, una cuerda de longitud L, que
oscila sin tener nada en el extremo (M =0) tiene un periodo
menor que el de un péndulo simple de longitud L. Explique
esto.

¢Habria en la Luna un cambio en la frecuencia de oscila-
cién de un péndulo de torsion si fuera éste trasladado alli?
¢De un péndulo simple? ¢ De un oscilador resorte-bloque?
¢De un péndulo fisico?

PROBLEMAS

Seccién 15-3 Movimiento arménico simple

1

Un bloque de 3.94 kg estira a un resorte de 15.7 cm desde
su posicion no estirada. El blogue se retira y en su lugar
se cuelga un objeto de 0.520 kg. Halle el periodo de su
oscilacion.

Un oscilador consta de un blogue de 512 g de masa unido
a un resorte. Cuando es puesto en oscilacion con una
amplitud de 34.7 cm, se observa que repite su movimiento
cada 0.484 s. Halle (a) el periodo, (ti) la frecuencia, (c) la
frecuencia angular, (d) la constante de fuerza, () la velo-
cidad méxima, y (f) la fuerza méxima ejercida sobre el
bloque.

Las frecuencias de vibracion de los dtomos de los sélidos
a temperaturas normales son del orden de 10.0 THz.
Imaginese que los &tomos estuviesen unidos entre si por
“resortes”. Supongase que un atomo de plata aislado vibre
con esta frecuencia y que los demas atomos estén en
reposo. Calculese la constante de fuerza efectiva. Un mol

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.
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32.

33.

34.

¢Cémo puede usarse un péndulo para trazar una curva
sinusoidal?

¢Qué componentes de movimientos armonicos simples
produciria la figura de un 8 como movimiento resultante?
¢Existe alguna conexion entre larelacion F contrax a nivel
molecular y la relacion macroscdpica entre i7y & en un
resorte? Explique la respuesta.

(@) ¢En qué circunstancias seria igual la masa reducida de
un sistema de dos cuerpos a la masa de uno de los cuerpos?
Explique, (b) ¢Cual es ia masa reducida si los cuerpos
tienen igual masa? (c) ¢Dan los casos (a) v (ti) los valores
extremos de la masa reducida?

¢Por qué se monta sobre resortes la tina de una maquina
lavadora?

¢Por qué se emplean a menudo los aparatos amortiguado-
res en maquinaria? Dé un ejemplo.

Dé algunos ejemplos de fendmenos comunes en los que
la resonancia juegue un papel importante.

La marea lunar es mucho més importante que la marea
solar. Sin embargo, ocurre lo contrario con las mareas en
la atmdsfera de la Tierra. Explique esto, usando ideas de
resonancia, dado el hecho de que la atmdsfera tiene un
periodo de oscilacion natural de casi 12 horas.

En la figura 20, ¢a qué valor se aproxima la amplitud de
las oscilaciones forzadas cuando la frecuencia impulsora
o' se aproxima a (a) cero y (b) al infinito?

Los edificios de diferentes alturas sufren diferentes dafios
durante un terremoto. Explique por qué.

Un cantante, al sostener una nota de la frecuencia adecua-
da, puede quebrar un vaso si €l cristal de éste es de alta
calidad, lo cual no sucede si el cristal del vaso es de baja
calidad. Explique por qué.

de plata tiene una masa de 108 g y contiene 6.02 x 103
atomos.

Un altoparlante produce un sonido musical por medio de la
oscilacion de un diafragma. Si la amplitud de la oscilacion
esta limitada a 1.20 * 10'3mm, ¢qué frecuencias daran por
resultado que la aceleracion del diafragma exceda de gl
Un objeto de 5.22 kg estad unido a la parte inferior de un
resorte vertical y es puesto a vibrar. La velocidad maxima
del objeto es de 15.3 cm/s 'y el periodo es de 645 ms. Halle
(@) la constante de fuerza del resorte, (b) la amplitud del
movimiento, y (c) la frecuencia de oscilacion.

En una rasuradora eléctrica, la hoja se mueve de un lado
a otro sobre una distancia de 2.00 mm. El movimiento es
armonico simple, con una frecuencia de 120 Hz. Halle (a)
la amplitud, (ti) la velocidad maxima de la hoja, y (c) la
aceleracion maxima de la hoja.

Puede considerarse que un automaévil estd montado sobre
cuatro resortes en lo que respecta a oscilaciones verticales.
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11.

12,

13.

14.

Los resortes de cierto automovil de 1460 kg de masa estan
ajustados de modo que las vibraciones tengan una frecuen-
cia de 2.95 Hz. (a) Halle la constante de fuerza de cada
uno de los cuatro resortes (supuestos idénticos). (b) ¢Cual
sera la frecuencia de vibracidn si viajan en el automovil
cinco personas con una masa promedio de 73.2 kg cada
una?

Un cuerpo oscila con movimiento arménico simple de
acuerdo con la ecuacion

X = (6.12 m) eos [(8.38 rad/s)/ + 1.92 rad)].

Halle (a) el desplazamiento, (b) la velocidad, y (c) la
aceleracion en el tiempo t =1.90 s. Halle también (d)
la frecuencia y (e) el periodo del movimiento.

La caratula de un dinamometro que lee desde O hasta
50.0 Ib tiene 4.00 in de longitud. Se encuentra que un
paquete suspendido del dinamdmetro oscila verticalmente
con una frecuencia de 2.00 Hz. ;Cuanto pesa el paquete?
El émbolo en el cilindro de una locomotora tiene una
carrera de 76.5 cm. ¢Cual es la velocidad maxima del
émbolo si las ruedas impulsoras dan 193 rev/m y el ém-
bolo se mueve con un movimiento arménico simple?

La figura 24 muestra a un astronauta en un aparato de
medicion de la masa de un cuerpo (BMMD, Body Mass
Measurement Device). Disefiado para usarse en vehiculos
espaciales en Orbita, su objeto es permitir que los astro-
nautas midan su masa en las condiciones de ingravidez en
oOrbita alrededor de la Tierra. El aparato es una silla mon-
tada sobre resortes; el astronauta mide su periodo de
oscilacion en lasilla; lamasa se deduce de la formula para
el periodo de un sistema oscilatorio bloque-resorte, (a) Si
M es la masa del astronauta y m la masa efectiva de esa
parte del aparato que también oscila, demuestre que

M = (k/4n2T2—m,

donde T es el periodo de oscilacion y k es la constante de
fuerza. (b) La constante de fuerza es k = 605.6 N/m para
el aparato en la Mision Skylab 2; el periodo de oscilacion
de la silla vacia es de 0.90149 s. Calcule la masa efectiva
de lasilla, (c) Con el astronauta en la silla, el periodo de
oscilacion resulta ser de 2.08832 s. Calcule la masa del
astronauta.

Un objeto de 2.14 kg cuelga de un resorte. Un cuerpo de
325 g colgado abajo del objeto estira adicionalmente al
resorte 1.80 cm. El cuerpo de 325 g es retirado y el objeto
entra en oscilacion. Halle el periodo del movimiento.

En cierto puerto maritimo, las mareas causan que la super-
ficie del mar se eleve y descienda en movimiento armoni-
co simple, con un periodo de 12.5 h. ;Cuanto tiempo le
toma al agua descender desde su altura méxima hasta
la mitad de su altura maxima con respecto a su nivel
promedio (de equilibrio)?

Dos bloques (m = 1.22 kg y M =8.73 kg) y un resorte
(k =344 N/m) estan dispuestos sobre una superficie hori-
zontal, sin friccién, como se muestra en la figura 25. El
coeficiente de friccion estatica entre los bloques es de
0.42. Halle la amplitud maxima posible del movimiento
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Figura 24 Problema 11

Figura 25 Problema 14

15,

16.

17.

18.

19.

arménico simple sin que ocurra un deslizamiento entre los
bloques.

Un bloque esta sobre una superficie horizontal (una mesa
vibratoria) que se mueve horizontalmente con un movi-
miento armdnico simple de 2.35 Hz de frecuencia. El
coeficiente de friccion estética entre el blogue y el plano
es de 0.630. ;A qué amplitud puede llegar sin que el
bloque resbale a lo largo de la superficie?

Un blogue esta sobre un émbolo que se mueve vertical-
mente con movimiento armaénico simple, (a) (A qué am-
plitud del movimiento se separaran el bloque y el émbolo
si el periodo del movimiento del émbolo es de 1.18 s? (b)
Si el émbolo tiene una amplitud de 5.12 cm en su movi-
miento, halle la frecuencia maxima a la cual estaran en
contacto el bloque y el émbolo continuamente.

La fuerza de interaccion entre dos &tomos de ciertas molé-
culas diatémicas puede representarse por F =-a/r2+hb/r3
donde a y b son constantes positivas y r es la distancia
de separacion entre los 4tomos. Haga una gréfica de F
contra r. Luego (a) demuestre que la separacion en el equi-
librio es bjal (ti) demuestre que, para pequefias oscilaciones
respecto a esta separacion de equilibrio, la constante de
fuerza esa’/b3 (c) halle el periodo de este movimiento.

Un oscilador consta de un bloque unido a un resorte (k =
456 N/m). En cierto tiempo 1, la posicion (medida desde
la posicién de equilibrio), la velocidad, y la aceleracién
del bloque son* =0.112 m, v= -13.6 m/s, a =-123 m/s2
Calcule (a) la frecuencia, (ti) la masa del bloque, y (c) la
amplitud de la oscilacion.

Dos particulas oscilan en movimiento arménico simple a
lo largo de un segmento de linea recta comdn de longitud
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L. Cada particula tiene un periodo de 1.50 s pero difieren
en fase en 30.0°. (a) ¢Qué separacion hay entre ellas (en
términos de L) 0.500 s después de que la particula que va
atras deja un extremo de la trayectoria? (b) ¢Se mueven
en la misma direccion, una hacia la otra, o una alejandose
entre si en ese momento?

Dos particulas efectiian un movimiento armonico simple
de la misma amplitud y frecuencia a lo largo de la misma
linea recta. Se cruzan entre si cuando van en direcciones
opuestas cada vez que su desplazamiento es la mitad de
su amplitud. Halle la diferencia de fase entre ellas.

Dos resortes estan unidos a un bloque de masa m que
puede deslizarse libremente sobre una superficie horizon-
tal sin friccién, como se muestra en la figura 26. Demues-
tre que la frecuencia de oscilacién del bloque es

21V m

donde v, y v2son las frecuencias a las que oscilaria el
bloque si se uniera solamente al resorte 10 al resorte 2.
(La analogia eléctrica de este sistema es una combinacion
en serie de dos capacitores.)

mmmm

Figura 26 Problema 21.

22.

Dos resortes unidos entre si se enlazan al bloque de masa
m como se muestra en la figura 27. Las superficies care-
cen de friccion. Si los resortes, por separado, tienen cons-
tantes de fuerza kty kv demuestre que la frecuencia de
oscilacion del blogue es

k,k2
(k, + k2Im w2+ v’
donde v, y v2son las frecuencias a las que oscilaria el
bloque si estuviera unido solamente al resorte 10 al resorte

2. (La analogia eléctrica de este sistema es una combina-
cion en paralelo de dos capacitores.)

Figura 27 Problema 22.

23.

Tres vagones de mineral de 10,000 kg se mantienen en
reposo en una pendiente de 26.0° sobre los rieles de una
mina usando un cable paralelo a la pendiente (Fig. 28). Se
observa que el cable se estira 14.2 cm justo antes de que
se rompa el acoplamiento, desenganchando a uno de los

24,

vagones. Halle (a) la frecuencia de las oscilaciones resul-
tantes de los dos vagones restantes y (b) lajunplitud de la
oscilacion.

Un resorte sin masa de 3.60 N/cm de constante de fuerza
es cortado en dos mitades, (a) ¢Cudl es la constante de
fuerza de cada mitad? (b) Las dos mitades, suspendidas
por separado, soportan un bloque de masa M (véase la
Fig. 29). El sistema vibra con una frecuencia de 2.87 Hz.
Halle el valor de la masa M.

M

Figura 29 Problema 24.

25.

Si la masa de un resorte m, no es despreciable, pero es
pequefia comparada con la masa m del objeto suspendido
de él, el periodo del movimiento es T=2m (ni +m]/3)/k.
Derive este resultado. (Sugerencia: La condicion »s« m
equivale a la hipdtesis de que el resorte se estira propor-
cionalmente a lo largo de su longitud.) (Véase H. L. Arms-
trong, American Journal ofPhysics, Vol 37, pag. 447,1969,
para una solucion completa del caso general.)

Seccion 15-4 Consideraciones energéticas en

26.

27.

el movimiento armonico simple

Un sistema oscilatorio bloque-resorte tiene una energia
mecénica de 1.18 J, una amplitud de 9.84 cm, y una
velocidad maxima de 1.22 m/s. Halle (a) la constante de
fuerza del resorte, (b) la masa del bloque, y (c) la frecuen-
cia de oscilacion.

Unagran resortera (hipotética) se estira 1.53 m para lanzar
un proyectil de 130 g con una velocidad suficiente para
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que escape de la Tierra (11.2 km/s). (a) ¢(Cual es la
constante de fuerza del aparato, si toda laenergia potencial
se convierte en energia cinética? (b) Supdngase que una
persona promedio puede ejercer una fuerza de 220 N.
¢Cuantas personas se necesitan para estirar la resortera?
(a) Cuando el desplazamiento es la mitad de la amplitud
xm ¢qué fraccion de la energia total es cinética y qué
fraccion es potencial en el movimiento arménico simple?
(b) ¢A qué desplazamiento es la energia mitad cinética y
mitad potencial?

Una particula de 12.3 kg se halla en movimiento armo-
nico simple con una amplitud de 1.86 mm. La acelera-
cion méxima de la particula es de 7.93 km/s2 (a) Halle el
periodo del movimiento, (tf) ;Cudl es la velocidad maxima
de la particula? (c) Calcule la energia mecanica total de
este oscilador arménico simple.

Un objeto de 5.13 kg se mueve sobre una superficie
horizontal sin friccion bajo la influencia de un resorte
de constante de fuerza 9.88 N/cm. El objeto es desplaza-
do 53.5 cm vy se le da una velocidad inicial de 11.2 m/s
hacia la posicion de equilibrio. Halle (a) la frecuencia del
movimiento, (ti) la energia potencial inicial del sistema,
(c) Laenergia cinética inicial, y (d) laamplitud del movi-
miento.

Demuestre que las relaciones generales entre los dos va-
lores iniciales de posicién ;t(0) y de velocidad i>0), y la
amplitud xmy el &ngulo fase ¢ de la ecuacion 6 son

xm= V[x(0)]2+ [v(Q)lu>f,

Resuelva la ecuacion 16, que expresa la conservacion de
la energia, para dt e integre el resultado. Supdngase que x
=xmen t = Q y demuestre que se obtiene la ecuacion 6
(con o=0) o sea, el desplazamiento en funcion del tiempo.
Un objeto de 1.26 kg de masa unido a un resorte de
5.38 N/cm de constante de fuerza se pone en oscilacién
estirando el resorte 26.3 cmy dando al objeto una veloci-
dad de 3.72 m/s hacia la posicion de equilibrio del resorte.
Usando los resultados obtenidos en el problema 31, cal-
cule (a) la amplitud y (b) el angulo fase del movimiento
arménico simple resultante.

Un blogue de masa M, en reposo sobre una mesa horizon-
tal sin friccion, esta unido a un soporte rigido por medio
de un resorte de constante de fuerza k. Una bala de masa
m Y velocidad v golpea al blogue como se muestra en la
figura 30. La bala se queda empotrada en el bloque.
Determine la amplitud del movimiento armonico simple
resultante en términos de ni, M, vy k

tan 5= - v(0)/cox(0).

Figura 30 Problema 34.

35.

Considérese un resorte sin masa de constante de fuerza k
en un campo gravitatorio uniforme y unamos a él un objeto
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de masa ni. (a) Demuestre que si x =0 marca la posicion
relajada del resorte, la posicion de equilibrio estatico esta
dada por x =tng/k (véase la Fig. 31). Demuestre que la
ecuacion de movimiento del sistema masa-resorte es

d"x _
m —dr-rr-+ kx=mg

y que la solucién para el desplazamiento en funcion del
tiempo es x =  eos (cot + >+ mg/k, donde @ =-fk/m
como anteriormente, (c) Demuestre, por lo tanto, que el
sistema tiene las mismas @ v, a, vy T en un campo
gravitatorio uniforme y en ausencia de tal campo, con el
Unico cambio de que la posicién de equilibrio se ha
desplazado en mg/k. (d) Considere ahora la energia del
sistema, B2+ jkx2+ nig(h - X) =constante, y demuestre
que la diferenciacion respecto al tiempo conduce a la
ecuacion de movimiento de la parte (b). (€) Demuestre que
cuando el objeto cae desdex =0a la posicion de equilibrio
estatico, x = mg/k, la pérdida de energia potencial gravi-
tatoria va una mitad a una ganancia en energia potencial
eléasticay la otra mitad a una ganancia en energia cinética.
(f) Por dltimo, considérese al sistema en movimiento
respecto a la posicion de equilibrio estatico. Calcule por
separado el cambio de la energia potencial gravitatoria y
de la energia potencial elastica cuando el objeto se mueve
hacia arriba con un desplazamiento xmy cuando el objeto
se mueva hacia abajo con un desplazamiento jan Demues-
tre que el cambio total en la energia potencial es el mismo
en cada caso, es decir, ~kxlv A la vista de los resultados (c)
y (f), podemos simplemente despreciar el campo gravita-
torio uniforme en el analisis haciendo el cambio de la po-
sicion de referenciadex =0a =i - mg/k =0. La curva
de la nueva energia potencial [U(xr) = kxj + constante]
tiene lamisma forma parabdlica que la curva de la energia
potencial en ausencia de campo gravitatorio [U(X) =jkx3.

Nivel del suelo

Figura 31 Problema 35.

36.

37.

Un bloque de 4.00 kg estd suspendido de un resorte con
una constante de fuerza de 5.00 N/cm. Una bala de 50.0 g
se dispara hacia el bloque desde abajo a una velocidad de
150 m/s y llega al reposo dentro del bloque, (a) Halle la
amplitud del movimiento arménico simple resultante, (b)
¢Qué fraccion de la energia cinética original de la bala
aparece como energia mecanica en el oscilador?

Un cilindro s6lido estd unido a un resorte horizontal sin
masa de modo que puede rodar sin resbalar a lo largo de



378

Capitulo 15 Oscilaciones

una superficie horizontal, como en la figura 32. La cons-
tante de fuerza k del resorte es de 2.94 N/cm. Si el sistema
parte del reposo desde una posicion en que el resorte esta
estirado 23.9 cm, halle (a) la energia cinética de traslacion
y (® la energia cinética de rotacion del cilindro al pasar
por la posicion de equilibrio, (c) Demuestre que en estas
condiciones el centro de masa del cilindro efectdia un
movimiento arménico simple con un periodo

T=2ji'lmj2k,

donde M es la masa del cilindro.

Figura 32 Problema 37.

38.

(@) Demuestre que en el movimiento armonico simple la
energia potencial promedio es igual a la energia cinética
promedio cuando el promedio se toma respecto al tiempo
durante un periodo del movimiento, y que cada promedio
es igual ajkxij,. (b) Demuestre que cuando el promedio se
toma respecto a la posicion durante un ciclo, la energia
potencial promedio es igual a jkxy que la energia ci-
nética promedio es igual a “kxin (c) Explique fisicamente
por qué los dos resultados de arriba (a y b) son diferentes.

Seccion 15-5 Aplicaciones del movimiento arménico simple

39.

40.

41.

42.

43.

Halle la longitud de un péndulo simple cuyo periodo sea
1.00 s en una localidad donde g =9.82 m/s2

Un péndulo simple de 153 m de longitud efectta 72.0
oscilaciones completas en 180 s en una cierta localidad.
Halle la aceleracion debida a la gravedad en este punto.
Una bola de demolicién de 2500 kg se halla suspendida
del extremo de una grdia, como se muestra en la figura 33.
La longitud del cable que cuelga es de 17.3 m. Halle el
periodo de balanceo, suponiendo que el sistema pueda ser
tratado como un péndulo simple.

Existe una relacion interesante entre el sistema bloque-re-
sorte y el péndulo simple. Supongamos que usted cuelga
un objeto de masa M del extremo de un resorte, y que
cuando el objeto esta en equilibrio el resorte es estirado
una distancia h. Demuestre que la frecuencia de este
sistema bloque-resorte es la misma que la de un péndulo
simple de masa my longitud h, aun cuando m * M; véase
la figura 34.

Un aro circular de 65.3 cm de radio y 2.16 kg de masa esta
suspendido de un clavo horizontal, (a) Halle la frecuencia
de oscilacion para desplazamientos pequefios desde el
equilibrio, (b) ¢Cual es la longitud del péndulo simple
equivalente?

Un ingeniero desea hallar la inercia rotatoria de un objeto
de forma rara de 11.3 kg de masa respecto a un eje que
pase por su centro de masa. El objeto estd soportado con

Figura 33 Problema 41.

Figura 34 Problema 42.

45,

un alambre que pasa por su centro de masay a lo largo del
eje deseado. El alambre tiene una constante de torsion
k =0.513 N em. El ingeniero observa que este péndulo de
torsion efecttia 20.0 ciclos completos en 48.7 s. ; Qué valor
se calcula para la inercia rotatoria?

Un péndulo fisico consta de un disco solido uniforme de
masa M =563 g y radio R = 14.4 cm soportado en un plano
vertical por un pivote situado a una distancia d =10.2 cm
del centro del disco, como se muestra en la figura 35.
El disco se desplaza un pequefio &ngulo y luego se suel-
ta. Halle el periodo del movimiento arménico simple re-
sultante.

Figura 35 Problema 45.

46.

Una esfera solida de 95.2 kg con un radio de 14.8 cm
estd suspendida de un alambre vertical unido al techo
de una sala. Se requiere una torca de 0.192 N mm para
retorcer a la esfera en un angulo de 0.850 rad. Halle el



47.

48.

periodo de oscilacion cuando la esfera se suelte desde esta
posicion.

Un péndulo fisico consta de una barra de un metro pivo-
tada en un pequefio orificio taladrado a través de la barra
a una distancia x de la marca de 50.0 cm. Se observa que
el periodo de oscilacion es de 2.50 s. Halle la distancia x.
Un péndulo consta de un disco uniforme de 10.3 cm de
radio y 488 g de masa unido a una barra de 52.4 cm de
longitud que tiene una masa de 272 g; véase la figura 36.
(@) Calcule la inercia rotatoria del péndulo respecto al
pivote. (b) ¢Cudl es la distancia entre el pivote y el centro
de masa del péndulo? (c) Calcule el periodo de oscilacion
para &ngulos pequefios.

Figura 36 Problema 48.

49.

50.

Se forma un péndulo al pivotar una barra larga de longitud
L y masa m en torno a un punto en la barra que esta a una
distancia d sobre el centro de la varilla, (a) Halle el periodo
de pequefia amplitud de este péndulo en términos de d, L,
m, yg. (b) Demuestre que el periodo tiene un valor minimo
cuandod =L/J12 =0.289L.

Una rueda puede girar en torno a su eje fijo. Se une un
resorte a uno de sus rayos a una distancia r del eje, como
se muestra en la figura 37. Suponiendo que la rueda sea
un aro de masa My radio R, obtenga la frecuencia angular
de las pequefias oscilaciones de este sistema en términos
de Aj, R, r, y la constante de fuerza k. Discuta los casos
especialesr =Ry r =0.

Figura 37 Problema 50.

51.

Una barra de un metro se balancea de un extremo y oscila
con una frecuencia V0 ¢ Cuél seria la frecuencia, en térmi-
nos de \Q si se cortase el tercio inferior de la barra?

52.

53.

Problemas 319

Una particula se suelta desde el reposo en un punto P
dentro de un tazén hemisférico sin friccion de radio R. (a)
Demuestre que cuando P esta cerca del fondo del tazén la
particula experimenta un movimiento arménico simple.
(ti) Halle la longitud del péndulo simple equivalente.

Un péndulo fisico tiene dos puntos de pivoteo posibles;
uno tiene una posicion fija y el otro es ajustable a lo largo
de la longitud del péndulo, como se muestra en la figu-
ra 38. El periodo del péndulo cuando esta suspendido del
pivote fijo es T. El péndulo es luego invertido y suspendi-
do del pivote ajustable. La posicion de este pivote se mue-
ve hasta que, por medio de pruebas sucesivas, el péndulo
tenga el mismo periodo que antes, es decir, T. Demuestre
que la aceleracion de caida libre g esta dada por

4nd

donde L es la distancia entre los dos puntos de pivoteo.
Notese que g puede medirse de esta manera sin que sea
necesario conocer la inercia rotatoria del péndulo o cual-
quiera de sus demas dimensiones excepto L.

Figura 38 Problema 53.

54.

55.

56.

Un disco de 2.50 kg y didmetro de 42.0 cm, esta soportado
por una barra ligera de 76.0 cm de largo, la cual esta
pivotada en su extremo, como se muestra en la figura 39.
(@) Inicialmente el ligero resorte de torsion no esta unido.
¢Cual es el periodo de oscilacion? (ti) Ahora se une el
resorte de torsion de modo que la barra cuelgue vertical-
mente en equilibrio. ¢ Cudl seria la constante de torsion del
resorte de modo que el nuevo periodo de oscilacion sea
500 ms mas corto que antes?

Un péndulo simple de longitud L y masa m esta suspen-
dido en un automdvil que viaja a una velocidad constan-
te v alrededor de un circulo de radio R. Si el péndulo
experimenta pequefias oscilaciones en direccion radial
respecto a su posicion de equilibrio, ¢cual seré su frecuen-
cia de oscilacion?

La figura 40 muestra un péndulo fisico construido a partir
de secciones de igual longitud de un mismo tubo. El radio
interior del tubo es 10.2 cm y el espesor es 6.40 mm. (a)
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76.0 cm

42.0

Figura 39 Problema 54.

Calcule el periodo de oscilacion respecto al pivote mostra-
do. (b) Supdngase que se construye un nuevo péndulo fisico
al girar la seccion del fondo a 90° en tomo a un eje vertical
que pase por su centro. Demuestre que el nuevo periodo de
oscilacién respecto al mismo pivote es alrededor del 2%
menor que el periodo del péndulo original.

Seccion 15-7 Combinaciones de movimientos armoénicos

57.

58.

59.

60.

61.

Trace la trayectoria de una particula que se mueva en el

plano xy de acuerdo ajc=xnrcos(ft>i- nj2),y =2xmeos (cot).

El diagrama que se muestra en la figura 41 es el resultado

de combinar los dos movimientos arménicos simplesx =xm
eos axty y =ymeos (ayt +<3. (a) Cual es el valor dexjyn?
(b) ¢Cuél es el valor de cojap. (c) Cual es el valor de #?

Los electrones de un osciloscopio son desviados por dos
campos eléctricos mutuamente perpendiculares de modo
que en cualquier tiempo t el desplazamiento esta dado por

X —Aeosco, y=A eos (cot+ <£).

Describa la trayectoria de los electrones y determine sus
ecuaciones cuando (a) [y=00, (b) §#=30° vy (c) §y=90°
Una particula de masa m se mueve en un plano fijo a lo
largo de latrayectoriar =L4eos at +jA eos 3 at. (a) Trace
la trayectoria de la particula. (b) Halle la fuerza que actta
sobre la particula. Halle también (c) su energia potencial
y (d) su energia total, ambas en funcién del tiempo, (€)
¢Es periddico el movimiento? De ser asi, halle el periodo.

Cuando se combinan oscilaciones en angulo recto, las
frecuencias del movimiento de la particula en las direccio-
nesxyyno necesitan ser iguales, de modo que, en el caso
general, las ecuaciones 36 resultan ser

cm

Figura4l Problema 58

X=XmeoS (ojj + «) Y >= Ymeos (Wyt+ gv).

La trayectoria de la particula ya no es una elipse, sino que
ahora recibe el nombre de curva Lissajous, en memoria de
Jules Antoine Lissajous quien fue el primero en demostrar
estas curvas en 1857. (a) Si 0)Jcoyes un ndmero racional,
de modo que las frecuencias angulares axy aysean “con-
mensurables”, entonces la curva es cerraday el movimien-
to se repite a si mismo a intervalos de tiempo regulares.
Suponga que xm=ymy que = (Y trace la curva
Lissajous para axay=j, y (b) Sea ax¥’ayun nimero
racional, por ejemplo i, &, 6 | y demuestre que la forma
de la curva Lissajous depende de la diferencia de fase ¢x
- 9 Trace curvas para $- =0, tt/4, y nj2 rad. (c) Si ax
fdlyno es un nimero racional, entonces la curva es “abier-
ta”. Convénzase de que después de un tiempo prolongado
la curva habra pasado a través de cada punto que estuvie-
ra en el rectangulo limitado por x =xmy y = #ymsin que
laparticula pase nunca dos veces por un punto determina-
do y a lamisma velocidad. Con fines de precision, supon-
gase que =0 en todo momento.

Seccién 15-8 Movimiento arménico amortiguado

62.

63.

64.

En el sistema mostrado en la figura 18, el bloque tiene una
masa de 1.52 kg y la constante de fuerza es de 8.13 N/m.
La fuerza de friccion estd dada por -b(dx/dt), donde b =
227 gfs. Supdngase que el bloque se jala hacia un lado una
distancia de 125 cm y luego se suelta, (a) Calcule el
intervalo de tiempo necesario para que la amplitud dismi-
nuya a un tercio de su valor inicial. (b) Cuantas oscilacio-
nes efectlia el blogue en este tiempo?

Verifique, usando derivadas, que la ecuacion 38 es la
solucion de la ecuacion 37 para el oscilador amortiguado,
a condicion de que la frecuencia a' esté dada por la
ecuacion 39.

Un oscilador arménico amortiguado consta de un bloque
(m =191 kg), un resorte (k =12.6 N/m), y una fuerza de
amortiguamiento F = -bv. Inicialmente, oscila con una
amplitud de 26.2 cm; a causa del amortiguamiento, la am-
plitud disminuye a tres cuartas partes de este valor inicial
después de cuatro ciclos completos. (a) ¢Cual es el valor
de bl (b) ¢Cuénta energia se ha “perdido” durante estos
cuatro ciclos?



65.

Supéngase que esta examinando las caracteristicas de un
sistema de suspension de un automévil de 2000 kg. La
suspensién “se comprime” 10 cm cuando se comprime
sobre ella el peso de todo el automoévil. Ademas, la ampli-
tud de la oscilacion disminuye en 50% durante una osci-
lacién completa. Calcule los valores de ky b parael resorte
y el sistema amortiguador en cada rueda. Sup6ngase que
cada rueda soporte 500 kg.

Seccidn 15-9 Oscilacionesforzadasy resonancia

66.

67.

68.

Considérense las oscilaciones forzadas de un sistema blo-
gue-resorte amortiguado. Demuestre que, en resonancia,
(@) 1a amplitud de la oscilacion es Xm= FJba, y (b) la
velocidad méaxima del bloque oscilatorio es = Fmb.
Un automovil de 2200 Ib que transporta a cuatro personas
de 180 Ib viaja por una carretera de terraceria “ondulada”.
Las ondulaciones de la carretera tienen una separacién de
13 ft. Se observa que el automévil rebota con amplitud
méaxima cuando su velocidad es de 10 mi/h. Ahora se
detiene el automovil y se bajan las cuatro personas ¢En
cuanto se eleva la carroceria del automavil sobre su sus-
pension debido a esta disminucién del peso?

A partir de la ecuacion 42 halle la velocidad v(= dx/dt) en
el movimiento oscilatorio forzado. Demuestre que la am-
plitud de la velocidad es vm= ?,,/[(/»«" - klo)")2+ ti]'12
Las ecuaciones de la seccién 15-9 son idénticas en su
forma a las que representan un circuito eléctrico que
contiene una resistencia R, una inductancia L, y una capa-
citancia C en serie con una fem alternante V= Vmeos <o"t.
De aqui que b, m, k, y Fmsean analogas aR, L, 1/C,y Vm
respectivamente y que X Yy V sean anélogas a la carga
eléctrica q Y la corriente i, respectivamente. En el caso
eléctrico, se usa la amplitud de la corriente imanaloga a la
amplitud de la velocidad umpara describir la calidad de
la resonancia.

Seccidn 15-10 Oscilaciones de dos cuerpos

69.

70.

71.

Supéngase que el resorte de la figura 22a tiene una cons-
tante de fuerza k =252 N/m. sean mx= 1.13 kg y »>, =3.24
kg. Calcule el periodo de oscilacion del sistema de dos
cuerpos.

(@) Demuestre que cuando m2 -> 00 en la ecuacion 46,
m -* in,. (ti) Demuestre que el efecto de un muro no
infinito (m2 < °°) sobre las oscilaciones de un cuerpo de
masa m, situado en el extremo de un resorte unido a la
pared es reducir el periodo, o aumentar la frecuencia de
la oscilacién en comparacion con (a), (c) Demuestre que
cuando w2=m, el efecto es como si el resorte se cortara a
la mitad, oscilando cada cuerpo independientemente con
respecto al centro de masa situado en el punto medio.

(a) Calcule la masa reducida de cada una de las siguientes
moléculas diatomicas: 02 HC1, y CO. Exprese sus res-
puestas en unidades atémicas de masa unificadas, siendo
1.00 u la masa de un atomo de hidrégeno, (b) Se sabe que
una molécula de HC1 vibra a una frecuencia fundamental
de v=8.7 * 103Hz. Halle la “constante de fuerza” efectiva
k de las fuerzas de acoplamiento entre los atomos. En
funcién de su experiencia con resortes ordinarios, ¢diria

72.

Problemas 381

usted que este “resorte molecular” es relativamente rigido
o que no lo es?

Demuestre que la energia cinética del oscilador de dos
cuerpos de la figura 22a esta dada por K =kn v2 donde il
eslamasareduciday v (= u, - u? es la velocidad relativa.
Puede servir de ayuda notar que el impetu lineal se con-
serva mientras el sistema oscila.

Proyectos para la computadora

73.

74.

Escriba un programa de computacion o disefie una hoja de

célculo para calcular laamplitud y lafase de un movimien-
to arménico simple cuando se proporcionan la constante

de fuerza k, la masa m, la coordenada inicial xQ y la
velocidad inicial uQ Escriba la coordenada como x(t) =xm
eos (oot + vy utilice @ =mwk/m, jom=ifjc) +v\/ a®, y
P=tanl(- vQa)xQ. Asegurese de comprobar que el valor
calculado de <¢es correcto verificando que eos <ptenga el

mismo signo que xOy que sen <tenga el mismo signo que
vQ Si no lo tienen, sume 180° (o nrad) al valor calculado.

Sea cuidadoso y evite dividir entre cero. Si x0=0, auto-
maticamente ponga ()= +90° 6 -90° sin intentar el calculo

de vOcoxQ Por supuesto, el angulo que usted elija de-
pende del signo de v Escriba el programa de modo que
una vez que se haya terminado un célculo regrese al

principio y pida los datos para el siguiente problema. He
aqui algunas oscilaciones a tratar. En todas sostiene una
masa de 250 g y un resorte con una constante de fuerza de
200 N/m. (a) x0=2.8 cm, v0=0. (ti) x0=-2.8 cm, u0=0.

(c) x0=0, v0=56 cm/s. (d) x0=0, vO=-56 cm/s. (e) x0=
2.8 cm, vO=56 cm/s. (f) x0=2.8 cm, bO=-56 cm/s. (g)

j:0=-2.8 cm, v0=56 cm/s. (h) x0- -2.8 cm, FO=-56 cm/s.

Usted puede usar una computadora para estudiar las osci-
laciones amortiguadas. Considérese una masa m en el ex-
tremo de un resorte con constante de fuerza k, sujeto auna
fuerza de arrastre proporcional a su velocidad. La segunda
iey de Newton da mdZjdt2=-kx -bu. Escriba un progra-
ma de computacion o disefie una hoja de célculo para
calcular la coordenada x, la velocidad v, y la energia me-
canica total E al final de cada intervalo de tiempo de du-
racion Atdesde t =0hasta t =tj. VVéase la seccion 6-6y los
proyectos para la computadora al final del capitulo 6. Use
el programa para resolver los problemas siguientes. En
cada caso tomar m = 2.0 kg, k =350 N/m, x0=0.070 m,

v0=Q,t(=1.0s. Use un intervalo de integracion de 0.001 s.

(@) Considere que b =2.8 kg/sy, en gréaficas por separado,
trace x(t) y E(t). Notese la disminucion en la amplitud con
el transcurso del tiempo. La disminucidn se asocia intima-
mente a una pérdida de energia por la fuerza de arrastre.

Notese que la grafica de la energia tiene oscilaciones

pequefias y que existen regiones pequefias donde la ener-
gia es casi constante. ;Ddnde se presentan estas regiones
en el movimiento oscilatorio? Ofrezca una explicacion

fisica de su existencia. ¢Cambia la fuerza de arrastre al

movimiento el periodo de la oscilacion? Usese la grafica
para calcular el tiempo entre maximos sucesivos y com-
pare el resultado con 2 iriin/k. (ti) Si la fuerza de arrastre
se aumenta lo suficiente, no ocurren oscilacionesy se dice
que el movimiento esta sobreainortiguado. Tome 6=110

kg/s y use el programa para trazar ax(t) y a E(t).
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Si se aplica una fuerza sinusoidal a un objeto colocado en
el extremo de un resorte, la segunda ley de Newton se
convierte en md2/dt2=-kx - bu +Fmeos oi't. Escriba un
programa de computacion o disefie una hoja de calculo
para calcular la coordenada x, la velocidad u, y la energia
mecanica total E del oscilador al final de cada intervalo
de tiempo de duracion Ai desde t =0 hasta t =t;. VVéase la
seccion 6-6 y los proyectos de computacion al final del
capitulo 6. Para los siguientes problemas tome m =2.0 kg,
k =350 N/m, x0=0.070 m, u0=0, t, = 2.0 s. Use un
intervalo de integracion de 0.001 s. (a) Desprecie el amor-
tiguamiento haciendo que b =0y considere que Fm= 18 N
y ad'= 35 rad/s. Use su programa para trazar j(t) y E(t) en
gréficas por separado. Notese que la fuerza aplicada causa
desviaciones ligeras de la forma sinusoidal. N6tese tam-
bién que la fuerza aplicada transfiere energia al oscilador
durante ciertas porciones del movimiento y la quita duran-
te otros. Como resultado, la amplitud cambia ligeramente
con el tiempo. Use la grafica para estimar la amplitud
promedio. Calcule también el periodo y use su valor para
calcular la frecuencia angular. ¢Esta mas cerca de 35 rad/s

0 de = +k/m? (b) Una vez mas tome b =0y considere
que Fm= 18 N pero suponga que f*' =15 rad/s, mucho mas
cerca de Vk/m. Trace x(t) y E(t) y note el crecimiento de
la amplitud y de la energia. La fuerza aplicada pone
energiaen el oscilador durante periodos mucho mas largos
que cuando absorbe energia, (c) Tome en cuenta ahora el
amortiguamiento haciendo que b = 15 kg/s. Una vez mas
considere que Fm=18 N y al' - 35 rad/s, lejos de / k/im.
Trace x(t) y E(t). Use su grafica para hallar la frecuencia
angular cercade t =0y cercade t =2 s. Usted podria medir
la mitad de un periodo y duplicar el resultado. Notese que
al principio el movimiento esta cerca del movimiento
natural, el movimiento en ausencia de una fuerza aplicada.
En 1 s aproximadamente el movimiento natural se ha
amortiguado de manera considerable y el movimiento
subsiguiente es aquel que resulta de la aplicacion de una
fuerza externa a la masa. Calcule la amplitud cercadet =
2 s. (d) Repita la parte (c) pero tomando oo = 15 rad/s.
Calcule la amplitud, (e) ¢Para cual de las situaciones
consideradas es mas grande la amplitud cerca de t =2 s?
¢Y lamas pequefia?





