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CAPITULO 13

IMPETU
ANGULAR

En el capitulo 12 hemos estudiado la dinamica del movimiento de rotacion de un cuerpo rigido
alrededor de un ejefijo en un marco de referencia inercial. Hemos visto que la relacién escalar
Z t=la, en la que solo se consideraban las componentes de la torca externa a lo largo del eje
de rotacion, era suficiente para resolver los problemas dindmicos en este caso especial.

En este capitulo continuarnos este analisis y lo extendemos a situaciones en las que el eje de
rotacion puede no estarfijo en un marco de referencia inercial. Para resolver estosproblemas
dinamicos desarrollamos y empleamos una relacién vectorial para el movimiento de rotacion,
que es analoga a laforma vectorial de la segunda ley de Newton, F = dP/dt. Presentamos
también el impetu angular y demostramos su importancia como unapropiedad dinamica de las
rotaciones.

Finalmente, demostramos que, en sistemas en los que no actdia una torca externa neta, puede
aplicarse la importante ley de la conservacion del impetu angular.

13-1 IMPETU ANGULAR
DE UNA PARTICULA

Hemos visto que el impetu lineal es Gtil en los casos que

interviene el movimiento de traslacion de particulas ais-

ladas o de sistemas de particulas, incluyendo a los cuerpos

rigidos. Por ejemplo, el impetu lineal se conserva en las

colisiones. Para una particula aislada el impetu lineal es

p =mv (Ec. 19 del capitulo 9); para un sistema de parti-

culas es P = M \an(Ec. 25 del capitulo 9), en donde M es

la masa total del sistema y vames la velocidad del centro

de masa. En el movimiento de rotacion, el analogo del

impetu lineal se llama impetu angular, que definimos a Figura 1 Una particula de masa ni, localizada en el punto P
continuacion para el caso especial de una particula aisla- por el vector de posicion r, tiene un impetu lineal p =mv.
da. Posteriormente, ampliamos la definicién para incluir (Para mayor simplificacion se supone que tanto r como p
sistemas de particulas, y demostramos que el impetu estan en el plano xy.) Respecto al origen O, la particula tiene
angular es un concepto tan Gtil en el movimiento de un impetu angular de 1=r x p, paralelo al eje z en este caso.

rotacién como lo es el impetu lineal en el movimiento
de traslacion.
Consideremos una particula de masa m e impetu lineal por los vectores p y r. Definimos que el impetu angular 1
p en una posicidn r respecto al origen O de un marco de de la particula respecto al origen O sea
referencia inercial; para mayor conveniencia (véase la
Fig. 1) hemos elegido que el plano xy sea el plano definido 1= rxp. (1)
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Nétese que debemos especificar el origen O con objeto de
definir al vector de posicion r en la definicion del impetu
angular.

El impetu angular es un vector. Su magnitud est4 dada
por

I=rp sen 6. 2)

donde 6 es el angulo mas pequefio entre r y p y su
direccion esnormal al plano formado por r y p. El sentido
esta dado por la regla de la mano derecha: hagase girar a
r sobre p, en el angulo mas pequefio entre ellos, con los
dedos de la mano derecha doblados; el pulgar derecho
extendido apunta entonces en la direccion de 1(paralela al
eje z en la Fig. 1).

También podemos escribir lamagnitud de lyaseacomo

| —(r sen 6) p = prL, (3a)
0 como
I=r(p sen Q= rpx, (36)

donde r+(=rsen 0) es la componente de r en angulo recto
con la linea de accién de p, y px (= p sen 0) es la
componente de p en angulo recto con r. La ecuacién 3b
muestra que s6lo la componente de p perpendicular a r
contribuye al impetu angular. Cuando el angulo 6 entre r
y p es 006 180°, no existe una componente perpendicular
(px =p sen 6 =0); entonces la linea de accion de p pasa
por el origen, y r+es también cero. En este caso ambas
ecuaciones 3a y 3b muestran que el impetu angular | es
cero.

Derivaremos ahora una relacion importante entre la
torca y el impetu angular para una sola particula. Primero
diferenciamos a la ecuacién 1y obtenemos

di d
(4)

La derivada de un producto vectorial se considera de la

misma manera que la derivada de un producto ordinario,

excepto que no debemos cambiar el orden de los términos.
Tenemos

i_dr d
B

dt

Pero dr/dt es la velocidad instantanea v de la particula, y
p es igual a mv. Haciendo estas sustituciones en el primer
producto de la derecha, obtenemos

di dp

— = (vxmv)+ rx— .

gi o XMV ©)
Ahora v x mv = 0, porque el producto vectorial de dos
vectores paralelos es cero. Reemplazando a dpjdt en el

segundo producto por la fuerza neta E F que actla sobre
la particula, tenemos

di y r
¢ T rx2 F-

El lado derecho de esta ecuacién es precisamente la
torca neta L t. Por lo tanto, obtenemos

d\
dt * ©

que afirma que la torca neta que actia sobre unapai ticula
es igual a la razon de cambio con respecto al tiempo de
impetu angular. En esta ecuacion, tanto la torca r como
el impetu angular 1deben definirse con respecto al mismo
origen. La ecuacion 6 es el analogo de rotacién de la
ecuacion 20 del capitulo 9, £ F =dpjdt, que establece que
lafuerza neta que actda sobre una particula es igual a la
razon de cambio con respecto al tiempo de su impetu
lineal.

La ecuacion 6, como todas las ecuaciones vectoriales,
es equivalente a tres ecuaciones escalares, a saber,

)

Por lo tanto, la componente x de la torca externa neta esta
dada por el cambio con el tiempo de la componente x del
impetu angular. Se obtienen resultados similares para las
direccionesy y z.

Problemamuestral Una particula de masa mse libera desde
el reposo en el punto P de la figura 2, cayendo paralela al ejey
(vertical), (a) Halle la torca que actlia sobre m en cualquier
tiempo t, con respecto al origen O. (b) Halle el impetu angular
de m en cualquier tiempo t, con respecto a este mismo origen,
(c) Demuestre que larelacion E « - dljdt (Ec. 6) da un resultado
correcto cuando se aplica a este conocido problema.

Soluciéon  (a) Latorca esta dada por r =r x F, y sumagnitud es

t = rFsen 6.
En este ejemplo r sen 0= by F =mg, de modo que

r = mgbh = una constante.

Notese que la torca es simplemente el producto de la fuerza mg
por el brazo de momento b. Laregla de lamano derecha muestra
que resta dirigida perpendicularmente en la figura.

(b) El impetu angular esta dado por la ecuacién 1,1 =r x p.
Su magnitud es, de la ecuacion 2,

I —rp sen 6.
En este ejemplo r sen 6 =by p =mv =m(gt), de modo que
/= mght.

La regla de lamano derecha muestra que lesta dirigido perpen-
dicularmente en la figura, lo que significa que 1y rson vectores



Figura 2 Problema muestra 1 Una particula de masa m cae
verticalmente desde el punto P. La toreary el impetu angular
I con respecto al origen O estan dirigidos perpendicularmente
en la figura, como se indica con el simbolo ® en el punto O.

paralelos. El vector 1cambia con el tiempo de magnitud sola-
mente, su direccion permanece siempre la misma en este caso.

(c) Escribiendo la ecuacion 6 en términos de magnitudes,

tenemos _
di
T dt'

Sustituyendo la expresion para r y I de (a) y (b) tenemos que

mgb = {é{ (mgbt) = mgb,

la cual es una identidad. Entonces la relacion t =dl/dt rinde
resultados correctos en este caso. En efecto, si cancelamos a la
constante b de los primeros dos términos de arriba y sustituimos
agtpor la cantidad equivalente v, tenemos

mg = - (my)X

Puesto que mg = F y mv =p, éste es el conocido resultado F =
dp/dt. Entonces, como lo hemos indicado anteriormente, las
relaciones como x =d I/dt, aunque a menudo se usan en forma
generalizada, no son postulados bésicos nuevos de la mecénica
clasica sino mas bien la reformulacion de las leyes de Newton
en el caso del movimiento de rotacion.

Notese que los valores de r y de / dependen de nuestra
eleccidn del origen, esto es, de b. En particular, si b =0, entonces
r- oy/=o.

13-2 SISTEMAS DE PARTICULAS

Hasta aqui hemos estudiado solamente particulas aisla-
das. Para calcular el impetu angular total L de un sistema
de particulas con respecto a un punto dado, debemos
sumar vectorialmente los impetus angulares de todas las
particulas individuales en tomo a este punto. Para un
sistema que contenga N particulas, tenemos, entonces,
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L=1I+12+ eee+1*=f 1,
=1
donde la suma (vectorial) se ha tomado sobre todas las
particulas del sistema.

A medida que el tiempo pasa, el impetu angular total L
del sistema con respecto a un punto de referencia fijo
(el cual elegimos, como en nuestra definicion bésica de 1
en la ecuacién 1, que sea el origen de un marco de
referencia inercial) puede cambiar. Esto es,

_d\{~ di2 o, ..
dt  dt dt dt

Para cada particula, d\njdt = t,,, y haciendo esta sustitu-
cioén tenemos que
T Y

Es decir, la razén de cambio con respecto al tiempo del
impetu angular total de un sistema de particulas, es igual
a la torca neta que actda sobre el sistema.

Entre las torcas que actlen sobre el sistema estaran (1)
las torcas ejercidas sobre las particulas del sistema por
fuerzas internas entre las particulas y (2) las torcas ejerci-
das sobre las particulas del sistema por fuerzas externas.
Si latercera ley de Newton se cumple en su llamada forma
fuerte, esto es, si las fuerzas entre dos particulas cuales-
quiera no s6lo son iguales y opuestas sino que también
estan dirigidas a lo largo de la linea que une a las dos
particulas, entonces la torca interna total es cero porque
la torca resultante de cada par de fuerzas accidn-reaccion
internas es cero.

De aqui que la primera fuente, la torca a partir de las
fuerzas internas, no contribuya al cambio en L. Sélo
permanece la segunda fuente (la torca a partir de las
fuerzas externas), y podemos escribir

= <Ww

donde Errd es la suma de las torcas externas que acttan
sobre el sistema. Asi, decimos que la torca externa neta
que actla sobre un sistema de particulas es igual a la
razdn de cambio en el tiempo del impetu angular total del
sistema. Latorcay el impetu angular deben calcularse con
respecto al mismo origen de un marco de referencia
inercial. En situaciones en las que no es probable que surja
una confusién, evitamos el subindice de rot para mayor
conveniencia.

La ecuacién 8 es la generalizacién de la ecuacién 6 a
muchas particulas. Se cumple tanto si las particulas que
forman el sistema estdn en movimiento unas respecto a
las otras o si tienen relaciones espaciales fijas, como en
un cuerpo rigido.

La ecuacion 8es la analogia de rotacion de la ecuacién
27 del capitulo 9, LFM =dP/dt, que nos dice que para un



308 Capitulo 13 impetu angular

P+ Api

-0 -Qr -0-t>,

@

10

Figura 3 (&) Cuando una componente de una fuerza FB
actda paralelamente al impetu lineal p de una particula, el
impetu lineal cambia en ApBel cual es paralelo a p. (b)
Cuando una componente de una fuerza Fxactda
perpendicularmente al impetu lineal p de una particula, el
impetu lineal cambia en Ap4; el cual es perpendicular a p. La
particula se mueve ahora en la direccion de la suma vectorial

P + Apx.

sistema de particulas (cuerpo rigido o no) la fuerza externa
neta que actda sobre el sistema es igual a la razén de
cambio en el tiempo de su impetu lineal total.

Extendamos més alla la analogia entre el modo en que
una fuerza cambia el impetu lineal y el modo en que una
torca cambia el impetu angular. Supongamos que una
fuerza F actla sobre una particula que se mueve con
impetu lineal p. Podemos resolver a F en dos componen-
tes, como se muestra en la figura 3: una componente (F()
es paralela a la direccién (instantanea) de p y otra (FJ es
perpendicular a p. En un intervalo de tiempo pequefio At,
lafuerza produce un cambio en el impetu Ap, determinado
de acuerdo con F = Ap/At. Asi, Ap es paralelo a F. La
componente Fnda un cambio en el impetu Ap|(paralelo a
p, que se suma a p y cambia su magnitud pero no su
direccion (véase laFig. 3a). La componente perpendicular
Fx, por otra parte, proporciona un incremento Apx que
cambia la direccién de p pero, cuando Apx es pequefio
comparado con p, deja a la magnitud de p sin alteracion
(véase laFig. 3b). Unejemplo de lo Gltimo es una particula
que se mueve en circulo a velocidad constante sujeta
solamente a una fuerza centripeta, la cual es siempre
perpendicular a la velocidad tangencial.

El mismo analisis rige para laaccion de unatorca, como
se muestra en la figura 4. En este caso, r = AL/At, y AL
debe ser paralelo a r. Una vez més resolvemos a Ten dos
componentes, Tj, paralelo aL y rxperpendiculara L. La
componente de r paralela a L cambia de magnitud al
impetu angular, pero no de direccion (Fig. 4a). La com-
ponente de r perpendicular a L da un incremento ALX
perpendicular a L, que cambia la direccion de L pero no
su magnitud (Fig. 4b). Esta ultima condicion es responsa-
ble del movimiento de los tfompos y de los giroscopios,
como veremos en la seccion 13-5. Al comparar las figuras

L+ A
fr 0—0
T oA
(a)
A
AL

o

Figura 4 (a) Cuando la componente tj, de una torca actlia
paralelamente al impetu angular L de un sistema, el impetu
angular cambia en ALr el cual es paralelo a L. (b) Cuando
una componente ti de una torca actda perpendicularmente al
impetu angular L de un sistema, el impetu angular cambia en
AL+ el cual es perpendicular a L. El eje de rotacién apunta
ahora en la direccién que corresponde a la suma vectorial

L +ALt

3y 4 podemos ver las semejanzas entre la dindmica de
rotacién y la dindmica de traslacién.

Una comparacion adicional entre los fenomenos lineal
y de rotacion es que no se efectla ningan trabajo si (1) la
fuerza actda en angulo recto con el impetu lineal (Fig. 3b),
0 (2) la torca actda en angulo recto con el impetu angular
(Fig. Ab). En cada caso, el agente externo no provoca
un cambio en la energia cinética, y el movimiento conti-
nta con la misma velocidad lineal o de rotacion.

En la figura 5 se muestra un ejemplo de la aplicacion
de la ecuacién 8 a la dindmica de la rotacién. En la
figura 5a, un extremo del eje de una rueda de bicicleta que
estd girando descansa libremente sobre un poste, y el otro
extremo estd detenido por la mano de un estudiante. El
estudiante empuja tangencialmente a la rueda en la llanta,
con objeto de hacer que gire mas rapidamente. Conside-
rada con respecto al centro de la rueda, la torca ejercida
por el estudiante es paralela al impetu angular de la rueda,
apuntando ambos vectores (Ty L) hacia el estudiante. El
resultado de esta torca es un aumento en el impetu angular
de la rueda. En la figura 5b, el estudiante ha soltado un
soporte del eje. Consideremos ahora las torcas respecto al
punto de soporte que permanece. Existen dos fuerzas que
actdan, una fuerza normal al punto de soporte, que no
produce ninguna torca respecto a ese punto, y el peso de
la rueda que actGia hacia abajo en el centro de masa. La
torca respecto al punto O debido al peso es perpendicular
a L,y suefecto es, por lo tanto, un cambio en la direccion
de L, como en la figura 4b. Sin embargo, puesto que la
direccién de L es también la direccién del eje,* el efecto

* Esto se cumple solo si el eje de rotacion es también un eje de
simetria del cuerpo; véase la seccion 13-3.
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Figura5 (a) Una fuerza tangencial f en la llanta de la rueda
proporciona una torca « (respecto al centro de la rueda) a lo
largo del eje de rotacion, aumentando la magnitud de la
velocidad angular de la rueda pero dejando a su direccion sin
alterar. (b) Cuando el extremo del eje se libera, la torca de la
gravitacion respecto al punto O apunta hacia el papel, esto es,
perpendicularmente al eje de rotacion, como en la figura Ab.
Esta torca cambia la direccion del eje de rotacion, y el eje de
la rueda se mueve en el plano horizontal hacia la posicién
mostrada por la linea punteada.

de la fuerza de la gravedad (hacia abajo) es girar al eje
hacia un lado. La rueda pivoteara lateralmente respecto al
punto de soporte. jEnsayelo! (Si usted no tiene a la mano
una rueda de bicicleta montada libremente, un giroscopio
de juguete funciona de la misma manera.)

Como la hemos derivado, la ecuacién 8 se cumple
cuando r y L se miden con respecto al origen de un
marco de referencia inercial. Bien podriamos preguntar-
nos si se cumple todavia cuando medimos a estos dos
vectores con respecto a un punto arbitrario (digamos, una
particula determinada) del sistema en movimiento. En
general, tal punto se moveria de manera complicada si el
cuerpo o sistema de particulas se trasladara, se volteara 'y
cambiara su configuracion, y la ecuacién 8no se aplicaria
a tal punto de referencia. Sin embargo, si se elige que el
punto de referencia sea el centro de masa del sistema, aun
cuando este punto pudiera estar acelerando en nuestro
marco de referencia inercial, entonces la ecuacién 8si se
cumple. (Véase el problema 8.) Esta es otra notable pro-
piedad del centro de masa. Entonces podemos separar el
movimiento general de un sistema de particulas en el mo-
vimiento de traslacion de su centro de masa (Ec. 27 del
capitulo 9) y un movimiento de rotacién en tomo a su
centro de masa (Ec. 8).

13-3 IMPETU ANGULAR
Y VELOCIDAD ANGULAR

Para presentar casos en los que sea absolutamente nece-
sario considerar la naturaleza vectorial de la velocidad
angular, de latorca, y del impetu angular, consideraremos
primero un ejemplo sencillo del giro de una particula que
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ilustra un caso en que la velocidad angular y el impetu
angular no son paralelos.

La figura 6a muestra una particula aislada de masa m
unida a un flecha rigida, sin masa por un brazo rigido, sin
masa, de longitud r' perpendicular ala flecha. La particula
se mueve en un circulo de radio r', y suponemos que lo
hace con una velocidad constante u. Imaginemos que este
experimento tiene lugar en una regién de gravedad des-
preciable, de modo que no necesitemos considerar la fuer-
za de la gravedad que actGa sobre la particula. La Unica
fuerza que actua sobre la particula es la fuerza centripeta
gjercida por el brazo que une a la particula con la flecha.

La flecha se halla confinada al eje z por dos chumaceras
delgadas ideales (sin friccién). Hagamos que la chuma-
cera inferior defina al origen O de nuestro sistema de
coordenadas. La chumacera superior, como veremos, es
necesaria para impedir que la flecha se tambalee con
respecto al eje z, lo cual sucede cuando la velocidad
angular no es paralela al impetu angular.

La velocidad angular co de la particula apunta hacia
arriba a lo largo del eje z (o, de manera equivalente,
paralelo a él) el eje z, como se muestra en la figura 6b.
Esto es consistente con larelacion vectorial v = co * r (Ec.
16 del capitulo 11). No importa donde se elija el origen a
lo largo del eje z, el vector de la velocidad angular sera
paralelo al eje. Su magnitud es, de manera similar, inde-
pendiente de la ubicacidn del origen, siendo (a partir del
producto cruz) v/(r sen 0) = vijr'.

El impetu angular 1de la particula con respecto al origen
0 del marco de referencia est4 dado por la ecuacion 1, 0
sea,

1=rXxp,

donde r y p (= mv) se muestran en la figura 6b. El vector
1 es perpendicular al plano formado por r y p, lo que
significa que 1no es paralelo a co. Ndtese (y véase la
Fig. 6¢) que 1tiene una componente (vector) Iz que es
paralela a co, pero tiene otra componente (vector) Ix que
es perpendicular a co. Este es un caso en que nuestra
analogia entre el movimiento lineal y circular no es valida:
p es siempre paralelo a v, pero 1 no siempre es paralelo a
co. Si elegimos que nuestro origen esté en el plano de la
particula que describe el circulo, entonces 1es paralelo a
co; de otro modo, no lo sera.

Consideremos ahora la relacion entre 1z y o para la
particula que esta girando. De la figura 6c, en la que hemos
trasladado a 1al centro del circulo, obtenemos

4 = /sen 9=r(mv)sen 6 = r{mr'co) sen 6,

usando v =r'co. Sustituyendo por r' (el radio del circulo
en el que se mueve la particula) al producto r sen 6 nos da

lz= mr’ i ©
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Figura 6 (a) Una particula de masa m esta unida por medio de un brazo de longitud r'a
una flecha fijada por dos chumaceras (en O y A) para girar en torno al eje z. (ti) La particula
gira a velocidad tangencial v en un circulo de radio r' alrededor del eje Z (se omiten las
barras y las chumaceras para simplificar la ilustracién). Se muestra el impetu angular

1=r x p con respecto al origen O. (c) Para que la particula se mueva en circulo, debera
haber una fuerza centripeta F que actlie como se muestra, dando por resultado una torca r
respecto a O. Por conveniencia, el vector 1del momento angular y sus componentes a lo

largo y perpendiculares a Z se muestran en el centro del circulo.

Ahora mr'2es la inercia de rotacién I de la particula con
respecto al eje z. Entonces

1z = Ico. (10)

Nétese que la relacion vectorial 1=1co (que es analoga a
la relacion lineal p = mv) no es correcta en este caso,
porque | y cono apuntan en la misma direccion.

¢En qué circunstancias apuntaran en la misma direccion
el impetu y la velocidad angular? Para ilustrarlo, afiadire-
mos otra particula de la misma masa m al sistema, como
se muestra en la figura 7, por medio de otro brazo unido
a la flecha central de la figura 6a en el mismo sitio que el
primer brazo pero apuntando en la direccion opuesta. La
componente Ix debida a esta segunda particula sera igual
y opuesta a la de la primera particula, y los dos vectores
Ixsumaran cero. Sin embargo, los dos vectores 1 apuntan
en la misma direccién y se suman. Entonces, en este
sistema de dos particulas el impetu angular total L es
paralelo a co.

Podemos ahora extender nuestro sistema a un cuerpo
rigido, formado de muchas particulas. Si el cuerpo es
simétrico respecto al eje de rotacion, con lo cual quere-
mos decir que para cada elemento de masa del cuerpo
debera haber un elemento de masa idéntico diametralmen-

te opuesto al primer elemento y a la misma distancia del
eje de rotacidn, entonces el cuerpo puede ser visto como
constituido por grupos de pares de particulas de la misma
clase que hemos estado estudiando. Puesto que L y coson
paralelos para todos estos pares, seran también paralelos
para cuerpos rigidos que posean esta clase de simetria, que
recibe el nombre de simetria axial.

Para tales cuerpos rigidos simétricos L y co son parale-
los y pueden ser escritos en forma vectorial

L = Ico. (11)

Sin embargo, no olvidemos que si L representa al impetu
angular total, entonces la ecuacion 11 se aplica inicamen-
te a cuerpos que sean simétricos con respecto al eje de
rotacion. Si L representa a la componente del vector del
impetu angular a lo largo del eje de rotacion (esto es, a
L2, entonces la ecuacidon 11 se cumple para cualquier
cuerpo rigido, simétrico o0 no, que gire con respecto a un
eje fijo.

En cuerpos simétricos (tales como el sistema de dos
particulas de la figura 7), puede ser retirada la chumacera
superior de la figura 6a, y la flecha permanecera paralela
al eje z. Podemos verificar esto observando lo facil que es
hacer girar sobre un eje a un objeto simétrico tal como un
trompo o una pequefia rueda abrasiva mantenidos sola-



Figura 7 Dos particulas de masa m girando como en la
figura 6, pero en los extremos opuestos de un diametro. El
momento angular total L de las dos particulas es, en este
caso, paralelo a la velocidad angular co.

mente entre el pulgar y el indice de una mano. Cualquier
pequefia asimetria del objeto requiere un segundo apoyo
gue mantenga a la flecha en una direccién fija; la chuma-
cera debe ejercer una torca sobre la flecha, la cual se
bambolea al girar el objeto, como veremos al final de esta
seccién. Esto es particularmente serio para objetos que
giran a altas velocidades, tales como los rotores de turbi-
na. Aunque disefiados para ser simétricos, tales rotores,
debido a pequefios errores de colocacion de los alabes, por
ejemplo, pueden ser ligeramente asimétricos. Pueden re-
cuperar a la simetria por la adicién o eliminacion de metal
en los lugares apropiados; esto se lleva a cabo haciendo
girar a la rueda en un aparato especial de modo que el
tambaleo pueda ser medido cuantitativamente, a la vez
que calculada y autométicamente indicada la medida co-
rrectiva necesaria. De manera parecida, en los rifies de las
[lantas de los automoviles se colocan pesas de plomo en
puntos estratégicos para reducir el bamboleo a altas velo-
cidades. Para “balancear” una rueda de automovil, el
mecanico busca precisamente que los vectores del impetu
angular y de la velocidad angular de la rueda sean parale-
los, reduciendo asi el esfuerzo sobre los baleros de las
ruedas.

Problema muestra2 ¢Cual es mayor, el impetu angular de la
Tierra asociado con su rotacion sobre su eje o el impetu angular
de la Tierra asociado con su movimiento orbital alrededor del
Sol?

Solucion  Para la rotacion sobre su eje, tratamos a la Tierra
como una esfera uniforme (/ =| MR|). La velocidad angular es
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(supuesta circular) alrededor del Sol, y también gira
alrededor de su eje. Los dos vectores del impetu angular no
son paralelos, porque el eje de rotacion de la Tierra esta
inclinado en un &ngulo de 23.5° con respecto a la normal al
plano de la orbita. Las longitudes de los vectores no estan
trazadas a escala; L(bdebera ser méas grande que LMpor un
factor de 4 x 106 aproximadamente.

@=2n/T, donde T es el periodo de rotacion (24 h =8.64 * 10"
s). El impetu angular de rotacion es, entonces,

¢rr0|’ = :[(O: HVl R\ —

= |(5.98 X 10%kg)(6.37 X 106m 2

= 7.05 X 108kgem2s.

Para calcular el impetu angular orbital, necesitamos la inercia
de rotacion de la Tierra en torno a un eje que pase por el Sol.
Para esto podemos tratar a la Tierra como una “particula”, con
un impetu angular L =Rnip, en donde Rahes el radio de la érbita
yp es el momento lineal de la Tierra. La velocidad angular esta
nuevamente dada por =2njT, en donde T es ahora el periodo
orbital (1 y =3.16 * 107s). El impetu angular orbital es

¢orb = RorbP = RcrbMv = RorbM (U)Rorb) = M R 2rby

= (5.98 X 1024kg)(1.50 X 10” mP 3 16" j 07s

= 2.67 X 104kg-m32s.

El impetu angular orbital es, entonces, mucho méas grande
que el impetu angular de rotacién.

El vector del impetu angular orbital apunta en angulo recto
al plano de la orbita de la Tierra (figura 8), mientras que el
impetu angular de rotacion esta inclinado a un angulo de 23.5°
con respecto a la normal al plano. Despreciando la lenta prece-
sion del eje de rotacion, los dos vectores permanecen constantes
tanto en magnitud como en direccion al moverse la Tierra en su
orbita.

Problema muestra 3 En el problema muestra 5 del capitulo
12 halle la aceleracion del bloque al caer por aplicacion directa
de la ecuacién 8 (r= dL/dt).

Solucion  Sobre el sistema que se muestra en la figura 9, que
consiste del disco de masa Afy el bloque de masa //;, actGan dos
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Figura9 Problema muestra 3. La velocidad angular, el
impetu angular, y la torca neta apuntan todos hacia afuera de
la pagina, como lo indica el simbolo ® en O.

fuerzas externas, la atraccion de la gravedad (hacia abajo) mg
que actiia sobre m y la fuerza (hacia arriba) ejercida por las
chumaceras de la flecha del disco, a la cual consideramos como
el origen. (La tension en el cordon es una fuerza interna y no
actla desde el exterior sobre el sistema disco + blogue.) Sola-
mente la primera de estas fuerzas externas ejerce una torca con
respecto al origen, y su magnitud es (mg)R.

El impetu angular del sistema respecto al origen O en cual-
quier instante es

L =1(0 + (mv)R,

en donde la es el impetu angular del disco (simétrico) y (mv)R
es el impetu angular (= impetu lineal x brazo del momento) del
cuerpo que cae con respecto al origen. Estas dos contribuciones
a L apuntan ambas en la misma direccién, es decir, perpendi-
cularmente hacia afuera del plano de la figura 9.

Aplicando r =dLjdt (en forma escalar) nos da

(mg)R = g(lco + mvR)

= la + mRa.
Puesto que a =aR e/ ="MR?2 esto se reduce a

mgR = (VR (a/R) + mRa
0 sea
a= 2mg
T M+2m’

Este resultado es idéntico al resultado del problema muestra 5
del capitulo 12.

La torca sobre una particula que se mueve en una

trayectoria circular (Opcional)

El quizas inesperado resultado de que 1y co no sean paralelos
en el caso simple mostrado en la figura 6 puede causar cierta
preocupacion. Sin embargo, este resultado es consistente con la

\d$ = Codt

Figura 10 (a) Una vista bidimensional del plano de la
particula de la figura 6, que esta girando. La componente z
del impetu angular apunta hacia afuera del papel. (b) Cuando
la particula gira a través de un angulo d(p, la componente t
del vector en el plano cambia en di. Nétese que di es paralelo
a t.

relacion general t = dl/dt para la torca que actiia sobre una
particula aislada. El vector 1esta cambiando con el tiempo al
moverse la particula; el cambio es totalmente en direccion y no
en magnitud. Al girar la particula, lzpermanece constante tan-
to en magnitud como en direccion, pero Ixcambia su direccidn.
Este cambio de Hdebe surgir de la aplicacién de una torca.
¢Cual es la fuente de esta torca?

Para que la particula se mueva en circulo debera actuar
una fuerza centripeta, como en la figura 6c, proporcionada
por el brazo de soporte que une a la particula con la flecha.
(Hemos despreciado otras fuerzas externas, como la gravedad.)
La Unica torca con respecto a O es proporcionada por F y esta
dada por

T=rXF.

Latorca res tangente al circulo (perpendicular al plano forma-
do por r y F) y tiene la direccion mostrada en la figura éc, como
puede usted verificarlo por laregla de la mano derecha.

Demostremos que esta torca satisface la forma de la rotacion
de la segunda ley de Newton, t= dl/dt. La figura 10a muestra
una vista bidimensional de la particula al girar, viendo hacia
abajo a lo largo del eje z sobre el plano xy. Al moverse la
particula en un pequefio angulo d<p= codt (Fig. 10;>), el vector
I, cambia en el pequefio incremento di. Usted puede ver en la
figura 10i>que di serd siempre paraleloa r j asi las direcciones
de di y de r son consistentes con r =dl/dt. Podemaos también
demostrar que las magnitudes concuerdan. La torca con respec-
to a O es, refiriéndonos de nuevo a la figura €c,

r —rF sen(*2 + 0) = rFeos 6.

En este caso, F es la fuerza centripeta y tiene una magnitud F =
mrf'/r' =mtuV, donde r' es el radio de la trayectoria circular (r'
=r sen 6). Entonces

t = mco22sen deos 6. (12)
De la figura 106, di = I+dd = ILa dt, donde obtenemos que

df _
= 0L



Figura 11 Un sistema de dos particulas girando, similar a
la figura 7, pero con el eje de rotacion formando un angulo /3
con la barra de union. El vector L del impetu angular gira
con el sistema, como también las fuerzas F y -F ejercidas por
las chumaceras.

Con / =muvr, entonces I+=mvr eos d. La velocidad tangencial
v es cor =corsen 6, de modo que

I+ = mojr2sen 6 eos 6

= col, = mcoZr2sen 9 eos 0. (13)
dt
Comparando las ecuaciones 12y 13, vemos que r =dli/dt, COMO
se esperaba.

Cuerpos simétricos y cuerpos asimétricos

¢En qué difiere la situacion entre cuerpos simétricos y asimé-
tricos que estén girando? Supongamos que la barra que une a
las dos particulas en el cuerpo simétrico de la figura 7 estuviese
inclinada en un angulo arbitrario fj con respecto a la flecha
central. La figura 11 muestra a la barra de union, que, junto con
la flecha y las dos chumaceras (que se suponen sin friccion)
mantiene al eje a lo largo del eje Z La flecha gira con una
velocidad angular constante men tomo a este eje, apuntando
entonces el vector co a lo largo de este eje. La experiencia nos
dice que tal sistema esta “desbalanceado” o “colgado hacia un
lado”y que, si la barra de unién no estuviera rigidamente unida
a la flecha vertical cerca de O, tenderia a moverse hasta que el
angulo (i se convirtiera en 90°, en cuya posicion el sistema seria
entonces simétrico con respecto a la flecha.

En el instante mostrado en la figura 11, la particula superior
se mueve hacia adentro de la pagina en angulo recto, y la
particula inferior se mueve hacia afuera de la pagina en angulo
recto también. Los vectores del impetu lineal de las dos parti-
culas son, por lo tanto, iguales pero opuestos, como también lo
son sus vectores de posicion con respecto a O. De aqui que, por
aplicacion de la regla de la mano derecha en r x p, hallamos
que 1es el mismo para cada particula y que su suma, el vector
del impetu angular total L del sistema, esta, como se muestra
en la figura, formando angulo recto con la barra de unién y esta
en el plano de la pagina. Por lo tanto, L y co no son paralelos
en ese instante. Al girar el sistema, el vector del impetu angular,
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si bien de magnitud constante, gira alrededor del eje de rotacion
fijo.

La rotacion de L alrededor del eje fijo de la figura 11 es per-
fectamente consistente con la relacion fundamental « =dL/dt.
La torca externa de todo el sistema proviene de las fuerzas
laterales desbalanceadas ejercidas por las chumaceras sobre la
flecha y transmitidas por la flecha a la barra de unién. En el
instante mostrado en la figura, la particula superior tendera
amoverse hacia afuera a la derecha. La flecha seriajalada hacia
la derecha contra la chumacera superior, la que a su vez ejerce
una fuerza F sobre la flecha que apunta a la izquierda. De igual
manera, la particula inferior tiende a moverse hacia afuera a la
izquierda. La flecha seriajalada a la izquierda contra la chuma-
cera inferior, la que a su vez ejerce una fuerza -F sobre la flecha
que apunta a la derecha. La torca « con respecto a O que
resulta de estas fuerzas apunta perpendicularmente hacia afuera
de la pagina, formando en angulo recto con el plano formado
por Ly co, y en la direccién correcta para responder al movi-
miento de rotacion de L. (Compérese con la Fig. 10b, en la que
¢ era paralelo a di pero perpendicular a 1) Obsérvese que, a
causa de que res perpendicular a co, no efectia trabajo y, por
lo tanto, no cambia la energia cinética del sistema que esta
girando. En ausencia de friccion, el sistema giraria a perpetui-
dad. La friccion en las chumaceras daria lugar a una torca
dirigida a lo largo de la flecha (paralela a co), la cual efectuaria
un trabajo sobre el sistema y cambiaria su energia cinética.

Las fuerzas F y -F estan en el plano de la figura 11 en el
instante mostrado. Al girar el sistema, estas fuerzas, y por lo
tanto la torca r, giran con él, de modo que r permanece siempre
en angulo recto al plano formado por coy L. Las fuerzas de
rotacion Fy -F causan un bamboleo en las chumaceras superior
e inferior. Las chumaceras y sus soportes deben ser lo suficien-
temente fuertes como para proporcionar estas fuerzas. En un
cuerpo simétrico que esté girando no existe un bamboleo en las
chumaceras, y la flecha gira suavemente. m

13-4 CONSERVACION DEL IMPETU
ANGULAR

En la ecuacion 8, hallamos que la razén de cambio en el
tiempo del impetu angular total de un sistema de particu-
las respecto a un punto fijo en un marco de referencia
inercial (o con respecto al centro de masa) es igual a la
torca externa neta que actlia sobre el sistema, esto es,

®)

Sino actlia ninguna torca externa neta sobre el sistema,
entonces el impetu angular del sistema no cambia con el
tiempo:

=0 obien
dt

La ecuacidn 14 es el postulado matematico del principio
de conservacion del impetu angular.

L =una constante. (14)

Cuando la torca externa neta que actla sobre un
sistema sea cero, el vector del impetu angular total del
sistema permanece constante.
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Esta es la tercera de las leyes de conservacion mas impor-
tantes que hemos estudiado. Junto con la conservacidn de
la energia y el impetu lineal, la conservacién del impetu
angular es un resultado general vélido para una amplia
gama de sistemas. Es valido tanto en el limite relativista
como en el limite cuantico y hasta ahora, no se ha encon-
trado ninguna excepcidn alguna.

Al igual que la conservacion del impetu lineal en un
sistema en el cual no actle ningunafuerza externa neta,
la conservacion del impetu angular se aplica al impetu
angular total de un sistema de particulas en el que no actie
ninguna torca externa neta. El impetu angular de particu-
las individuales de un sistema puede cambiar (del mismo
modo en que puede cambiar el impetu lineal de cada
particula en una colision), pero el total permanece cons-
tante.

El impetu angular es (como el impetu lineal) una can-
tidad vectorial de modo que la ecuacién 14 es equivalente
a tres ecuaciones escalares, una para cada direccion de
coordenadas que pase por el punto de referencia. La
conservacion del impetu angular nos proporciona, por lo
tanto, tres condiciones del movimiento de un sistema al
cual se aplique. Cualquier componente del impetu angular
sera constante si la componente correspondiente de la
torca es cero; pudiera darse el caso de que s6lo una de las
tres componentes de la torca sea cero, lo cual significaria
que s6lo sera constante una componente del impetu angu-
lar, cambiando las otras componentes como lo determinen
las componentes de la torca correspondientes.

Para un sistema que consista en un cuerpo rigido que
gire alrededor de un eje (digamos, el eje z) que esté fijo
en un marco de referencia inercial, tenemos que

Lz=la>, (15)

donde Lzes la componente (escalar) del impetu angular a
lo largo del eje de rotacidn e/ es la inercia de rotacidn para
este mismo eje. Es posible que la inercia de rotacion | de
un cuerpo que gira cambie (desde ij hasta 7 mediante un
reacomodo de sus partes. Sino actlia ninglna torca exter-
na neta, entonces Lz debe permanecer constante vy, si |
cambia, deberia existir un cambio compensatorio en ®
desde & hasta off. En este caso, el principio de conserva-
cion del impetu angular se expresa asi:

/iWj = Ifojf = una constante. (16)

La ecuacion 16 es valida no sélo para la rotacién con
respecto a un eje fijo sino también para la rotacién alre-
dedor de un eje que pase por el centro de masa de un
sistema que se mueva, de modo que el eje permanezca
siempre paralelo a si mismo (véase la explicacién al
comienzo de la Sec. 12-6).

La conservacion del impetu angular es un principio que
regula una amplia variedad de procesos fisicos, desde el
mundo subatomico (véase la Sec. 13-6) hasta el movi-
miento de los acrdbatas, los clavadistas, los bailarines de

ballet, la contraccidn de las estrellas a las que se les haya
acabado el combustible, y la condensacidn de las galaxias.
Los siguientes ejemplos muestran alguna de estas aplica-
ciones.

El giro de una patinadora

Una patinadora sobre hielo, al girar, pega sus brazos al
cuerpo para girar mas rapidamente y los extiende para
girar mas despacio. Al hacerlo, no hace sino aplicar la
ecuacion 16. En la figura 12 se ilustra otra aplicacion de
este principio, mostrando a un estudiante sentado sobre
un banquillo que puede girar libremente en tomo a un eje
vertical. Hagamos que el estudiante extienda sus brazos
sosteniendo a las pesas, y que gire con una velocidad
angular oof En la figura, el vector L de su impetu angular
yace a lo largo del eje vertical.

El sistema, que consta de estudiante + banquillo +
pesas, es un sistema aislado sobre el cual no actdia ninguna
torca vertical externa. Por lo tanto, la componente vertical
del impetu angular debe conservarse.

Cuando el estudiante pega sus brazos (y las pesas) hacia
el cuerpo, la inercia de rotacidn de su sistema se reduce
desde su valor inicial lj hasta un valor més pequefio I(,
porque las pesas estan ahora mas cerca del eje de rotacion.
Su velocidad angular final, segln la ecuacion 16, es oof =
co™JIf), la cual es mas grande que su velocidad angular
inicial (porque 7</,), y el estudiante gira mas rapidamen-
te. Para disminuir su velocidad s6lo necesita extender sus
brazos otra vez.

¢Cambia la energia cinética del sistema? De ser asi,
¢cudl es la fuente del trabajo que hace cambiar a la energia
cinética?

La clavadista en el trampolin*

La figura 13a muestra a una clavadista abandonando el
trampolin. Al saltar, se empuja a si misma ligeramente
hacia adelante, de modo que adquiera una velocidad de
rotacion pequefia, justo la suficiente para llevarla de ca-
beza hacia el agua al tiempo que su cuerpo gira en una
media vuelta durante el arco.

Mientras estd en el aire, no actGan sobre ella torcas
extemas que cambien su impetu angular con respecto a su
centro de masa. (La uUnica fuerza externa, la gravedad,
actla a través de su centro de masa y, por lo tanto, no
produce unatorca con respecto a ese punto. Despreciamos

*Véase “The Mechanics of Swimming and Diving”, por R. L.
Page, The Physics Teacher, febrero de 1976, pag. 72; “The
Physics of Somersaulting and Twisting”, por Cliff Frohlich,
Scientific American, marzo de 1980, pag. 155.
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Figura 12 (a) En esta configuracion, el sistema (estudiante
+ pesas) tiene una inercia de rotacién mas grande y una
velocidad angular mas pequefia. (b) Aqui el estudiante ha
llevado a las pesas hacia adentro, dando una inercia de
rotacion mas pequefia, y por lo tanto, una velocidad angular
mas grande. El impetu angular L tiene el mismo valor en
ambas situaciones.

la resistencia del aire, que podria producir una torca neta
y cambiar su impetu angular.) Cuando ella impulsa su
cuerpo hacia laposicion de escuadra, disminuye su iner-
cia de rotacion y, por lo tanto, de acuerdo con la ecuacion
16, su velocidad angular debe aumentar. El aumento en la
velocidad angular le permite completar U vueltas, si bien
ella habia completado previamente solo media vuelta
(Fig. 13b). Al final del clavado, vuelve a la posicion
normal de caida y disminuye su velocidad angular para
entrar en el agua.

El giro de una rueda de bicicleta

La figura 14a muestra a una estudiante sentada sobre un
banquillo que esta libre de girar en tomo a un eje vertical.
La estudiante sostiene una rueda de bicicleta que ha sido
puesta a girar. Cuando la estudiante le da vuelta a la rueda,
el banquillo comienza a girar (Fig. 14b).

No actla ninguna torca vertical sobre el sistema que
consiste en estudiante + banquillo + rueda, y por lo tanto
la componente vertical del impetu angular total del siste-
ma debe permanecer constante. Inicialmente, larueda esta
girando con un impetu angular L hacia arriba, que es el
total del sistema. Cuando larueda se voltea, lacomponen-
te vertical del impetu angular de la rueda es ahora pero
la componente vertical del impetu angular total debe
permanecer constante en +LSLa estudiante + el banquillo
deben por lo tanto adquirir un impetu angularde L' = +2L,,
de modo que el impetu angular final de +2L. -L. perma-
nece igual al impetu angular inicial. Si Ises la inercia de
rotacion de la estudiante + el banquillo, la velocidad
de rotacion sera  =2LJIS
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Figura 13 (a) Una clavadista abandona el trampolin de
manera tal que éste le imparte un impetu angular L. Ella gira
con respecto a su centro de masa (indicado por el punto
grueso) una media vuelta, mientras que el centro de masa
sigue una trayectoria parabolica. (b) Al entrar a la posicion de
escuadra, reduce su inercia de rotacion y, por lo tanto,
aumenta su velocidad angular, permitiéndole dar 1+vueltas.
Las fuerzas externas y las torcas sobre ella son las mismas en
(@) y en (b), como lo indica el valor constante del impetu
angular L.

Podemos también considerar esta situacion desde el
punto de vista de dos sistemas por separado, siendo uno
larueday el otro la estudiante + el banquillo. Ninguno de
estos sistemas esta ahora aislado: la mano de la estudiante
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Figura 14 (a) Una estudiante sostiene una rueda de
bicicleta que esta girando. El impetu angular total del sistema
es Lj. (b) Cuando la rueda de bicicleta es invertida, la
estudiante comienza a girar, (c) El impetu angular final total
debe ser igual al impetu angular inicial.

constituye una union entre ellos. Cuando la estudiante
intenta voltear la rueda, debe aplicar una torca para cam-
biar el impetu angular de larueda. La fuerza que ella ejerce
sobre la rueda para producir esa torca es regresada por la
rueda como una fuerza de reaccion sobre ella, segln la
tercera ley de Newton. Esta fuerza externa sobre el siste-
ma estudiante + banquillo causa que ese sistema gire.
Desde este punto de vista la estudiante ejerce una torca
externa sobre la rueda para cambiar su impetu angular,
mientras que la rueda ejerce una torca sobre la estudiante
para cambiar su impetu angular. Si consideramos al siste-
ma completo consistente en estudiante + banquillo +
rueda, como hicimos antes, esta torca es una torca interna
que no ha sido incluida en nuestros célculos. El hecho de
que consideremos a la torca como interna o como externa
depende de cdmo definamos a nuestro sistema.

La estabilidad de los objetos que giran

Consideremos una vez mas la figura 3b. Un objeto que se
mueva con un impetu lineal p =M\ tiene una estabilidad
direccional; una fuerza de desviacion proporciona el im-
pulso correspondiente a un incremento lateral del impetu
Apty> como resultado, la direccién del movimiento cam-
bia segun un angulo 6 =tan™ (Apjp). Cuanto mas grande
sea el impetu p, mas pequefio sera el angulo 6. La misma

fuerza de desviacidn es menos eficaz en desviar un objeto
con un impetu lineal grande que en desviar un objeto con
un impetu lineal pequefio.

El impetu angular proporciona a un objeto una estabi-
lidad de orientacidon de manera muy similar. Un objeto en
rotacion tiene un cierto impetu angular L. Una torca r
perpendicular a L cambia la direccion de L y, por lo tanto,
la direccién del eje de rotacién, en un angulo 6 =tan1
(ALJL). Una vez més, cuanto mas grande sea el impetu
angular L, menor posibilidad tendra una torca dada para
cambiar la direccidn del eje del objeto en rotacion.

Cuando le damos a un objeto un impetu angular de
rotacion respecto a un eje de simetria, en efecto, estabili-
zamos su orientacién y hacemos mas dificil que las fuer-
zas externas cambien su orientacion. Existen muchos
ejemplos comunes de este efecto. Una bicicleta sin ocu-
pante a la que se le imprima un ligero empujon puede
permanecer en posicidn vertical durante una distancia mas
larga de lo que pudiéramos esperar. En este caso es el
impetu angular de las ruedas al girar el que proporciona
la estabilidad. Las protuberancias y curvas pequefias del
camino, que de otro modo derribarian o desviarian a un
objeto que no estuviese girando, equilibrado en una base
tan angosta como una llanta de bicicleta, tendran menos
efecto en este caso debido a la tendencia del impetu
angular de las ruedas a fijar su orientacion.*

Una pelota de futbol americano es lanzada para un pase
largo hacia el frente de modo que gire en tomo a un eje
que es aproximadamente paralelo a su velocidad de tras-
lacion. Esto estabiliza la orientacién de la pelota de futbol
e impide que se bambolee, lo cual hace posible lanzarla
con mayor precision y atraparla méas eficazmente. Tam-
bién mantiene el perfil mas pequefio de la pelota en la
direccion hacia adelante, minimizando la resistencia del
aire y aumentando el alcance.

Es importante estabilizar la orientacion de un satélite,
en particular si éste utiliza sus impulsos para llegar a una
posicidn orbital especifica (Fig. 15). La orientacién pu-
diera cambiar, por ejemplo, por la friccién de una atmos-
feraresidual enrarecida en altitudes orbitales, por el viento
solar (un haz de particulas cargadas proveniente del Sol),
o por los impactos con pequefios meteoroides. Para redu-
cir los efectos de tales encuentros, se hace que el artefacto
gire en tomo a un eje, estabilizando, por lo tanto, su
orientacion.

El colapso de las estrellas
La mayoria de las estrellas giran, como lo hace nuestro

Sol. Nuestro astro rey gira una vez alrededor de su eje cada

* Véase “The Stability of the Bicycle”, por David E. H. Jones,
Physics Today, abril de 1970, pag. 34.



Figura 15 El satélite Morelos-D, un satélite de
comunicaciones de México, desde el compartimiento de
carga del taxi espacial el 17 de noviembre de 1985. Se hace
que el satélite gire alrededor de su eje central (el eje vertical
en esta foto) para estabilizar su orientacidn en el espacio
mientras viaja hacia su orbita de geosincronismo.

mes, aproximadamente. (El Sol es una bola de gas y no
gira realmente como un cuerpo rigido; las regiones cerca-
nas a los polos tienen un periodo de rotacidn de unos 37
dias, mientras que el ecuador gira una vez cada 26 dias.)
El Sol no llega al colapso a causa de su presion de
radiacion, en esencia, el efecto del impulso de las coli-
siones de la radiacién emergente contra los &tomos del
Sol. Cuando el combustible nuclear del Sol se haya con-
sumido, la presion de radiacion desaparecerd, y el Sol
comenzara colapsarse, aumentando su densidad en for-
ma correspondiente. En algun punto la densidad sera tan
grande que los &tomos simplemente no podran aglutinarse
mas, y el colapso quedara detenido.

Sin embargo, en las estrellas con una masa de 1.4 veces
mayor que la del Sol la fuerza de la gravedad es tan fuerte
que los &tomos no pueden impedir que continte el colap-
so. En efecto, los &tomos se aplastan por la accién de la
gravedad, y el colapso continda hasta que los nacleos se
tocan entre si. La estrella se convierte realmente en un
nucleo atémico gigante, y recibe el nombre de estrella
neutrénica. El radio de una estrella neutronica de alrede-
dor 1.5 veces la masa solar es de 11 km.

Supongamos que la estrella comenzé a colapsarse igual
que nuestro Sol, girando una vez cada mes. Las fuerzas
durante el colapso son claramente fuerzas internas, que no
pueden cambiar el impetu angular. La velocidad angular
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final, por lo tanto, se relaciona con la velocidad angular
inicial por la ecuacion 16: aj = toj (/j//f). La razon de
las inercias de rotacién sera la misma que la razon de los
cuadrados de los radios: 7i//f=rf/rj. Siel radio inicial
fuese aproximadamente igual al del Sol (alrededor de 7 x
105km), entonces

li/1{= ri/rj = (7 X 105km)2(I 1km)2= 4 X 109

Esto es, su velocidad de rotacion va desde una vez por mes
hasta 4 x 109veces por mes, jamas de 1000 revoluciones
por segundo!

Las estrellas neutrénica pueden ser observadas desde la
Tierra, porque (de nuevo al igual que el Sol) tienen cam-
pos magnéticos que atrapan electrones y, al girar la estre-
lla, los electrones se aceleran a velocidades tangenciales
muy elevadas. Estos electrones acelerados emiten una
radiacion, que vemos desde la Tierra como si fuera un faro
reflector mientras la estrella gira. Estos vivos impulsos de
radiacién son la causa de que estas estrellas neutrénicas
en rotacion reciban el nombre de pulsares. En la figura 16
se muestra un ejemplo de la radiacion emitida por un
pulsar.

La conservacion del impetu angular se aplica a una
amplia variedad de fendmenos astrofisicos. La rotacion
de nuestra galaxia, por ejemplo, es el resultado de una
rotacion inicial mucho mas lenta de la nube gasosa de la
cual se condens6 la galaxia; la rotacion del Sol y las
orbitas de los planetas quedaron determinadas por la
rotacion original del material con que se formd nuestro
Sistema solar.

Problema muestra 4 Un astronauta de 120 kg, que lleva a
cabo una “caminata espacial”, esta atado a una nave espacial
por medio de una cuerda totalmente extendida de 180 m de
longitud. Una operacion no intencional del paquete propulsor
provoca que el astronauta adquiera una pequefia velocidad
tangencial de 2.5 m/s. Para regresar a la nave, el astronauta
comienza a jalarse a lo largo de la cuerda a razén lenta y
constante. ¢Con qué fuerza deberd jalar el astronauta hasta las
distancias de (@) 50 m y (6) 5 m de la nave? ¢Cual sera la
velocidad tangencial del astronauta en estos puntos?

Solucién No actiian torcas externas sobre el astronauta, de
modo que se cumple la conservacion del impetu angular. Esto
es, el impetu angular inicial del astronauta con relacion a lanave
espacial como origen (Mv/) cuando comienza a jalar de la
cuerda, debe ser igual al impetu angular (Mvr) en cualquier
punto del movimiento. Asi,
Mvr = Mv-ji
osea
r

La fuerza centripeta en cualquier etapa esta dada por

_ Mv2_ Mv\r\
r r3
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Inicialmente, la fuerza centripeta requerida es de

F = (120kg)(2.5m/sf=42N (aboutnb)
180m
(@) Cuando el astronauta esté a 50 m de la nave, la velocidad
tangencial es

) (2.5 m/s)(180 m)

v = S5O 90 m/s>

y la fuerza centripeta es
F = (12° kgX2-?jn/s)280 mf = m N (airededor de 44 Ib).
(50 m)3

(b) A 5m de la nave, la velocidad sube en un factor de 10
a 90 m/s, mientras que la fuerza aumenta en un factor de 103a
1.94 x 105N, o jalrededor de 22 tons! Esté claro que el astro-
nauta no puede ejercer tal fuerza para regresar a la nave. Incluso
si el astronauta fuera arrastrado hacia la nave por medio de un
malacate desde el interior de la nave, la cuerda no podria
soportar una tension tan grande; en algdn punto se romperia y
el astronauta saldria disparado hacia el espacio con la velocidad
tangencial que tuviera en el momento de romperse la cuerda.
Conclusion: Los astronautas que caminen por el espacio deben
evitar adquirir una velocidad tangencial. ;Qué podria hacer el
astronauta para regresar con seguridad a la nave?

Problema muestra 5 Una tornamesa que consta de un disco
de 125 g de masa y un radio de 7.2 cm gira a una velocidad
angular de 0.84 rev/s en tomo a un eje vertical (Fig. 17a). De
repente, se deja caer un disco idéntico, que inicialmente no
estaba girando, sobre el primero. La friccién entre los dos discos
causa que eventualmente giren a la misma velocidad. Sobre
estos dos, se deja luego caer un tercer disco idéntico, que
inicialmente no estaba girando, siguiendo los tres en giro juntos
(Fig. 17:?). (a) ¢Cuél es la velocidad angular de rotacion de la
combinacion? (b) ¢ Cuénta energia cinética de rotacion se pierde
debido a la friccion? (c) Un motor que impulse al primer disco
debe restituir la velocidad angular de la combinacion a su valor
original en una revolucion. ¢Qué torca constante debera ejercer
el motor?

Solucion (a) Este problema es el andlogo de rotacion de la
colision completamente inelastica. No existe una torca vertical
neta, de modo que la componente vertical del impetu angular es
constante. La fuerza de friccion entre los discos es una fuerza
interna, la cual no puede cambiar el impetu angular. Entonces
se aplica la ecuacion 16, y podemos escribir:

fi(@ = Ifocf
cor=(Gi(li/ ).

Figura 16 Las pulsaciones
electromagnéticas recibidas en la Tierra
desde una estrella neutrdnica que gira
rpidamente. Las flechas verticales
indican pulsaciones demasiado débiles
como para ser detectadas. El intervalo
entre pulsaciones es notablemente
constante, siendo igual a 1.187,911,164 s.

Sin hacer ningan célculo detallado, sabemos que la inercia
de rotacion de tres discos idénticos en torno a su eje comun
seré tres veces la inercia de rotacion de un solo disco. Entonces,

Uh-k vy
(tt= (0.84 rev/s)(i) = 0.28 revys.
(b) Lainercia de rotacion de un disco con respecto a su eje es
IAI72 asi que, para cada disco,
/= KO-125 kg)(0.072 mp= 3.24 X 10~4kg-m2

La energia cinética de rotacion inicial es

= K3.24 X 10-4 kg-m2)(27r rad/rev X 0.84 rev/s)

= 451 X 10“3J.
Podemos seguir un procedimiento mas rapido calculando la
energia cinética final, porque sabemos que la inercia de rotacion
final sube en un factor de 3, mientras que la velocidad an-
gular final baja en un factor de + Puesto que la energia cinética
depende del cuadrado de la velocidad angular, tenemos

K(=KiX3X (jp= GX4.51X 10-3))
= 150 X 10"3..
El cambio en la energia cinética es
ak=k{-k i=(\.50x io~3jy—4.51 x 10- 3j)
=-3.01 X 10-3J.

El signo menos indica que la energia cinética se pierde.

—LL7r-Of
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Figura 17 Problema muestra 5. (a) Un disco que gira con
una velocidad angular inicial gj. (b) Dos discos idénticos,
ninguno de los cuales esta girando inicialmente, se dejan caer
sobre el primero, y todo el sistema gira entonces con una
velocidad angular .
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Figura 18 (a) Un trompo gira en precesion alrededor de un eje vertical, (b) El peso del
trompo ejerce una torca con respecto al punto de contacto con el suelo, (c) La torca es
perpendicular al vector del impetu angular, (d) La torca cambia la direccion del vector del

impetu angular, causando la precesion.

(c) Para restituir la velocidad angular inicial, el motor tendra
gue aumentar codesde 0.28 rev/s hasta 0.84 rev/s, esto es, enun
factor de 3. Eso significa que la energia cinética debe aumentar
en un factor de 32=9, desde 1.50 * 10'3] hasta 13.5 x 10'5J. El
cambio en energia cinética, que es igual al trabajo efectuado por
el motor, es

AK= 135X 10-3J- 150X 10~3J = 120X 103 J.

En el movimiento de rotacion, el trabajo esta dado por W - t<>
donde §5(= 2n rad en este caso) es el desplazamiento angular
del cuerpo que gira por medio del cual debe mantenerse la torca.
Entonces

w AK 12.0X10"3J
T & 4 2n rad
= 191 X 10~3N-m.

13-5 EL TROMPO*

Un trompo nos proporciona el ejemplo quizd méas cono-
cido del fenémeno mostrado en la figura Ab, donde una
torca lateral cambia la direccion pero no la magnitud
de un impetu angular. La figura 18a muestra un trom-
po que gira en tomo a su eje. Se supone que la punta
inferior del trompo esta fija en el origen O de nuestro
marco de referencia inercial. Sabemos por experiencia
que el eje de este trompo que gira rapidamente se movera
lentamente en tomo al eje vertical. Este movimiento se
llama precesién, y surge de la configuracién ilustrada
en la figura 4b, donde la gravedad proporciona la torca
externa.

* Véase “The Amateur Scientist: The Physics of Spinning Tops,
Including Some Far-Out Ones”, por Jearl Walker, Scientific
American, marzo de 1981, pag. 185.

La figura 186 muestra un diagrama simplificado, en el
cual el trompo se halla sustituido por una particula de ma-
sa M ubicada en el centro de masa del trompo. La fuerza
gravitatoria Mg proporciona una torca con respecto a O
de magnitud

t = Mgr sen 8. 17

La torca, que es perpendicular al eje del trompo y, por lo
tanto, perpendicular a L (Fig. 18c), puede cambiar la
direcciéon de L pero no su magnitud. EI cambio en L en
un tiempo At esta dado por

AL = rA/ (18)

y estd en la misma direccién que r, esto es, perpendicular
a L. El efecto de r es, por lo tanto, cambiar L a L + AL,
un vector de la misma longitud que L pero que apunta en
una direccion diferente. (Suponemos que el trompo gira
tan rapidamente que L es grande, y entonces L »AL.)

Si el trompo tiene simetria axial, entonces el impetu
angular estara a lo largo del eje de rotaciéon del trompo.
Al cambiar L de direccion, el eje cambia de direccion
también. La punta del vector L y el eje del trompo trazan
un circulo en tomo al eje z, como se muestra en la figura
18a. Este movimiento es la precesion del trompo.

En un tiempo At, el eje gira en un angulo Af>(véase la
Fig. 18d), y entonces larapidez angular de la precesion es

Al
P ap (29)
De la figura 180i vemos que
AL TAt
A0 =
Lsen6 Lsen9' (20)
Entonces
A<> t Mgrsen9 _ Mgr
DP= - - -
( At Lsen8 L sen0 (21)
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La velocidad de la precesion es inversamente proporcio-
nal al impetu angular; cuanto mas rapido esté girando el
trompo, mas lenta sera la precesion.

El movimiento de precesion ocurre en tomo al eje z, y
entonces el vector cop esta en la direccion de z. Le serad
posible a usted demostrar que la siguiente ecuacion vec-
torial da la relacion apropiada entre las magnitudes y las
direcciones de las variables dindmicas en este célculo:

T= cUpxL. 22)

¢Puede usted escribir una ecuacion vectorial similar para
el caso correpondiente de una particula que se mueva en
circulo a velocidad constante bajo la influencia de una
fuerza centripeta?

13-6 CUANTIZACION DEL IMPETU
ANGULAR (Opcional)

En laseccion 88 hemos estudiado la cuantizacion de la energia,
la cual se restringia a la emision o absorcion de la energia de
forma que tuviese lugar solamente en haces discretos o cuantos.
En el mundo microscdpico de los sistemas atomicos y subato-
micos, no podemos cambiar la energia en una cantidad arbitra-
ria, sino solamente en cantidades de un tamafio predeterminado.
Estos cuantos son tan diminutos que no nos es posible observar
esta estructura discreta en los cambios de energia de sistemas
de tamafio ordinario.

La cuantizacion del impetu angular ocurre de un modo simi-
lar. Desarrollaremos este concepto mas extensamente, propor-
cionando una evidencia experimental y un soporte tedrico, en
el capitulo 51 de la versién ampliada de este texto cuando
estudiemos la estructura de los atomos. Por ahora, simplemente
presentaremos alguna de las ideas generales y mostraremos
como se relacionan con las propiedades asociadas al impetu
angular que hemos desarrollado en este capitulo.

Los cambios cuantizados del movimiento de rotacion de un
sistema se hallan restringidos a presentarse en unidades dadas
por multiplos enteros de una constante fundamental:

AL=n(2n) (n=123...) 23)

Aqui h es la constante de Planck, que tiene un valor de 6.63 x
103y »s. Esta unidad basica es una cantidad de impetu angular
extraordinariamente pequefia. Por ejemplo, un disco de fond-
grafo gira con relativa lentitud pero tiene un impetu angular del
orden de 10unidades de h;j2ji. Cuando afinamos las velocida-
des de nuestras tornamesas, ciertamente no nos es posible
observar estos sencillos brincos discretos en una escala de
i1 parte en 1032

La ecuacion 23 de la cuantizacién del impetu angular se
aplica al movimiento de los electrones de los 4tomos en sus
orbitas en torno al ndcleo. Este sistema tiene un impetu angular
orbital, el cual debe permanecer constante durante la orbita,
porque la fuerza entre el electrdn y el nicleo es una fuerza
interna en el sistema y, por lo tanto, no puede cambiar su impetu
angular. Las fuerzas externas, como los campos eléctricos o
magnéticos, pueden provocar que el electron brinque a otra
oOrbita, donde su impetu angular pudiera tener un valor diferente,
pero el cambio en L debe ser un multiplo entero de hj2iz, como
lo requiere la ecuacién 23. El impetu angular orbital sirve

*z

@ 1)

©

Figura 19 (a) Un protén con un impetu angular intrinseco
(espin) s tiene una componente sza lo largo del eje z. (b)
Después de absorber a un foton, la componente z del espin se
invierte, (c) La componente z del impetu angular inicial,
igual a la unidad +i, se suma a la componente z del impetu
angular del fotén, igual a la unidad - 1, dando por resultado
una unidad de -j.

entonces como un distintivo conveniente y Gtil de las orbitas
electronicas de los atomos.

Los experimentos efectuados en los afios 1920 indicaban que
los electrones de los atomos tenian otra clase de impetu angular,
que no podia ser responsable del movimiento orbital. Esta nueva
clase de impetu angular, que se conoce como impetu angular
intrinseco, es una propiedad caracteristica de la propia particula
y no es un resultado de su estado de movimiento en particular.
Una manera Gtil (pero estrictamente incorrecta) de visualizar el
impetu angular intrinseco es en términos del giro de la particula
sobre su eje; por esta razon, al impetu angular intrinseco se le
llama, a menudo, “espin” y se le indica con el simbolo s.

El electron tiene un impetu angular intrinseco de UJij2k). Esto
significa que, con relacién a cualquier eje z que podamos ele-
gir para definirla, la componente z del impetu angular debe ser

iz= +\{hj2n) o = —\(hi2n).

Notese que la diferencia entre estas dos posibilidades, la cual
pudiera corresponder a un cambio en la direccién del impetu
angular intrinseco de un electrén, es hj2n, consistente con la
ecuacion 23.

Por lo general, el impetu angular intrinseco se expresa asig-
nandole el nimero cuantico del espin, que es el impetu angular
intrinseco en unidades de hj2n, el electrdn tiene entonces un
ndmero del espin cuantico de i. El protén y el neutrdn tienen
también nimeros del espin cuantico de  El fotén (el haz
cuantizado de radiacion electromagnética) tiene un nimero del
espin cuantico de 1 Todas las particulas elementales pueden
caracterizarse por su numero del espin cuantico, el cual se
considera una propiedad fundamental de la particula junto con
su masay carga eléctrica.



Figura 20 Vista del craneo de un paciente mediante la
imagen de resonancia magnética (MRI).

Una aplicacion importante del principio de conservacién del
impetu angular cuantizado consiste en el efecto conocido como
resonancia magnética nuclear. Consideremos al protén (el
nicleo del 4&tomo de hidrégeno), con su namero del espin
cuanticode Enlafigura 19a se muestra una representacion del
impetu angular intrinseco del protén en una orientacién parti-
cular. La componente z del momento angular es s, = +\(hi2n).
Si exponemos protones a la radiacién de la energia apropiada,
la absorcion de un fotén electromagnético (espin = 1, impetu
angular = h/In) puede cambiar la componente z del impetu an-
gular del protén en una unidad, desde +i(/j/2tt) hasta ~(hj2n),
como en la figura 19b. La adicién de las"componentes z de sy
de L en la figura 19c muestra cdmo se suman el espin inicial s,
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del protén y el impetu angular Lzdel fotén para dar el espin final
(invertido) sr del proton. La figura 19c es otro ejemplo mas de
la conservacion del impetu angular, siendo el impetu angular
inicial (s + L) igual al impetu angular final (s*) en ausencia de
una torca externa.

En la resonancia magnética nuclear (NMR o0 nuclear magne-
tic resonance), Se Usa un campo magnético estatico en la direc-
cién z para alinear los giros del protén con el eje z, como en la
figura 19a. Un campo electromagnético separado que varia con
el tiempo a frecuencias de radio proporciona fotones de apenas
la energia correcta para ser absorbidos y provoca que los giros
del protén se inviertan.

Puesto que el cuerpo humano esta formado en su mayoria de
agua, la cual es rica en hidrégeno, la absorcion de esta radiacion
electromagnética provee un modo de formar una imagen de los
organos internos del cuerpo (figura 20). Se cree que la radia-
cién electromagnética en forma de ondas de radio significa
poco peligro para el cuerpo; los rayos X, que se usan tam-
bién para formar imégenes, tienen un potencial mucho mas
grande para causar dafio al organismo. Las imagenes de reso-
nancia magnética pueden reemplazar ampliamente las fotogra-
fias con rayos X como técnica de diagndstico. m

13-7 DINAMICA DE LA ROTACION:
UN REPASO

En los capitulos 11 al 13 hemos presentado una vision
general de los temas de la dinamica y la cinematica de la
rotacion. Un tratamiento completo del tema queda fuera
del alcance de este texto, pero existen muchas situaciones
fisicas que pueden ser analizadas usando los resultados
que hemos derivado. Es importante recordar que algunos
de nuestros resultados pueden aplicarse solamente en
ciertas situaciones especiales. Para ayudar al lector a este
respecto, hemos reunido algunas ecuaciones fundamenta-
les de la dindmica de la rotacion en la tabla 1.

TABLA 1 RESUMEN DE LAS ECUACIONES DE LA DINAMICA DE LA ROTACION

Ecuacion Observaciones
I. Ecuaciones de definicion

T=rXF Torca sobre una particula con respecto a un punto O debido a una fuerza F.

Tot=2 T Torca externa resultante de un sistema de particulas sobre el que actian varias torcas individuales t,, con
respecto a un punto O.

1=rx P impetu angular de una particula con respecto a un punto O.

L= I» impetu angular resultante de un sistema de particulas con respecto a un punto O.

Il. Relaciones generales

X La ley del movimiento de una sola particula aislada sobre la que actGa una torca t. Tanto r como 1se miden
con respecto a un punto O de un marco de referencia inercial. Esta expresién es el analogo rotatorio de la
expresion F =dp/dt del movimiento de traslacion.

i
2j T«t La ley del movimiento para un sistema de particulas sobre el que actia una torca externa resultante. Se

mantiene solamente Ted si y L se miden con respecto a (1) cualquier punto O fijo en un marco de referencia

inercial
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TABLA 1 RESUMEN DE LAS ECUACIONES DE LA DINAMICA DE LA ROTACION

Ecuacion Observaciones

111. Caso especial

Los resultados siguientes se cumplen en el caso de un cuerpo rigido que gire con respecto a un eje que esté fijo en un marco de
referencia inercial.

r=la a debe estar a lo largo del eje; | debe referirse también al eje, y r es la componente escalar de r,,, a lo largo del
mismo eje. Esto es el analogo rotatorio de F =Ma.

L=l w debe estar a lo largo del eje; | debe referirse también al eje,, y L debe ser la componente escalar del impetu
angular total a lo largo de este eje. Esto es el analogo rotatorio de P = Mv.

PREGUNTAS

1. Hasta aqui nos hemos encontrado con muchas cantidades automovil “levanta la nariz”. ¢Por qué sucede esto? Se

vectoriales, incluyendo la posicidn, el desplazamiento, la
velocidad, la aceleracion, la fuerza, el impetu, y el impetu
angular. ¢Cuadles de éstas se definen independientemente
de la eleccion del origen en el marco de referencia?
. Unfisico ilustre (R. W. Wood), quien gusta de las bromas
précticas, monto un volante que giraba rapidamente en
una maleta; la maleta la dio a un maletero con instruccio-
nes de que éste lo siguiera. ;Qué pasara si el maletero era
conducido muy deprisa a doblar una esquina? Explique en
términos de r= dh/dt.
Un cilindro gira a una velocidad angular a alrededor de
un eje que pasa por un extremo, como en lafigura 21. Elija
un origen apropiado y muestre cualitativamente los vec-
tores L y co. ;Son estos vectores paralelos? ¢Intervienen
aqui consideraciones de simetria?

Figura 21 Pregunta 3.

4. Suponga que una barra uniforme descansa en unaposicion

vertical sobre una superficie de friccion despreciable.
Entonces se le da a la barra un golpe horizontal en su
extremo inferior. Describa el movimiento del centro de
masa de la barra en su extremo superior.

Si el aparato de la figura 5 se ancla al piso de una gran
nave espacial que se halle flotando en una regién carente
de gravidez, ;de qué manera, si existe alguna, afectaria
esta accion al experimento?

. Un automavil con impulsién en las ruedas traseras acelera
rapidamente desde el reposo. El conductor observa que el

10.

11.

12,

13.

14.

15.

comportaria de modo diferente un automdvil con impul-
sion en las ruedas delanteras?

Una saeta gira en su vuelo de modo que resulte tangente
a la trayectoria del vuelo en todo momento. Sin embargo,
una pelota de fatbol americano (arrojada con un giro
considerable con respecto a su eje largo) no lo hace asi.
¢Por qué existe diferencia en el comportamiento de una 'y
otra?

Un pasador lanza una pelota de fltbol americano que
vuela en espiral hacia el receptor. ¢Es su impetu angular
constante, o casi constante? Distinga entre los casos en
que la pelota se bambolea y en los que no lo hace.
¢Puede usted sugerir una teoria sencilla que explique la
estabilidad de una bicicleta en movimiento? Usted debe
explicar por qué es mucho mas dificil mantener el equilibrio
sobre unabicicleta que esté en reposo que sobre una que esté
enmarcha. (Véase “The Stability of the Bicycle”, por David
E. H. Jones, Physics Today, abril de 1970, pag. 34.)

¢Por qué una barra larga le ayuda a un equilibrista que
camine por un cable a mantener el equilibrio?

Usted estd caminando a lo largo de un riel angosto y
comienza a perder el equilibrio. Si comenzara a caerse
hacia la derecha, ¢de qué modo debera hacer girar su
cuerpo para recuperar el equilibrio? Explique.

Los pernos de montaje que fijan los motores de los aviones
de propulsién a chorro al bastidor estructural del mismo
estan disefiados para partirse en dos instantaneamente si
el motor (que gira rdpidamente) se agarrotara en forma
stbita debido a alguna averia. ¢Por qué se emplean estos
“fusibles estructurales™?

Un jugador de hockey enojado arroja un palo a lo largo
del hielo. El palo gira en tomo a su centro de masa al
deslizarse hasta que llega al reposo por la accién de la
friccion. Su movimiento de rotacion se detiene en el
preciso momento en que su centro de masa llega al reposo,
ni antes ni después. Explique por qué.

Cuando la velocidad angular a>de un objeto aumenta, su
momento angular puede 0 no aumentar también. Dé un
ejemplo en que lo haga y otro en que no lo haga asi.

Un estudiante esté de pie sobre una mesa que gira con una
velocidad angular g mientras sostiene dos pesas iguales



16.

17.

18.

19.

20.

21.

con sus brazos estirados. Sin mover nada mas, deja caer
las dos pesas. ¢Qué cambio, si lo hay, existe en la veloci-
dad angular del estudiante? ¢Se conserva el impetu angu-
lar? Explique sus respuestas.

El helicoptero levanta el vuelo girando sus aspas. ¢Por qué
no gira el fuselaje del helicoptero en la direccidn opuesta?
Un aeroplano monomotor debe ser “equilibrado” para que
vuele a nivel. (El arreglo consiste en elevar un aleron y
bajar el opuesto.) ¢Por qué es esto necesario? ¢Es esto
necesario en un aeroplano bimotor en circunstancias nor-
males?

Lahélice de un aeroplano giraen sentido de las manacillas
del reloj vista la hélice desde atras. Cuando el piloto enfila
hacia arriba después de un clavado empinado, decide
aplicar el timén de direccidn hacia la izquierda en el fondo
del clavado para mantener su rumbo. Explique.

Muchos de los grandes rios fluyen hacia el ecuador. ;Qué
efecto produce el sedimento que acarrean hacia al mar
sobre la rotacion de la Tierra?

Si toda la poblacién mundial se concentrara en la Antlan-
tida, afectaria esto la duracion del dia? Si asi fuera, ¢en
qué forma afectaria?

Una tornamesa circular gira con velocidad angular cons-
tante en tomo a un eje vertical. No existe friccion ni una
torca que la impulse. Una cazuela circular descansa sobre
la tornamesa y gira con ella; véase la figura 22. El fondo
de la cazuela esta cubierto con una capa de hielo de espesor
uniforme, la cual esta, por supuesto, girando también con
la cazuela. El hielo se funde pero de la cacerola no escapa
ni una gota de agua. ¢Es ahora la velocidad angular mas
grande, la misma, 0 menor que la rapidez original? Dé las
razones de su respuesta.

Figura 22 Pregunta 21.

22.

La figura 23a muestra a un acrébata lanzado hacia arriba
por un trampolin con un impetu angular nulo. ¢Puede el
acrébata, maniobrando su cuerpo, caer sobre su espalda
como en la figura 23bl Como dato interesante, el 38% de
los entrenadores de clavados a quienes se les preguntd y
el 34% de un grupo de fisicos seleccionados dieron la
respuesta incorrecta. ¢Qué piensa usted? (Para un estudio
completo, véase “Do Springboard Divers Vitlate Angular
Momentum Conservation?”, por Cliff Frohlich, American
Journal of Physics, julio de 1979, pag. 583.)

@
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Figura 23 Pregunta 22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Explique exactamente, en términos del impetu angular y
de la inercia de rotacion, cdmo se “genera” un balanceo
en la posicion de sentado en un columpio. (Véase “How
to Get the Playground Swing Going: A First Lessonin The
MechanicsofRotation”, por Jearl Walker, Scientific Ame-
rican, marzo de 1989, pag. 106.)

¢Puede usted columpiarse de forma que logre girar en un
circulo completo, moviéndose totalmente alrededor del
soporte de un columpio? Suponga (si lo desea) que el
asiento del columpio esta unido a su soporte por una barra
rigida en lugar de una cuerda o una cadena. Explique su
respuesta.

Una tornamesa circular gira libremente en torno a un eje
vertical. No existe friccion en el eje de rotacion, (a) Un
bicho, inicialmente en el centro de la tornamesa, camina
hacia el borde y se detiene. Coémo cambia el impetu
angular del sistema (tornamesa + bicho)? ;Como cambia
la velocidad angular de la tornamesa? (b) Si el bicho se
cae del borde de latornamesa (sinbrincar), cbmo cambiara
la velocidad angular de la tornamesa?

Una rueda giratoria de gran masa puede ser utilizada para
producir un efecto estabilizador sobre un buque. Si esta
montada con su eje de rotacion en angulo recto con la
cubierta del buque, ¢cual sera su efecto cuando el buque
tienda a bambolearse de un lado a otro?

Si el trompo de lafigura 18 no estuviese girando, se caeria.
Si su impetu angular de giro es grande comparado con el
cambio causado por la torca aplicada, el trompo entraria
en precesion. ;,Qué pasa entre tanto, cuando el trompo gira
lentamente?

Un Tippy-Top, con una seccion de una superficie esférica
de radio grande sobre un extremo y una espiga para girar
sobre el extremo opuesto, descansara sobre su superficie
esférica sin girar pero deslizandose hacia un lado después
de girar, de modo que se quede parado sobre la espiga.
Explique. (Véase “The Tippy-Top”, por George D. Freier,
The Physics Teacher, enero de 1967, pag. 36.) Si usted no
tiene a la mano un Tippy-Top, use un huevo duro; el
comportamiento de “pararse sobre una punta” del huevo
al girar se sigue mas facilmente si se pone una marca de
tinta en el extremo “puntiagudo” del huevo.
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PROBLEMAS

Seccidn 13-1 impetu angular de una particula

L

Sise nosdanr,p, Yy 6, podemos calcular el impetu angular
de una particula a partir de la ecuacién 2. Sin embargo, a
veces se nos dan en su lugar las componentes (x,y, z) de
ry (v, vy, u) dev. (a) Demuestre que las componentes
de lalo largo de los ejes x, y, y z estan entonces dados por

Ix= m(yv2- zvy),
ly = m(zvx —xvz),

Iz= m(xvy- yvx).

(ti) Demuestre que si la particula se mueve solamente en
el plano xy, el vector del impetu angular resultante tiene
s6lo una componente Z (Sugerencia: véase la ecuacién 17
del capitulo 3.)

Una particula P con 2.13 kg de masa tiene una posicién r
y una velocidad v, como se muestra en la figura 24. Sobre
ella actta la fuerza F. Los tres vectores estan en un plano
comin. Supongaquer =291 m, u= 418 m/s,y F = 1.88
N. Calcule (@) el impetu angular de la particula y (ti) la
torca, con respecto al origen, que actta sobre la particula.
¢Cudles son las direcciones de estos dos vectores?
Demuestre que el impetu angular con respecto a cualquier
punto de una sola particula que se mueva a velocidad
constante permanece constante durante el movimiento.
(a) Utilice los datos de los apéndices para calcular el
impetu angular total de todos los planetas debido a su
vuelta alrededor del Sol. (ti) ¢(Qué fraccién de esto se
asocia con el planeta Jupiter?

Dos particulas, cada una de masa m y velocidad v, viajan
en direcciones opuestas a lo largo de lineas paralelas
separadas por una distancia d. Halle una expresién para el
impetu angular total del sistema con respecto a cualquier
origen.

Calcule el impetu angular, respecto al centro de la Tierra,
de una persona de 84.3 kg situada en el ecuador de la
Tierra en rotacion.

Seccion 13-2 Sistemas de particulas

7.

El impetu angular total de un sistema de particulas respec-
to al origen O de un marco de referencia inercial esta dado
por L = Lrf* p, en donde I, y p, estdn medidos con
respecto a 0. (@) Utilice las relaciones I, = rdn+r1,"y p, =
wijvam+ p,' para expresar a L en términos de las posiciones
r,' y los impetus p/ en relacion al centro de masa C;
véase la figura 25. (b) Utilice la definicion del centro de
masa y la definicién del impetu angular L' con respecto
al centro de masa para obtener L = L' + ranx Mvam (c)
Demuestre como puede ser interpretado este resultado
teniendo en cuentas que el impetu angular total es la
suma del momento angular de giro.(impetu angular con
relacion al centro de masa) mas el impetu angular orbital
(impetu angular del movimiento del centro de masa Ccon
respecto a O si toda la masa del sistema estuviese concen-
trada en C).

Figura 24 Problema 2.

Figura 25 Problemas 7y 8.

8. Sea ramel vector de posicion del centro de masa C de un

sistema de particulas respecto al origen O de un marco de
referencia inercial, y sea r/ el vector de posicion de la
jésima particula, de masa m,, con respecto al centro de
masa C. De aqui que r, = ran+ r, (véase la Fig. 25).
Definamos ahora que el impetu angular total del sistema
de particulas con relacion al centro de masa C sea L' =
Er,' X p.; en donde p/ = %, drj'/dt.'(a) Demuestre que p/
=m drjdt - m.dr®/dt = p, - mj van (ti) Demuestre des-
pués que dL'/dt = Er," x dp'/dt. (c) Combine los resulta-
dos de (@) y (ti) y, usando la definicion del centro de
masa Yy la tercera ley de Newton, demuestre que t*, =
dL'/dt, donde es la suma de todas las torcas externas
que actdan sobre el sistema con respecto a su centro de
masa.

Seccién 13-3 Impetu angulary velocidad angular

9. La integral con respecto al tiempo de una torca se llama

impulso angular, (a) A partir de x= dL/dt, demuestre que
el impulso angular resultante es igual al cambio en impetu
angular. Esto es la analogia de rotacion de la relacion
impulso-impetu lineal, (ti) Para una rotacion alrededor de
un eje fijo, demuestre que

f r dt = Fr(At) —i((or — (ui),

donde r es el brazo del momento de la fuerza, F es el valor
promedio de la fuerza durante el tiempo que actlia sobre
el objeto, y &y ayson las velocidades angulares del objeto
justo antes y justo después de actuar la fuerza.



10.

11.

12,

Un disco abrasivo con una inercia de rotacion de 1.22 x
10'3kg mm2esta unido a un taladro eléctrico cuyo motor
desarrolla una torca de 15.8 N mm. Halle (a) el impetu
angular y (b) la velocidad angular del disco 33.0 ms
después de haber encendido el motor.

Una rueda de 24.7 cm, que se mueve inicialmente a razén
de 43.3 m/s, rueda hasta detenerse en 225 m. Calcule (a)
su aceleracion lineal y (ti) su aceleracion angular, (c) La
inercia de rotacion de la rueda es 0.155 kg *m2 calcule
la torca ejercida por la friccion sobre la rueda al rodar.
Dos ruedas, Ay B, estan conectadas por una banda como
en la figura 26. El radio de B es tres veces el radio de A.
¢Cudl seria la razén de las inercias de rotacion IA/1Bsi (a)
ambas ruedas tienen los mismos impetus angulares y (b)
las dos ruedas tienen la misma energia cinética de rota-
cion? Suponga que la banda no se patina.

Figura 26 Problema 12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Demuestre que L = IcO para el sistema de dos particulas
de la figura 7.

Usando los datos de los apéndices, halle el impetu angular
del giro de la Tierra respecto a su propio eje de rotacion.
Suponga que la Tierra es una esfera uniforme.

El impetu angular de un volante que tiene una inercia de
rotacién de 0.142 kg ¢ m2 disminuye de 3.07 a 0.788
kg *m32s en 1.53 s. (@) Halle la torca promedio que actua
sobre el volante durante este periodo, (ti) Suponiendo una
aceleracion angular uniforme, ¢en qué angulo habra gira-
do el volante? (C) ¢Cuénto trabajo se efectud sobre el
volante? (d ) ¢(Cudanta potencia promedio fue suministrada
por el volante?

La figura 27 muestra un cuerpo rigido simétrico que gira
en torno a un eje fijo. El origen de coordenadas ha sido
fijado por conveniencia en el centro de masa. Probar,
sumando las contribuciones hechas al impetu angular por
todos los elementos de masa mten que esta dividido el
cuerpo, que L =1co, donde L es el impetu angular total.
Un polin tiene unamasa de 4.42 kg y una longitud de 1.23 m.
Inicialmente est4 en reposo sobre una superficie horizontal
sin friccién y es golpeado perpendicularmente por un disco
de hule que le imparte una fuerza impulsiva horizontal de
12.8 N s de impulso a una distancia de 46.4 cm del centro.
Determine el movimiento subsiguiente del polin.

Un cilindro rueda hacia abajo por un plano inclinado en
un angulo 6. Demuestre, por aplicacion directa de la
ecuacion 8 (ZTjdl = dL/dt), que la aceleracién de su centro
de masa es sen d. Compare este método con el emplea-
do en el problema muestra 8 del capitulo 12.

Para hacer que unabola de billar ruede sin deslizarse desde
el reposo, el taco debe golpear a la bola no en el centro
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Figura 27 Problema 16.

20.

(esto es, no a una altura sobre la mesa igual al radio R de
la bola) sino exactamente a una altura de 2R/5 sobre el
centro. Demuestre este resultado. [Véase Arnold Sommer-
feld, Mechanics, Volume | of Lectures on Theoretical
Physics, Academic Press, Orlando (edicion en rustica de
1964), pags. 158 a 161, para un suplemento sobre la
mecénica de los billares.]

El eje del cilindro de la figura 28 esté fijo y el cilindro esta
inicialmente en reposo. El bloque de masa M se esta mo-
viendo inicialmente hacia la derecha sin friccion con una
velocidad uj. Pasa sobre el cilindro a la posicion sefialada
en lineas punteadas. Cuando hace contacto por primera
vez con el cilindro, se desliza sobre el cilindro, pero la
friccion es suficientemente grande como para que el des-
lizamiento cese antes de que M pierda contacto con el
cilindro. El cilindro tiene un radio R y una inercia de
rotacion 1. Halle la velocidad final v2en términos de u,,
M, I, y R Esto puede hacerse mas facilmente usando la
relacion entre el impulso y el cambio de impetu.

vi— O 2-[>

Figura 28 Problema 20.

21. Un barrote de longitud L y masa M esta sobre una mesa

22.

horizontal sin friccion sobre la cual puede moverse libre-
mente de cualquier modo. Un disco de hule de los usados
en el hockey sobre hielo de masa m, que se mueve como
se muestra en la figura 29 con velocidad v, choca elasti-
camente con el barrote, (a) ¢Qué cantidades se conservan
en la colision? (ti) ¢Cuél debe ser la masa m del disco de
hule con el fin de que permanezca en reposo inmedia-
tamente después de la colision?

Dos cilindros que tienen radios Rj y R2e inercias de
rotacion | jel2, respectivamente, estan soportados por ejes
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23.

24,

25.

Capitulo 13 impetu angular

perpendiculares al plano de la figura 30. El cilindro grande
gira inicialmente a una velocidad angular eX. El cilindro
pequefio se mueve hacia la derecha hasta que toca al
cilindro grande y comienza a girar a causa de la fuerza de
friccion entre los dos. Al cabo de un tiempo, el resbala-
miento cesa, y los dos cilindros giran a razones constantes
en direcciones opuestas. Halle la velocidad angular final
a®del cilindro pequefio en términos de /,, I2 R,, R2 'y to0
(Sugerencia: No se conserva ningun impetu angular ni la
energia cinética. Apliguese la ecuacion del impulso angu-
lar a cada cilindro. Véase el problema 9.)

Una bola de billar, inicialmente en reposo, recibe de un
taco un impulso rapido. El taco es sostenido horizontal-
mente a una distancia h sobre la linea central como en la
figura 31. La bola deja el taco a una velocidad v0y, a causa
de una “inglesa hacia el frente”, adquiere una velocidad
final de 9vjl. Demuestre que h =4R/5, donde R es el radio
de la bola.

En el problema 23, imaginemos que F va a ser aplicada
debajo de lalinea central, (a) Demuestre que es imposible,
con esta “inglesa en reversa”, reducir la velocidad hacia
adelante a cero, sin que sobrevenga un rodamiento, a no
ser que h = R. (ti) Demuestre que es imposible darle a la
bola una velocidad hacia atrés, a no ser que F tenga una
componente vertical hacia abajo.

Un bolichista lanza una bola de boliche de radio R =
11.0 cma lo largo de la pista con una velocidad inicial vO
=8.50 m/s. La bola se lanza de forma que patina durante
cierta distancia antes de que comience a rodar. No gira en
absoluto cuando toca primero la pista, siendo su movi-
miento una traslacion pura. El coeficiente de friccion
cinética entre la bola y la pista es de 0.210. (a) ¢Durante
qué lapso de tiempo patina la bola? (Sugerencia: Mien-
tras que la bola patine, su velocidad u disminuye y su
velocidad angular caumenta; el patinaje cesa cuando v =
Reo), (ti) ¢A lo largo de qué distancia patina la bola? (c)
¢ Cuantas vueltas da la bola antes de que comience arodar?
(d) ¢Con qué velocidad se mueve cuando empieza arodar?

Seccién 13-4 Conservacioén del impetu angular

26.

27.

28.

Las observaciones astronémicas demuestran que desde
1870 hasta 1900 la longitud del dia aumenté unos 6.0 *
10'5s. (a) ¢Qué cambio fraccionario correspondiente re-
sult6 en la velocidad angular de la Tierra? (b) Supdngase
que la causa de este cambio haya sido un desplazamiento
del material fundido en el nicleo de la Tierra. {Qué cam-
bio fraccionario resultante en la inercia de rotacion de la
Tierra podria considerarse para la respuesta a la parte (a)?
Supongamos que al Sol se le agote el combustible nuclear
y subitamente se colapse para formar la asi llamada estre-
lla enana blanca, con un didmetro igual al de la Tierra.
Suponiendo que no hubiera pérdida de masa, ¢cual seria
entonces el nuevo periodo de rotacién del Sol, que actual-
mente es de unos 25 dias? Supdngase que el Sol y la
estrella enana blanca sean esferas uniformes.

Una persona esta de pie sobre una plataforma sin friccién
que gira con una velocidad angular de 1.22 rev/s; sus brazos
estan en cruz y en cada mano sostiene una pesa. Con sus
manos en esta posicion la inercia de rotacion total de la

29.

persona, junto con las pesas, y la plataforma es de 6.13
kg *m2 Si al mover las pesas la personadisminuye lainercia
de rotacion a 1.97 kg em2 (a) ¢cudl es la velocidad angular
resultante de la plataforma y (ti) ¢cudl es la razon entre la
nueva energia cinética y la energia cinética original?

En una clase demostrativa, se montan unos carriles de un
tren de juguete sobre una rueda grande que puede girar
libremente con friccién despreciable en tomo a un eje
vertical; véase la figura 32. Sobre los carriles se coloca un
tren de juguete de masa my, con el sistema inicialmente en
reposo, se conecta la potencia eléctrica. El trenecito llega a
una velocidad uniforme v respecto a los carriles. ;Cudl es
lavelocidad angular code larueda, si sumasaes My su radio
R! (Desprecie la masa de los rayos de la rueda.)

M

Centro

Figura 29 Problema 21.

30.

El rotor de un motor eléctrico tiene una inercia rotatoria
Im=2.47 x 10 3kg *m2respecto a su eje central. EI motor
esta montado paralelo al eje de una sonda espacial que se
mueve con una inercia rotatoria jp= 12.6 kg *m2en tomo
a su eje. Calcule el nimero de vueltas necesarias para
hacer girar a la sonda a través de 25.0° en tomo a su eje.

Figura 30 Problema 22.

3L

32.

Una rueda con una inercia rotatoria de 1.27 kg mm2esta
girando a una velocidad angular de 824 rev/min en una
flecha cuya inercia rotatoria es despreciable. Una segunda
rueda, inicialmente en reposo y con una inercia rotatoria
de 4.85 kg *m2se acopla de repente a la misma flecha, (a)
¢Cudl es lavelocidad angular de lacombinacion resultante
de la flecha y las dos ruedas? (ti) ¢Qué fraccion de la
energia cinética original se pierde?

Con centro y rayos de masa despreciable, cierta rueda de
bicicleta tiene un rin delgado de 36.3 cm de radioy 3.66 kg
de masa; puede girar sobre su eje con una friccion despre-
ciable. Un hombre sostiene a la rueda sobre su cabeza con



Figura 31 Problema 23.

el eje vertical mientras esta de pie sobre una tornamesa
con libertad para girar sin friccién; la rueda gira en el
sentido de las manecillas del reloj, vista desde arriba, con
una velocidad angular de 57.7 rad/s, y la tornamesa esta
inicialmente en reposo. La inercia de rotacion de rueda +
hombre + tornamesa respecto al eje de rotacion comudn es
de 2.88 kg *m2 (a) La mano del hombre detiene stbita-
mente la rotacion de la rueda (relativa a la tornamesa).
Determine la velocidad angular (magnitud y direccion)
resultante del sistema, (b) Se repite el experimento intro-
duciendo una friccion notable sobre el eje de la rueda, la
cual, comenzando desde la misma velocidad angular ini-
cial (57.7 rad/s), llega gradualmente al reposo (en relacion
a la tornamesa) mientras el hombre mantiene a la rueda
como se describio antes. (La tornamesa puede todavia
girar libremente sin friccion.) Describa qué le sucede al
sistema, dando tanta informacion cuantitativa como los
datos lo permitan.

Figura 32 Problema 29.

33.

34.

35.

Una joven de 50.6 kg de masa esta de pie sobre el borde
de un tiovivo sin friccion de 827 kg de masa y 3.72 m
de radio, que no se mueve. Lanza una piedra de 1.13 kg
en una direccién horizontal tangente al borde exterior del
tiovivo. La velocidad de la piedra, en relacion al suelo, es
de 7.82 m/s. Calcule (a) la velocidad angular del tiovivo
y (b) la velocidad lineal de la joven después de haber
lanzado la piedra. Suponga que el tiovivo es un disco
uniforme.

En un parque de diversiones hay un pequefio tiovivo de
1.22 m de radio y 176 kg de masa. El radio de giro (véase
el problema 11 del capitulo 12) es de 91.6 cm. Un nifio de
44.3 kg demasa corre auna velocidad de 2.92 m/s tangente
al borde del tiovivo cuando est4 en reposo y luego salta
sobre él. Desprecie la friccion entre las chumaceras y la
flecha del tiovivo y halle la rapidez angular del tiovivo y
el nifio.

Un disco plano uniforme de masa My radio R gira en tomo
aun eje horizontal que pasa por su centro con una veloci-
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dad angular aQ (a) ¢Cual es su energia cinética? ;Cual es
su impetu angular? (b) Del borde del disco se rompe en
cierto momento un trozo de masa m, de modo que el trozo
se eleva verticalmente sobre el punto en que se rompi6
(Fig. 33). ;A qué altura de ese punto llegara antes de que
comience a caer? (c) ¢Cual es la velocidad angular final
del disco roto?

Figura 33 Problema 35.

36.

37.

Una cucaracha, de masa m, corre en contra de las maneci-
llas del reloj por el borde de un plato circular giratorio
montado sobre un eje vertical de radio R e inercia de
rotacion | que tiene chumaceras sin friccion. La velocidad
de la cucaracha (con relacion a la Tierra) es v, mientras
que el plato gira en sentido de las manecillas del reloj a
una velocidad angular w. La cucaracha encuentra un miga
de pan sobre el borde y, por supuesto, se detiene, (a) Halle
la velocidad angular del plato después de haberse detenido
la cucaracha, (b) ¢Cuénta energia cinética se ha perdido,
si esto ha sucedido?

Una particula se proyecta horizontalmente en el interior
de un tazén hemisférico sin friccion de radio r, que se
mantiene en reposo (Fig. 34). Deseamos hallar la veloci-
dad inicial vO requerida para que la particula llegue a
la parte superior del tazon. Halle vOen funcion de 0Qla
posicion angular inicial de la particula. (Sugerencia: Em-
plee los principios de la conservacion.)

Figura 34 Problema 37.

38.

En unagran pista circular horizontal sin friccion, de radio
R, se encuentran dos pequefias bolas de masas my Aj, que
pueden deslizarse libremente sobre la pista. Entre las dos
bolas hay un resorte comprimido el cual, sin embargo, no
se halla unido a las bolas. Las dos bolas se mantienen
juntas por medio de un corddn, (a) Si el cordon se rompe,
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el resorte comprimido (que se supone sin masa) dispara a
las dos bolas en direcciones opuestas; el propio resorte
queda atras. Las bolas chocan cuando se encuentran de
nuevo sobre la pista (Fig. 35). En donde tiene lugar esta
colision? Exprese la respuesta en términos del angulo, en
radianes, a través del cual se desplaza la bola M. (b) La
energia potencial inicialmente almacenada en el resorte
era UQ Halle el tiempo que trascurre desde que el corddn
se rompe hasta que sucede la colision, (c) Suponiendo
que la colision sea perfectamente elastica y de frente, ¢en
doénde chocarian las bolas nuevamente después de la pri-
mera colision?

Figuras 35 Problema 38.

39.

40.

41.

Dos patinadores, cada uno de 51.2 kg de masa, se aproxi-
man uno al otro a lo largo de trayectorias paralelas sepa-
radas por 2.92 m. Tienen velocidades iguales y opuestas
de 1.38 m/s. El primer patinador lleva en sus manos una
barra ligera larga de 2.92 m de longitud, y el segundo
patinador toma el extremo de ésta al pasar; véase la
figura 36. Suponga que el hielo carece de friccion, (a)
Describa cuantitativamente el movimiento de los pati-
nadores después de que estan unidos por la barra. (b)
Ayudandose al jalar la barra, los patinadores reducen su
separacion a 0.940 m. Halle su velocidad angular enton-
ces. (c) Calcule laenergia cinética del sistema en las partes
(@ y (b). ¢De donde proviene el cambio?

Si las capas de hielo polar de la Tierra se fundiesen y el
agua retornase a los océanos, éstos serian unos 30 m mas
profundos. ;Qué efecto tendria esto sobre la rotacion de
la Tierra? Haga una estimacion del cambio resultante
en la longitud del dia. (Se ha expresado la preocupacion
de que el calentamiento de la atmdsfera como consecuen-
cia de la contaminacién industrial pudiera provocar que
las capas de hielo se fundan.)

Se cree que la Tierra se formo hace unos 4500 millones
de afios, como una esfera de densidad aproximadamente
uniforme. Poco tiempo después, el calor de la desintegra-
cion de elementos radiactivos hizo que gran parte de la
Tierra se derritiera. Esto favorecio que el material mas
pesado se hundiera hacia el centro de la Tierra, forman-
do el nicleo. Hoy dia podemos representar a la Tierra
con un nicleo de 3570 km de radio y 10.3 g/cm3de den-
sidad rodeado por una capa de 4.50 g/cm3de densidad que

Figura 36 Problema 39.

se extiende hasta la superficie del planeta (6370 km de
radio). Desconocemos la corteza de la Tierra. Calcule el
cambio fraccionario en la longitud del dia debido a la
formacion del ndcleo.

Seccién 13-5 El trompo

42.

43.

Un trompo gira a razén de 28.6 rev/s en torno a un eje que
forma un angulo de 34.0° con la vertical. Su masa es de
492 gy su inercia rotatoria es de 5.12 x 10'4kg mm 3 El
centro de masa esta a 3.88 cm del punto de pivoteo. El giro
es en sentido de las manecillas del reloj visto desde arriba.
Halle la magnitud (en rev/s) y la direccion de la velocidad
angular de la precesion.

Un giroscopio consta de un disco rotatorio con un radio de
48.7 cm convenientemente montado en el punto central
de un eje de 12.2 cm de longitud de modo que pueda girar
y entrar en precesion libremente. Su velocidad de giro es de
975 rev/imin. La masa del disco es de 1.14 kg y la masa del
ejeesde 130g. Halle el tiempo requerido para una precesion
si el eje esta sujeto en un extremo y es horizontal.

Seccidn 13-6 Cuantizacién del impetu angular

44,

En 1913, Niels Bohr postulé que el impetu angular
de cualquier sistema rotatorio mecénico con una iner-
cia de rotacion | esta cuantizado. Esto es,

L —I(o = n(h/2n),

donde L es el impetu angular y n es cualquier entero
positivo o cero, (a) Demuestre que este postulado restringe
a la energia cinética que el sistema rotatorio puede tener
a un grupo de valores discretos: es decir, la energia esta
cuantizada; halle una expresion para la energia. (b) Con-
sideremos al rotador rigido, consistente en una particula
de masa m obligada a girar en un circulo de radio R. ;Con
qué velocidades angulares podria girar la particula si el
postulado fuese correcto? ¢ Qué valores de energia cinética
podria tener? (c) Trace un diagrama energia-nivel como
el de la figura 37, indicando como varia el espaciamien-
to entre los niveles de energia al aumentar n. Ciertas
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Figura 37 Problema 44.

45.

moléculas biatomicas de baja energia se comportan como
un rotador rigido.

(@) Supongamos que el electrdn se mueve en una érbita
circular en torno al proton de un atomo de hidrégeno. La
fuerza centripeta sobre el electron es proporcionada por
una fuerza eléctrica e¥47i£0 donde e es la magnitud de
la carga de un electron y de un proton, r es el radio
de la drbita, y £0 es una constante. Demuestre que el
radio de la orbita es

4nemv?2

en donde m es la masa del electron y u es su velocidad.
(b) Suponga ahora .que el impetu angular del electron
respecto al proton solo puede tener valores que sean
multiplos enteros n de h/1Jt, donde h es la constante de
Planck. Demuestre que las Unicas Orbitas posibles del
electrén son aquéllas con un radio

nh
2nmv '

(c) Combine estos resultados para eliminar a y y demues-
tre que las Unicas drbitas que son consistentes con ambos
requerimientos tienen radios

n20h2
De aqui que los radios permitidos sean proporcionales al

cuadrado de los enteros n =1,2, 3, etc. Cuando n =1, res
el mas pequefio y tiene el valor de 0.529 x 10‘pm.

Proyecto para la computadora

46.

Consideremos dos volantes que estén montados sobre la
misma flecha pero libres de girar independientemente.
El volante 1, que inicialmente gira a 100 rad/s, tiene
una inercia rotatoria de 2.5 kg mm2 El volante 2, que
esta inicialmente en reposo, tiene una inercia rotatoria de
15 kg *m2 Al deslizar un volante a lo largo de la flecha
ambos volantes entran en contacto entre si, cara contra

que las de cada volante entre si y utilice el principio de la
conservacion del impetu angular para hallar la velocidad
angular final de los volantes.

Si la torca de cada volante sobre el otro puede ser
calculada, se puede usar una computadora para seguir a
los volantes hasta que lleguen a la misma velocidad.
Suponga que la torca del volante 2 sobre el volante 1 esta
dada por tj = -0.20(@, - &2, donde & es la velocidad
angular del volante 1y aes la velocidad angular del
volante2. Aqui estaen N emy las velocidades angulares
estan en rad/s. La torca del volante 1 sobre el volante 2 es
r2=+0.20(l), - (B. Las torcas continGian actuando hasta
que los volantes tengan la misma velocidad angular, y
luego se anulan. Mientras estan interactuando, el volante
1 0bedece ar, =7, y el volante 2 obedece a r2=/2.
Estas ecuaciones son matematicamente similares a las
ecuaciones de la segunda ley de Newton y pueden ser
integradas numéricamente de la manera descrita en la
seccion 6-6y en los proyectos para la computadoraal final
del capitulo 6. Considere intervalos de tiempo de duracion
Aty suponga que el volante 1tiene una posicién angular
OtBy una velocidad angular a jbal principio de un intervalo.
Entonces, su posicién angular y su velocidad angular al
final del intervalo pueden aproximarse por 0U= Olt+ At
Y (dle = alb+ albAt = &b + (313 Al, donderlt es la torca
al principio del intervalo. Se tienen ecuaciones similares
para el volante 2. Cuanto més pequefio sea At mejor sera
la aproximacion.

(b) Escriba un programa de computacion o disefie una
hoja de calculo para hallar la velocidad angular de los
volantes al final de cada segundo desde t =Ohasta i =25s.
Use un intervalo de integracion de 0.001 s. Trace las
velocidades angulares en funcion del tiempo en la misma
gréfica, luego usar la gréfica o la lista de valores para
hallar las velocidades angulares finales y compare el re-
sultado con el valor obtenido en la parte (a).

(c) Para ver la influencia de una torca externa suponga
que la torca que actla sobre el volante 1 esta dada por t,
=-4.0 - 0.20 (U), - 99y latorca que actlia sobre el volante
2 es r2=+0.20(0)j - &9, donde las torcas estan en N emy
las velocidades angulares en rad/s. Esto representa una
torca externa de -4.0 N em. Use el programa de compu-
tacion para hallar las velocidades angulares de los volan-
tes y el impetu angular total en cada 1s desde t = Ohasta
i =25 s. De nuevo, use un intervalo de integracion de
0.001 s. Grafique las velocidades angulares en funcion del
tiempo. Puesto que r,,, =dLMdt, la torca externa deberia
producir un cambio en el impetu angular total de AL =
ridi =-4.0 x 25 = -100 kg *m/s durante los primeros
25 s. ¢Concuerdan sus resultados? ¢Cual volante sufre el
cambio (comparado con el caso de una torca externa nula);
0 queda el cambio compartido?

(id) La velocidad angular final no depende de los deta-
lles de la torca que cada volante ejerce sobre el otro. ;Qué
depende de las torcas?





