METoDOs NUMERICOS 2024 FacurLTtaD DE INGENIERIA — IMERL

Solucién del examen - 24/02/25

Ejercicio 1. a) Dado el sistema lineal Ax = b, donde

1
A=|-1 2 -1/, b=lo0|,
3

2 -1 1770 1
Ax=|-1 2 —1| 1| = |-1(0)4+2(1)-1(2)| = |0| =b.
1 -1 2] |2 3

Entonces, x = [0, 1, 2]* es solucién del sistema.

b) Primero, descomponemos A en A =D — F — F, donde

0
1

= o O
S O =

2 00 0 0
D=0 2 0|, E= o, F=10
00 2 0 0

O =

-1
La iteracién de Gauss-Seidel se escribe
xF = (D - E)'Fx* + (D — E)"'b = Qx" +r.
Dado x° = [0, 0, 1], calculamos Fx°,
01 0
Fx"=10 0 1| |ol=1]1
0 0 1
Con esto obtenemos,

x!' = (D - E)"'[-1,1,0]' + (D — E)"'[1,0,3]
= (D - E)"Y([-1,1,0]" + [1,0,3]%)
= (D - E)7Y0,1,3].

Entonces,
(D — E)x! =[0,1,3]".
Como
2 0 0
D—-FE=|-1 2 0],
1 -1 2

haciendo una sustitucién hacia adelante, obtenemos el sistema

2x} =0,
—xi+2x}=1,

1_ 41 1_
x] — X3 +2x3 = 3,
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y por lo tanto,
xi =0, x3=1/2, x}=7/4

177
1
=10,=,—-| .
3]
La convergencia del método de Gauss-Seidel depende del radio espectral de la matriz de iteracion
Q. Si p(Q) < 1, el método converge. Usando que

Entonces el vector x! es,

1 0 0
D-E=2|-1/2 1 0f,
/2 —1/2 1
Obtenemos,
1 0 0
(D-E)y'==-11/2 1 0
—1/4 1/2 1
Por lo tanto,
R 0 0]fo 1 —1 0 1/2 —1/2
Q=D-E)y'F=-|1/2 1 of|l0o 0 1|=1{0 1/4 1/4
—1/4 1/2 1| [0 0 0 0 —1/8 3/8

Calculamos los autovalores de Q. Resolviendo det(Q — A\I) = 0, obtenemos:
det(Q — M) = —=A((1/4—=XN)(3/8 = X)+1/32) =0,

cuyas soluciones son A\; = 0, Ay = 5/16 + i\/7/16, A3 = 5/16 — i1/7/16. Entonces, |A\;| =0y
|\2| = [A3] = V/2/4. En particular, p(Q) < 1 y el método converge.

Ejercicio 2. a) La interpolacién de Hermite consiste en construir un polinomio interpolante cibico

en cada subintervalo [x;, z;+1] que cumpla p(z;) = f(x;) y p'(2;) = f'(z:) para todo i = 0,...n.
Por lo tanto, para esta interpolacion, los coeficientes d; en la férmula (1) descrita en la letra del
examen estan dados por d; = f'(z;), i =0,...n.

Para calcular la interpolacién, observamos que
Yo = f(O) = Oa
Y1 = f(l) = _77
y2 = f(2) = —16.
La derivada de f es f’(z) = 42 — 16x. Entonces:

do = f’(O) =0,
di = f'(1) = ~12,
dy = f'(2) = 0.

Reemplazando estos valores en

3his? — 283 hf — 3h;s? + 253
pr) = ——3— | ¥yir1 + Yi

h3 h3
s2(s — hy) s(s — hy)?
Tdiﬂ + Tdi7
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donde h; :==x;41 —x; =1y s := x — x;, obtenemos

(@) —7(32% — 22%) —122%(z — 1) = 2?22 - 9),  x€[0,1],
xTr) =
P 62> — 2122 + 12z — 4, r € [1,2].

b) La interpolacién con splines cibicas consiste en construir un polinomio ctibico en cada subin-
tervalo [z;, x;1+1] que interpola los valores deseados y de forma tal que la funcién interpolante,
asi como su primer y segunda derivada, sean continuas en todo el intervalo [zg,x,|. En este
caso, los coeficientes d; se determinan resolviendo un sistema de ecuaciones lineales que surge
de imponer de estas condiciones para todo x;, con i € {1,...n — 1}. Imponer la continuidad
de las derivadas segundas en los nodos interiores da lugar a n — 1 ecuaciones lineales para los
coeficientes dy, ..., d,, por lo que se deben agregar dos condiciones adicionales para tener un
sistema con solucién unica. Esto da lugar a diferentes tipos de spline.

¢) Como queremos una spline completa, tenemos que dy = p((0) =0y pl,_,(2) =da = 0.

Debemos hallar la condicion para d; de forma que asegure la continuidad de la derivada segunda
en el punto x = 1. En el intervalo [0, 1], se cumple que

po(x) = —7(32% — 223) + 2%(x — 1)d;.
La derivada segunda resulta,
py(z) = =7(6 — 122) + (62 — 2)dy = py(1) = 42 + 4d;.
En el intervalo [1, 2], tenemos
pi(z) = -163(x —1)2 =2z —1)*) =71 =3z — 12 +2(x — 1)3) + (z — 1)(z — 2)%dy,
y su derivada segunda es
pi(x) = 6d1z — 10d; + 108z — 162 = p}(1) = —4d; — 54.
Igualando ambas evaluaciones,
42 4+ 4dy = —4dy — 54 => dy = —96/8 = —12.

Ejercicio 3. a) Ajustar estos datos por el método de minimos cuadrados es hallar los parametros
«, B,y que minimizan la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores observados y
los valores predichos por el modelo o, equivalentemente, la norma euclidea del residuo r € R3,
r; := f(t;) — y;. Para esto, buscamos minimizar la funcién de error

3
E(Oé,ﬁ,’)/) = Z (yl - f(tl)>2
=1

donde y; son los valores observados y f(t;) son los valores predichos por el modelo.

b) Dado que v = 1, la funcién de ajuste se reduce a
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La matriz de disefio es A = (ai;) = ¢i(t;), donde ¢1(t) = 1, ¢o(t) = 1/(t+1) y t; = 0,1,3.
Entonces,

1 1 2
A=11 % , x:<g>, y=1|1
1 3 0

Usando las ecuaciones normales, obtenemos la soluciéon hallando x* tal que,

AlAx* = Aly.

Calculamos AfA y Aly:

11
11 1 3 I
-Gl y)-G )
2 4 1 1 4 16
4
2
11 1 3
2 4 0 2

Por lo tanto, las ecuaciones normales resultan,

G 4)6)-0)

Resolviendo el sistema anterior, obtenemos

Ejercicio 4.
a) Definimos el vector x(t) = (x,(t)> = <x12
con condicion inicial

b) Para el método de Euler hacia adelante con paso h = 1, usamos

x"Th = x" 4 hf(t", x").

£(1%,x%) = (m(%g(oo - G) ’

Para n =0,

y entonces,
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c)

Para el método de Euler hacia atras con paso h = 1, usamos
Xn+1 — + hf(tn+1 Xn+1)
, .

Para n = 0,
x! = x0 + (¢, x").

Evaluando en x!,

y obtenemos

1 1
1 (T (1 Ty
= <> N (1) - ()

Esto da lugar al siguiente de ecuaciones no lineales que debemos resolver para computar x

{x%zl—kx%

1.

s =1+ zixd

Para resolver el sistema anterior usando el método de Newton, definimos la funcién F: R? — R?,
11—
x9 r2 — 1 —x122

y calculamos la matriz Jacobiana de F' en x = (?),
2

Jp(x) = (_22 1 :1a:1> '

Evaluando en x = x? = (i), obtenemos

1-1-1 -1
0y _ _
F(x') = (1—1—1) - (—1)'
A partir de lo anterior, computamos un paso del método de Newton definiendo d' como la

solucion del sistema
JF(XO)d1 = —F(XO),

y calculando x! = x? + d'. Resolviendo el sistema anterior, tenemos
Gll:1—1‘11:1 0 1\ (1) _ (-1
-1 0 1 |Jp(x9)] \1 1) \1 -2’
y como x!' = x? +d!,
< = 1 n -1\ (0
1 -2) \-1)"



