Solucion examen febrero 2025

Geometria y Algebra Lineal 1

Ejercicio 1.

r+my+z = m+2
Considerar el sistema de ecuaciones lineales (S) : ¢ z+y+mz = -2(m+1) ,meR.
mr+y+z = m

Indicar la opcién correcta:
(A) El sistema de ecuaciones lineales (5) es compatible determinado para todo m € R.
(B) El sistema de ecuaciones lineales (S) es incompatible para todo m € R.

(C) Existen tnicos valores mj y mg tales que (S) es incompatible para m; y (S) es compatible

indeterminado para msy.
(D) Existe un tnico valor de m para el cual el sistema (S) es compatible determinado.
(E) El sistema de ecuaciones lineales (S) es compatible indeterminado para todo m € R.
Soluciodn:

= Escalerizando la matriz ampliada:

1 m 1 |m+2 1 m 1 m+ 2
(Ap)=1 1 1 m|-2m+1) | ~| 0 1-m m-1|-3m—4
m 1 1 |m 0 1-m? 1—m|-m(m+1)
Sim #1
1 m 1im+2 1 m 1 m+ 2
—(3m-+4 —(3m+4
Ap~1 o -1 1m0 -1 o1 | =gy
0 14+m 1|=fmsl 0 0 m+2| 20D

Entonces, si m # 1, m # —2 (S) es un sistema compatible determinado.

1 1 1(3
Sim=1:(Alb)~ | 0 0 0|—=7 | = (5) es un sistema incompatible.
0 0 0]-2
1 -2 1|0
Sim=-2(Alb)~] 0 -1 1 _?2 = (.9) es un sistema compatible indeterminado.
0 0 010

= Calculando el determinate de la matriz asociada:

1 m 1 | m+2 1 m 1 m—+2
(Ab)=1 1 1 m|-=2m+1) | ~| 0 1-m m-1|-3m—4
m 1 1|m 0 1-m? 1—m|-m(m+1)
1 m 1
det | 0 1=m m—-1|=0-m)*—(m—-1)1-m?) =(1-m)*(m+2)

0 1-m2 1—-m



Entonces, si m # 1,m # —2 (S) es un sistema compatible determinado.
11 13
Sim=1: (A[b) ~| 0 0 0| -7 | = (5) es un sistema incompatible.
0 0 0]-2
1 -2 110

Sim=-2(Ap)~| 0 3 -3|2
0 -3 3 |—2

= (5) es un sistema compatible indeterminado.
Opcién correcta (C).

Ejercicio 2.
Sea S}, el subespacio vectorial de R3 generado por
{@,-1,1), (k,1,k), (-1,k* k—2)},k € R.
Indicar la opcidén correcta:
(A) Existen ki, k2 € R tales que dim(Sk,) = dim(Sk,) = 2 y dim(Sx) = 3 para todo k # ki, ko.
(B) Para todo k € R es dim(S) = 3.
(C) Para todo k € R es dim(Sk) = 2.
(D) Existe un tnico k; € R tal que dim(Sk,) = 2 y dim(Sg) = 3 para todo k # k.

(E) Existen k1, ko € R tales que dim(Sk,) = 1, dim(Sk,) = 2 y dim(Sk) = 3 para todo k # ki, k.

Solucién:
1 k£ -1
Construyamos la matriz A = | —1 1 k2 a partir de los generadores de Sj.
1 k k-2

dim(S;) =3 < {(1,-1,1), (k,1,k), (-1, K2k — 2)} es linealmente independiente

1 k-1 1 k -1
srango| -1 1 k2 | =3edet| -1 1 k2 | #0
1 k k—2 1 k k—2

= Usando el rango tenemos que

1 k£ -1 1 k -1
A=|-1 1 kK |~]|0 14k k2—1|=Sik#1yk=# —1secumple que rango(A) =3
1 k k-2 0 0 k—1
1 1 -1
Sik=1:A~ [0 2 0 | = rango(4) =2 = dim(5) = 2.
0 0 O
1 -1 -1
Sik=-1:A~]10 0 0 | = rango(4)=2= dim(5_1) = 2.
0 0 -2



= Si resolvemos usando el determinante tenemos que:

1 k -1
det(A)=det [0 1+k K2—-1|=(k+1)k-1)#0k#1,k+# -1
0 0 k—1
Repetimos el razonamiento para los casos k =1y k = —1 y concluimos que: Existen ki, ke € R

tales que dim(Sk, ) = dim(Sk,) = 2 y dim(S;) = 3 para todo k # ki, ka.

Respuesta correcta (A).

Ejercicio 3

Considerar el subespacio vectorial S, = [1 +2x—2®14+ax—2,a—o— xQ] de Ro[z], donde a € Ry
p(z) =1+ 22
Indicar la opcién correcta:

(A) El polinomio p(z) € S, para exactamente dos valores aj,as € R.

(B) Exite un tnico vamor a; € R tal que p(x) € S, para todo a # a;.

(C) El polinomio p(z) € S,, para un dnico valor a; € R.

(D) El polinomio p(z) € S, para todo a € R.

(E) Exiten exactamente dos valores aj,as € R tales que p(z) € S, para todo a # ay, as.

Solucion:

p(x) € Sy & existen o, 5,7 € R : p(x) :a(1—|—2x—3§2) —l—,@’(l—l—ax—xQ) +7(a—x—x2)

a+B8+ay = 1 1 1 a |l 1 1 a 1
<4 2a0+af—-v = 0 & 2 a -1|0]|<=]0a-2 —-1-2a]|-2
—a—pf—-—v7 =1 -1 -1 -1|1 0 O a—1 |2

Entonces, si a # 1, a # 2 el sistema es compatible determinado, por lo tanto existen tnicos valores

a, f y v como buscamos = p(x) € S,.

1 1 1|1

Sia=1=| 0 -1 —-3| -2 | = no existen escalares «, 5 y v como buscamos = p(x) ¢ Sj.
0 0 0|2
11 2|1

Sia=2= | 0 0 —5|—2 | = no existen escalares «, 5 y 7 como buscamos = p(x) ¢ Sa.
00 112

Respuesta correcta (E).

Ejercicio 4.

(a+2)A 9
ar + vy = 2+4a 3
y S { ( , donde a es un parametro

Sean las rectas 7 : =1
Y a—Nz+z = a?

z = a
real diferente de —2 (a # —2). Indicar la opcién correcta:



(A) rNs =0 para todo valor de a y no son paralelas para todo valor de a.

(B) Existe un tnico valor de a para el cual rNs # () y las rectas no son paralelas para todo valor de

a.
(C) Existen valores de a para los cuales r y s son paralelas y para todo valor de a r N's = ).

(D) Existen valores de a para los cuales r y s son paralelas y existe un tinico valor de a para el cual
rNs=70.

(E) Existe un tnico valor de a para el cual r Ns # () y para todo valor de a las rectas son paralelas.

Solucién: Primero determinemos las direcciones de las rectas r y s:
xr = (a+2)A

= 24¢2
r:q oy = 1 = v, = (1,0,0). Por otro lado s : “r+y 2+ ¢ , si nombramos
(a—Nzx+z = a
z = a
xr = A
a la variable z = X concluimos que s: ¢y = —a\+ (a®+2) = vs=(1,—a,1—a). Observar que
z = (1—a)\+a?

la segunda y la tercera variable no se anulan simultdneamente, por lo tanto r y s no son paralelas para
ningdn valor de a.

Estudiamos la interseccién: sea (z,y,z) € rNs = (x,y,2) = ((a+2)\,1,a) € s

2)A+1 = 2+ad? 1+ a? 1+ a?
= ala+2)A+ ;La = (a+2)A = +a sia#0y (a—1) ta +a = a?
(a—1)(a+2)A+a = a
=a=1.
Es claro que si a = 0 las rectas no se cortan. Entonces r N's = () para todo a # 1.
Respuesta correcta (B).
Ejercicio 5.

r = —14+A
Considerar la recta r : ¢ y 2 —2X yelplano 7 : 2x +y = 4. La distancia de la recta r al plano

z = 3—A
T es:
(A) d(r,m)=0. (C) d(r,m) = V5. (E) d(r,m) = %
(B) d(r,m) = 4. (D) d(r,7) = .

Solucién: v, = (1,—2,—1) y la recta pasa por el punto P = (—1,2,3). La direccién normal al

plano es n = (2,1,0).
(AP,u)
[[ul

Observar que (vp,u) =0=r| m=d(r,m) =d(P,m) =
Escojamos como punto A = (2,0,0) = AP = (3,—-2,—-3)

donde A es un punto del plano .

= (AP,u) = ((3,-2,-3),(2,1,0)) =4 = d(r,7) =

5

Respuesta correcta (D).



Ejercicio 6.
1 0 10
2 —1)'\1 0

(A) U=SaTydmU) =3 (D) U#S®Ty dim(U) = 3.

(%) @ uesemysor-|(i 1))

b

C

b b 1 0 10
¢ € SNT & Existen a, 5 € R : “ =« + 6
b ¢ b ¢ 2 -1 1 0

Sean S = {A € Mao(R) : A = At}, T = y U = S + T subespacios de

Max2(R). Indicar la opcién correcta:

(B) U=Sa&T = Mays(R).

(C) U=Max2(R)y SNT =

Solucion:

S = {A € Max2(R) : A:At} = {(Z ) :a,b,cGR}. Entonces dim S = 3.

a = a+p
(a b> (a—l—ﬁ O) b = 0 <a b> (—a 0 )
= = = = =
b ¢ 204+ —« b = 2a+p b ¢ 0 —«
c = -«

Por lo tanto SNT =

o))

Usando propiedades de dimensién de la suma de subespacios tenemos que: dim(S + 7') = dim(S) +
dim(7) —dim(SNT)=3+2—-1=4=U = Max2(R).

Respuesta correcta (E).

Ejercicio 7.

SeaT : V — W transformacion lineal entre R-espacios vectoriales donde dimg (V) = 4 y dimg (W) = 2.

Indicar la opcién correcta:

(A) T es inyectiva. (D) Sidim(N(T')) = 2 entonces T es sobreyecti-
(B) SiT es sobreyectiva entonces dim(N (7)) = Ve
1.
(C) T es la transformacién nula. (E) T no es inyectiva pero si es sobreyectiva.
Solucién:

El teorema de las dimensiones nos dice que:
4 =dim(V) = dim(N(T)) + dim(Im(T)).

Por otro lado, como Im(T') es un subespacio de W tenemos que dim(/m(7")) < dim(W) = 2.
A partir de estos dos resultados concluimos que dim(N(7")) > 2. Por lo tanto (A) y (B) no se cumplen.



También podemos concluir que 1" no es inyectiva, pero no hay informacién suficiente para garantizar
que sea sobreyectiva o la transformacién nula. Si dim(N (7)) = 2 por lo mencionado previamente
tenemos que dim(/m(7T)) = 2, por lo tanto T' es sobreyectiva. Esto muestra que la opcién (D) es la

correcta.

Ejercicio 8.

Sea T': R® — R? transformacion lineal tal que N(T) = {(z,y,2) 1z =y,z =z}, Im(T) = {(z,y,2) €
R3:x+y+2= 0} y T(x,y,z) = (z,y, z) para todo (z,y, z) € Im(T). Indicar la opcién correcta:

(A) T(3,0,0) = (2,—1,-1). (C) 7(3,0,0) = (1,1,-2). (E) T7(3,0,0) = (0,0,0).
(B) T(3,0,0) = (1,1,1). (D) 7(3,0,0) = (1,—1,0).
Solucién:

N(T) = {(x,y,z):x:y,z:x} = {(x,x,a:) eR3: 2z ER} = [(1,1,1)].
IID(T) = {(1:7?/7'2) € RS Tyt z= 0} = {(x,y,f:c—y) ‘LY € R} = [(170771)7(07]-’71)]
Consideremos B = {(1, 1,1),(1,0,—1),(0,1, —1)} base de R? y observemos que

T(1,1,1) = (0,0,0)
7(1,0,—1) =(1,0,—1)
7(0,1,-1) = (0,1,-1)
Se puede probar que (3,0,0) = (1,1,1) +2(1,0,—1) — (0,1, —1). Por lo tanto
7(3,0,0) = T(1,1,1) + 27°(1,0,—1) — T(0,1,—1) = (0,0,0) + 2(1,0, =1) — (0,1, —1) = (2, -1, —1).

Respuesta correcta (A).

Ejercicio 9.

Sea T : V — W transformacién lineal sobreyectiva entre R-espacios vectoriales de dimension finita.

Indicar la opcién correcta:

(A) Si{vi,...,v,} es una base de V entonces {T'(v1),...,T(v,)} es una base de W.

(B) dim(W) > dim(V).

(C) Si{vi,...,v,} es un generador de V entonces {T'(v1),...,T(v,)} es un generador de W.

(D) Si {vi,...,v,} C V es un conjunto linealmente independiente entonces {T'(v1),...,T(v,)} es

linealmente independiente.

(E) Si{T(v1),...,T(v,)} es un generador de W entonces {vi,...,v,} es un generador de V.

Solucién:
Por resultados vistos en tedrico sabemos que la propiedad que vale es la (C): Si {v1,...,v,} es un
generador de V' entonces {T'(v1),...,T(v,)} es un generador de W. Es facil construir contraejemplos

de las otras afirmaciones.



Ejercicio 10.

Sea T : Maya(R) — R3 transformacion lineal, A = {vl, Vg, V3, v4} base de Maxa(R) y
B={(0,-3,1),(2,0,1),(-3,0,2)} base de R®.

2 1 0 -1
Si B(T)A =|-1 0 1 3 v v = v1 + 2v9 — v3 entonces:
-2 1 -1 0

(A) T(v) = (4,-2,1).

(B) T(v) = (5,—5,1).

Solucion:

v = v1 + 2v9 — vz = coordy(v) =

(C) T(v) = (-7, —12,4).

(D) T(v) = (—13,—15,2).

= coordp(T'(v)) =

0

—1
-2

Entonces T'(v) = 4(0,-3,1) — 2(2,0,1) + (—3,0,2) = (—=7,—12,4).

Respuesta correcta (C).

(E) T(v) = (1,2,

~1,0).



