Solucion segundo parcial CDIV

November 29, 2022

Ejercicio 1
1.1.a
1 z 1
/ x? sin(z)dx :/ z? sin(x)dm—i—/ x? sin(z)dx
0 0 1
Como z?sin(x) > 0six € [0,1/2] y 2%sin(z) > 0 si 2 € [1/2,1] tenemos que

f(]% 22 sin(z)dr > 0 1
e = /0 x? sin(x)dz > 0
[1 x?sin(x)dz > 0

2

Zsin(z) es continua y no negativa en [0, 1], en 0 vale

Otra forma: Notar que x
0y en 1 es mayor que cero. Entonces existe zo € (0,1) tal que 23 sin(xg) > 0.
Por continuidad existe § > 0 tal que 2?sin(z) > 0 si x € [zg — §, 20 + §].

Aplicamos TVM en este intervalo y obtenemos la igualdad ff”j; 2?sin(x) do =
0
2

a”sin(«)2§ > 0 para un cierto a € [xg — §, 29 + d]. Luego fol r?sin(x) dr =

xo—0 o+ 1
/ x?sin(z) + / x? sin(x) +/ x?sin(x).
0 To—9 xo+9

>0 =a? sin(@)25>0 >0

1.1.b

1 1
/ ?sin(z)de = — x?cos(x) |(1] + 2/ x cos(x)dx
0 0

partes

= 2sin(1) — cos(1) + 2 cos(z)|}
= 2sin(1) + cos(1) — 2



1.2

El drea A del circulo de radio R es lo mismo que el area comprendida entre las

funciones f(x) = vVR? — 22 y g(z) = —VR? — 22, por lo tanto
R R

A= / f(z) — g(x)dx = 2/ vV R? — z2dx
-R -R

Sea x = Rsin(u),u € [-7/2,7/2], entonces por sustitucién
/2

/2
A= 2/ \/ R? — R2 sin?(u) R cos(u)du = 2R2/ v/ cos?(u) cos(u)du
—r/2 _

w/2
() /2
= 2R? / cos?(u)du
—m/2

(¥) Como cos(u) > 0Vu € [—7/2,7/2], 1/cos?(u) = cos(u) Vu € [—7/2,7/2].
Ahora, como

/2 /2
/ cos? (u)du = / 1 — sin®(u)du

—m/2 —m/2
/2
= (u—+ cos(u) sin(u))|7:/7r2/2 - / cos? (u)du

partes —n/2

w/2

= 2/ cos?(u)du =
—m/2
Por lo tanto
A=r1R?

Ejercicio 2
2.1

Ver Teorico.

2.2
2.2.a

Definimos F : R — R tal que F(z) = [ et dt. Como e*" es continua en R,
por Teorema Fundamental, F es derivable en R, y F'(z) = e~ , Vx € R.

Usando linealidad,

r+1 2 x+1 R x 5
G(x):/ e_tdt:/ e_tdt—/ e dt = F(x+1) — F(z)
T 0 0

Derivamos utilizando aditividad y regla de la cadena,

Gz)=F(z+1)(z+1) - Fl(z) = e~ (@tD)? _ -z

2



2.2.by 2.2.c
G2)=0 = ¢ @ = s (24+1)2=2? = 2=

Ademas

G'(z) = e~ @HD? _ gmo® = gmo% (g (@t 4a® _ )y =

679;2 (672$71 _ 1)
Como e~ * es decreciente el signo de G’ resulta como sigue.
G'(-1/2) =0
G'(z) <0,V > —1/2
G'(z) >0,V < —1/2

~1/2

De donde se deduce que en -1/2 tengo un maximo relativo y absoluto.
Ademas observemos que como e~ tiende a 0 en 400 y en —oo, y el intervalo
de integracién es de longitud 1, los limites de G en +00 y en —oo tienden ambos

a 0. G no tiene minimo absoluto.
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Bosquejo de G



Ejercicio 3.

cosh,sinh: R — R.

cosh(z) = %, sinh(z) = ¢ _26
3.1
T —z\ 2 T _ ,—x 2
cosh?(z) — sinh?(x) = ey (s
2 2
=1
—~
_€2x + 2e%e T +e—2x eQz — 2e%Te~ % + 6—29:
B 4 4
_62x+2+e—2x_62x+2_e—2x _ 4 _
B 4 4T
3.2.a

Podemos observar que sinh(0) = 0 y esta es su unica rafz. Para estudiar el
crecimiento analizamos su derivada:

x —T X —T

ef—e % (-1) e +e

(sinh(:ﬂ))/ = 5 = 5 = cosh(z).

Como cosh(x) es mayor que cero para todo x € R, cosh(z) > 0 Va € R, se tiene
que sinh(x) es estrictamente creciente en R. Ademds

—+o0 —0

. et —e "
lim = 400
T—r+00 2
y
—0 —+o00
A~ /0
. e’ — e’ "
hm —_— = —
T——00 2

Entonces un grafico aproximado de sinh(x) es como se muestra en la figura .

3.2.b

Por la parte anterior como lim sinh(x) = 400y lim sinh(z) = —oco, y sinh
r—+00 r——00
es continua en R, por teorema de Bolzano sinh es sobreyectiva.
Por otro lado, como sinh’(z) = cosh(z) > 0,Vz € R tenemos que sinh es

estrictamente creciente y por lo tanto inyectiva. Concluimos que sinh : R — R
es biyectiva y que tiene inversa sinh ™! : R — R.



10

-10

Figure 1: Bosquejo sinh

Como sinh’(x) = cosh(x) > 0, por el teorema de la funcién inversa sinh ™' es
derivable en todo punto, usando la férmula de la derivada de la funcién inversa
tenemos que

1 B 1 1

sinh ! ' T) = - -
(b h ) () cosh(sinh=1(x)) \/1+sinh2(8inh71(x)) Vita?

3.3

Por la parte anterior,

3/4 1 3/4
—dr = sinh™Y(2)) dz = sinh~%(3/4) — sinh™1(0) = Ln(2
= [ (s ) (3/4) — sinh™(0) = Ln(2)

Otro camino posible seria el siguiente. Utilizamos el cambio de variable
x = sinh(u), de donde dx = cosh(u)du.

/3/4 1 Ln2 _cosh(u) In2 " cosh(u) d
——du
o V1+ J:2 V14 sinh?(u 0 \/cosh?(u)

Ln2
COShg)ZO / ldu = Ln2
0



