Calculo diferencial e integral en una variable
Primer semestre de 2018

Solucién Segundo parcial — Julio de 2018

Ejercicios: Multiple opcion
Respuestas:

Para distinguir las versiones hacemos referencia al primer ejercicio.
Version 1: La igualdad

. €% +cos(x) + asin(z) — (b + cz?)
lim 5
z—0 X

=0

se cumple...

1,23 |4
A|lA|D|C

Versién 2: Sean f: R — R la funcién definida por f(z) = 23 — 622 + 8z y r la recta...

12|34
B|C|B|A

Version 3: Sea f: R — R la funcién definida por

z?sin(L) siz <0
flx) =L et —(ax+1) sizel0,1]
bx +c stz >1
Los valores...

12|34
D/ A|D | B

Versién 4: Sea arcsin : [—1,1] — [3%, 2Z] ]a funcién inversa...
1123 ]|4
C/B|C|B

Resolucién:

1. La igualdad
x : o 2
i © + cos(z) + CLSZQn(:L‘) (b+ cx*)
z—0 x

=0
se cumple para los siguientes valores de a,b,c € R

(A) a=-1,b=2,c=0
(B) ¢=0, y para todo a,b € R



(C)a=1,b=-1,c=-1/6
(D) a=-1,b=2,c=1

Solucién: Llamemos f(z) = e® + cosz + asinz. Calculemos el polinomio de Taylor de orden
2 en 0 de f. Tenemos que f(0) = 2, y sus primeras dos derivadas son:

fl(z) = €*—sinz+acosz= f(0)=1+a
f//(x) — €$—Cosx—asinm:>f”(0):0

Entonces el polinomio de Taylor de orden 2 en 0 de f es Py(x) = 2+ (1 + a)z. Si escribimos

z) = Py(x) + ro(x), sabemos por el teorema de Taylor que r2(z) tiende a 0 cuando z — 0.
; p ylor que —75
Entonces el limite a calcular resulta:
lim f(@)— (b+ca?) lim 2+ (1+a)z+ra(z) — (b+ca?) lim 2-b N l+a Cen ro(x)
z—0 x2 o z—0 x2 o z—0 x2 xT 2

Como el iltimo sumando tiende a 0, para que el limite sea 0 deben anularse los primeros

tres términos de la suma, obteniendo entonces que a = —1, b =2y ¢ = 0.
2. Sea arcsin : [—1,1] — [T, 2] la funcién inversa de la funcién sin(z) restringida al intervalo

(3%, 5%, Se considera H : [—1,1] — R definida por H(z) = ;CSin(x) cos?(t)dt. Indicar la opcién
2

correcta:

(A) H'(z) =1 — 22, el valor maximo de H es m/2 y se alcanza en x = 1.
(B) H'(z) =1 — 22, el valor méximo de H es 7/2 y se alcanza en x = 1.
(C) H'(x) = v/1— 22, el valor maximo de H es 1y se alcanza en x = 0.
(D) H'(z) =1 — 22, el valor maximo de H es 1y se alcanza en x = 0.

Solucién: Notar que:
H(xz) = F(arcsin(x)), donde F(x) = / cos?(t)dt

3m
2

Luego aplicando el teorema fundamental y la regla de la cadena tenemos que

H'(x) = F'(arcsin(z)) arcsin’ () = cos?(arcsin(x)) arcsin’(x)
Por la férmula de la derivada de la inversa !

1

. ! _
aresin'(z) = cos(arcsin(x))

se obtiene que

H'(z) = cos(arcsin(z))

Como 1 = cos?(x) + sin?(z) luego cos(z) = /1 — sin?(z) de donde
H'(z) = \/1 — sin?(arcsin(z)) = V1 — 22

Usando en la iltima igualdad que arcoseno es por definicién inversa de seno.




Notar que en particular H' es positiva en (—1,1), por lo que H es creciente, luego el méaximo
de H se alcanza en z = 1.
Para determinar el valor maximo de H, calculamos:

arcsin(1) z -
H(1)= / COS2(t)dt = / cosz(t)dt =3
3. Sean f : R — R la funcién definida por f(z) = 2% — 622+ 8z y r la recta de ecuacién z = —y

Indique la opcién correcta:

(A) La recta r interseca al grafico de f en 3 puntos. En todos es tangente.
(B) La recta r interseca al grafico de f en 2 puntos. En todos es tangente.
(C) La recta r interseca al gréfico de f en 3 puntos. Solo en dos es tangente
(D) La recta r interseca al gréfico de f en 2 puntos. Solo en uno es tangente.

Solucién: Para empezar observemos que encontrar los puntos de interseccién de la recta r
con el grafico de f equivale a encontrar x € R tal que z = — f(z). Usando la definicién de f,
tenemos que

wz—f($)=—$3+6$2—8:n — —23 4622 -9z =0.

Es facil ver que el polinomio —z3 4 622 — 9 tiene raiz evidente en 0 y raiz doble en 3. Por
lo tanto, x = —f(x) para x = 0y = 3, y los puntos de interseccién de la recta con el gréfico

son (0, f(0)) y (3, £(3))-

Si para alguno de estos puntos se cumple que r es tangente al grafico, entonces la derivada
de f en dicho punto debe coincidir con la pendiente de r, que es -1.

Tenemos que f'(r) = 312 — 12z + 8. Entonces, f(0) =8 y f/(3) = —1. Como la pendiente
de r es -1, concluimos que la recta es tangente al grafico en (3, f(3)) pero no en (0, f(0)).

4. Sea f: R — R la funcién definida por

z?sin(L) siz <0
fl@) =K et — (ax+1) sizel0,1]
br +c stz >1

Los valores de a,b y ¢ para que f sea derivable en R son:

(A) a=1,b=—2¢% c = 3e?
(B) No existen tales valores de a, b, c.
(C)a=1,b=3e*-1,c=—2e% - 1.
(D) a=0,b=—2e%, c=—2e?—1.
Solucién:
.
— Enz=0:
* f(O):ex2+m—aw—1$:0:O



« lim f(z) = lim e —az —1=0

z—0t z—0+
x lim f(z) = lim z2.sin(t = 0
z—0~ f( ) z—0~ (I) v

0.acotado

Entonces f es continua en x = 0

— Enx =1:

x f(1) :ez2+x—ax—1|zzl =e2-1-a

« lim f(z)= lim ¢t —qz—1=¢*—1-a
z—1t z—1t

i = li 2sin(ly = 0
A fle) = lim esin(z) 2

0.acotado
= Entonces f es continnaenr=1<b+c=e2—1—a (1)

e | Derivabilidad

—Enz=0
. f@)—f0) . xrsin(i) . . o
¢l S = iy PO < g win) =0
0.acotado
. —£(0 2
o tim SO — 0z 4 1) —af_ =10
Entonces f es derivableen z =0 < a =1 (2)
—Enz=1
. —f(1 2
* xlg{l_ % =@2z+1).e” ™ —a| _ =3%—a
s lim {OSD — iy Gero—(@olza) - gy (Gerd=(big
=1+ T z—1t r ~ 1t z
Usando (2)

Entonces f es derivable en 2 =1 < 3e2 —a =b+c (3)

Entonces usando (1), (2) y (3) se obtiene que: a =1,b=3e? -1y c= —2e? -1

Ejercicios de desarrollo.

Primer ejercicio de desarrollo.

Sea f : [a,b] — R una funcién derivable en (a,b) y continua en b. Se sabe ademds que
lim, ,,+ f(x) <0y f(b) > 0.

1. Probar que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

2. Si ademés se sabe que la derivada de f en (a,b) tiene signo constante, demostrar que el
punto ¢ encontrado en la parte anterior es tinico.



Solucién:
Parte a

Para probar esta parte aplicaremos el teorema de Bolzano.

Si f fuera continua en a, entonces f(a) < 0 de donde podriamos aplicar el teorema de
Bolzano. Sin embargo, la continuidad de f en a no es parte de nuestra hipétesis.

Busquenos asi un agy € (a,b) tal que f(ag) < 0, ya que como f es continua [ag,b] y f(b) > 0
aplicando Bolzano en [ag, b] tenemos que existe ¢ € (ag,b) C (a,b) con f(c) = 0.

Llamemos L = lim,_,,+ f(z) < 0.

Aplicando la definicién de limite lateral, existe § > 0 tal que para todo =z € (a,a + J) se
cumple |f(z) — L| < |L|. En particular f(z) < 0 para todo z € (a,a + §). Observar que
(a,a+9) C (a,b) pues f(b) > 0.

Tomando ap = a + d/2 tenemos que f continua en [ag,b] y f(ao)f(b) < 0, luego aplicando
Bolzano, existe ¢ € (ag,b) C (a,b) tal que f(c) = 0.

Parte b

Supongamos que existen dos puntos distintos, ¢; # ¢, con ¢; € (a,b) para los que f(c1) =
0 = f(c2). Podemos suponer que ¢ < cg, recordar que a < ¢; < b en particular [c1,ca] C (a,b).

Aplicando el teorema de valor medio de Lagrange en el intervalo [c1, co] tenemos que existe
un d € (c1,¢2) C (a,b) tal que f/(d) = 0, lo cual es absurdo pues el signo de f es constante.

Segundo ejercicio de desarrollo.

1. Si f(z) = 5%422=3 hallar F tal que F' = f

@3 —aZta—1’
2. Calcular f14 VzeV?® dx
Solucién:
1. Como 2® —2?+x—1 = (z—1)(2®+ 1), por un teorema visto en teérico, podemos escribir:

2242 -3 B A Mx+ N
w24 r—1 x-—1 241

Entonces multiplicando por x — 1 ambos lados de la igualdad obtenemos:

—z2+22x—3 Mz + N
— = A+————(x—1).
(z2+1) + x?+1 (z-1)
Evaluando en z = 1 se llega a que A = —1.
Luego
Mz + N —2?+22 -3 1
24+1 23 -—a24rx-1 2-1

Haciendo cuentas se obtiene que

Mx—i—N_ 2
224+1 2241

Por lo tanto M =0y N = 2.



Entonces
—22+2:x -3 -1 2

x3—x2+x—1:x—1+x2+1.

Por lo tanto un posible F' es:

F(z) = —log |z — 1] + 2 arctan(z).

. Tomando el cambio de variable u = /z se obtiene que

4 2
/ VzeV® dr = 2/ u?e” du
1 1

Usando el método de integracion por partes se obtiene que:

2 2
2
/UQe“du:u26”|1—2/ ue® du
1 1

Usando partes nuevamente:

2 2
/1 ue“du:ue“ﬁ—/1 e’ du = (ue”—e“)f

Entonces: )
/ u?e du = (u?e® — 2ue" + 26“)|i =2¢% —e
1

Luego la integral pedida vale:

4
/ VzeVT dr = 2(2¢* — )
1



