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Primer Parcial

Duracion: 3hs

N° Parcial Apellido, Nombre Firma Cédula

Ejercicio 1. Para este ejercicio se asume como verdadera la siguiente afirmacion: si f : [a, b] — R es conti-
nua, entonces [ es Riemann integrable en [a,b]

1. Sea f:[a, b] — R acotada. Prueba que si f tiene una tinica discontinuidad en algtn c € [a, b], entonces f
es Riemann integrable.

2. Sea f:10,7/2] — Rtal que f(x) = x— | x]. Recuerda que | x] representa la parte entera de x.

a) Bosqueja f y prueba que f es Riemann integrable.

b) Calcula f07/2f(t) dt.

¢) Sea F:[0,7/2] — Rtal que F(x) = foxf(t) dt.Bosqueja F y determina si F es continua.
d) Sea G:[0,7/2] — R tal que G(x) = flx f(t) dt. Bosqueja Gy determina F — G.

Ejercicio 2. Sea A <R un conjunto no vacio, acotado superiormente tal que a = sup(A).

1. Prueba que paratodo 6 >0, existe as € Atalquea -6 < as < a.
2. Prueba quesi a ¢ A, entonces A es infinito.

3. Muestra un ejemplo de un conjunto A en las condiciones de la parte anterior que sea numerable y otro
ejemplo de un conjunto A que sea no numerable. Justifica tu respuesta.

Solucion:

Ejercicio 1:

1. Supongamos sin pérdida de generalidad que c € (a, b). Como f estd acotada en [a, b], existe M > 0 tal que
|f(x)| < M para todo x € [a, b]. Dado € > 0, vamos a tomar un & > 0 tal que § < 53;. Con esto denominamos
a=c—-0/2y B =c+0/2 (de esta forma vamos a controlar las sumas superiores e inferiores en un pequeno
entorno del punto de discontinuidad). Por ser f continua en [a, a], es integrable. Entonces existe una parti-
cién Py de [a, a] tal que S* (fliaal, Pa) — S« (flia,a1, Pa) < €. Andlogamente existe Pg particion de [B, b] tal que
S*(flig,p1, Pp) — S« (flip,b), Pp) < €. Notar que P = Py U Pg es particion de [a, b]. Por tanto

S*(fL,P)=S8«(f,P) < S*(fligal, Pa) = S« (flig,a1, Pa) +S* (flip,b1, Pp) = S« (flip,p), Pp) +| sup {f(X)}_xei[IL]xfﬁ]{f(x)}(s

xela,p]
< €+e€+2M6
< 3e.



Esto prueba que f es integrable en [a, b].
El caso en que f sea discontinua en a o en b es andlogo.
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Figura 1: Bosquejo de f

Por la parte anterior, si f es acotada y tiene un nimero finito de discontinuidades, entonces es Riemann inte-
grable.

b) [ f(yde= [y f(de+ [P fde+ [2 fde+ f[{?=1/2+1/2+1/2+1/8.

¢) Notar que podemos encontrar una expresion analitica de F que no dependa del simbolo de la integral,
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Figura 2: Bosquejo de F

F es continua por ser su expresion F(x) polinémica en cada subintervalo y pegarse correctamente en 1,2y 3.

d) Notar que fj f = [ f+[x'f= ¥ f=[1°f = F-G.Por tanto (F - G)(x) = 1/2, es decir que G(x) = F(x) —1/2
y esto implica que el bosquejo de G se obtiene del de F trasladandolo 1/2 hacia abajo.



Ejercicio 2
1. Supongamos que la afirmacion no es cierta. Entonces existe § > 0 tal que cualquier a € A cumple que a <

a—0.Como a ¢ A, esto contradice que «a es el supremo de A.

%, con n € N. Aplicando la parte anterior encontramos a, € A tal que a —

conjunto {a,} es infinito pues a medida que n aumenta, % —0.

1

2. Tomamos 6§, = 4 <ap<a. El

3. Tomamos primeramente A = {1 — %, n € N}. Notar que sup A =1y A es numerable (es inmediata la biyeccién
con N).

Por otro lado consideramos A = (0,1). sup A = 1 y A esno numerable por ser un intervalo no degenerado. (Existe
una biyeccién con R)
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Figura 3: biyecci6n entre (0,1) y R.



