Calculo diferencial e integral en una variable
Primer semestre de 2018

Solucién Primer parcial — Mayo de 2018

Ejercicios: Multiple opcion
Respuestas:

Para distinguir las versiones hacemos referencia al primer ejercicio.
Version 1: Sea f: R — R tal que...
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Versién 2: Se considera f(x) = g:lb. Silimys f(x) =ceR...
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Versién 3: Sean A, B subconjuntos acotados y no vacios de R...

12|34
E|{C|B|D

Versién 4: Sea f:[—2,4] — R acotada e integrable...
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Resolucién:

1. Sea f: R — R tal que:

ar’+b siz<l1
f(x)_{—:v—l—?) six>1"

Si f es continua en 1y f03 f(z)dxz = 0, entonces los valores de a y b son:

a=06,b=—4.

Solucién:
En primer lugar, como sabemos que f es continua en x = 1 se debe cumplir que:
lim f(z) = lim f(x)= f(1).
z—1— z—1t+

Calculemos cada una de estas cantidades:



o lim, ;- f(z)=lim, ;- ax®> +b=a+b.
o lim, .+ f(z) =lim, 1+ —z+ 3 =2.
o f(1)=2.

Se obtiene, entonces, la siguiente restriccion:

a+b=2 (1)

Por otra parte, sabemos que f03 f(x)dx = 0. Utilizando la aditividad segun el intervalo de la
integral obtenemos:

/ng(x)dw:/Olf(x)dx-i-/lsf(x)dx:/Olaa:2+bd1:+/13—x+3dx
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Calculemos cada una de las integrales por separado. Para calcular (I) recordamos que
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y obtenemos:
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Para calcular (II) observemos que f13 —x + 3dx es el area del siguiente triangulo:
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Podemos calcular esta integral utilizando que la base del tridngulo es 2 y la altura es también
2. Luego,

3
2x2
(H)z/x+3dx= =2
1
Se obtiene la segunda restriccion:
/ f(z = —i— b+2=0 (2)
Combinando las restricciones ( (2) se obtiene el siguiente sistema de dos ecuaciones y dos

incognitas:

{a +b=2
g+b=-2
Restando la segunda ecuacién con la primera obtenemos:

-2
7“2—4;»—%:—12:
Sustituyendo esto ltimo en la primera ecuacién hallamos b:
-2
Por lo tanto, la respuesta correcta es: a = 6,b = —4

2. Sean A, B subconjuntos acotados y no vacios de R, a = inf(A) y 5 = sup(B).
Se consideran las siguientes afirmaciones:

I. El nimero h = o — 1 es una cota inferior de A.
II. AC (o, p).

ITII. Si A C B entonces o > inf(B) y 8 < sup(A4).

Indique la opcién correcta:

A
B) Todas las afirmaciones son falsas.

(A) Todas las afirmaciones son verdaderas.
(B)
(C) 1. es verdadera, II. y III. son falsas.
(D)
)

D
(E) L es falsa, II. y IIL. son verdaderas.

I. y III. son verdaderas y II es falsa.

Solucion:

I. Como « es cota inferior de Ay a— 1 < a, entonces h = a— 1 es cota inferior de A. Luego
I. es verdadera.

II. Sean A =B ={0,1}, en este caso a =0y 8 =1, pero A((«, 3) = (). Luego II. es falsa.



III. Sean A = {0} y B ={0,1}. Tenemos que A C B, ademéds 5 =1y sup(A) = 0, por lo que
B > sup(A). Luego III. es falsa.

Podemos concluir que sélo la primer afirmacion es verdadera.

3. Sea f:[—2,4] — R acotada e integrable, se consideran las siguientes afirmaciones:
I. Existe una particién P de [0, 2] tal que S*(f, P) — S«(f, P) < 1/100.
II. Sea P una particién del intervalo [2,4]. Sise tiene que S*(f, P) < 0 entonces f2 t)dt < 0.
ITI. Si f_02 f(t) dt = 8 entonces existe ¢ € [-2,0] tal que f(c) >3

Indique la opcién correcta:

A
B) Todas las afirmaciones son verdaderas.

(A) Todas las afirmaciones son falsas.
(B)
(C) 1. es verdadera, II. y III. son falsas.
(D)
)

D
(E) I es falsa, II. y III. son verdaderas.

I. y III. son verdaderas y II es falsa.

Solucion:

I. Como se demostré en tedrico: si se tiene una funcién integrable en un intervalo compacto
[a, b], dado € > 0 existe una particién del intervalo [a, b] tal que la diferencia entre la suma
superior e inferior asociada a dicha particirio es menor a e. Entonces, tomando ¢ = 1/100
y aplicando el lema antes mencionado se obtiene que es valida la afirmacién I.

II. Si una funcién definida en un intervalo compacto es integrable entonces la integral de la
funcién es el infimo del conjunto de las sumas superiores asociadas a la funcién. Como
hay un elemento del conjunto de las sumas superiores que es negativo entonces su infimo
es menor que 0. Entonces la afirmacién II es vélida.

III. La afirmacién III también es correcta. Supdngase que 3 es una cota superior de la funcion.
Entonces para toda particién se tiene que la suma superior asociada a dicha particién es
menor a 6. Entonces la integral de la funciéon en cuestién es menor o igual a 6, cosa que
es una contradiccién.

4. Se considera f(z) = ;C/f_‘f. Si lim, 1 f(x) = ¢ € R, entonces b y ¢ son:

(A) b=

(B) b=

(C) b_l c= 1/4.
(D)

(E) Ningun par b, ¢ cumple lo pedido.

Para todo b existe el limite y se cumple b = c.

Solucion: -
lim V=

r—1 :E2—1 -



Como z? — 1 tiende a 0, para que exista el limite y sea igual a ¢ € R, debe ser que v/ — b
tienda a 0, con lo cual se obtiene que b =1

Entonces:

1im\F_b:lim\/E_1zlirn\/E_1 vedl
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lim = lim =

a—1 (22 = 1)(y/z + 1) ~~ a1 (z—1)(x + 1)(yVz + 1)

22 —1=(z+1)(z—1)

1 1
I ==
ol (z+1)(Vz+1) 4

De este modo se obtiene que ¢ = %.

Ejercicios de desarrollo.

Primer ejercicio de desarrollo.

Demostrar que:

1 1

Y F<2-—, Va2
i n

=2
Solucién: La desigualdad:

n
1 1

ZZ;ZQ<2—”, Vn > 2 (3)

la demostraremos por induccién. Como n > 2 el paso base es para n = 2, en el cual tenemos la
desigualdad:

que obviamente es cierta.
Supongamos que la desigualdad (3) vale para n, entonces nos queda demostrarla para n+ 1
(en lugar de n). En este caso la desigualdad toma forma:

n+1

1 1
— < 2— . 4
Zi2< n+1 (4)

1=2

Usando la hipétesis de induccién, que vale la desigualdad (3), para el lado izquierdo en (4)
tenemos:

il 1L @, 1 1 2nn+1)?—(n+1)*+n 203 +3n*+n—1

et T <t T Ty n(n+ 1)2 n(n+ 1)2

=2



Si logramos probar que el tltimo término a la derecha en la expresion anterior es menor o igual
que el término a la derecha en (4), o sea que se cumpla que:

2n3—|—3n2—|—n—1<2 I 2n+1
n(n +1)2 - n+l n4+1’

entonces hemos probado la desigualdad (4). Multiplicando esta tiltima desigualdad por n(n-+1)>2
tenemos que la misma es equivalente a:

2n3+3n2+n—1§2n3+3n2+n & -1<0

lo que es cierto.

Segundo ejercicio de desarrollo.

Sea S C R, S # () tal que x < 10 para todo = € S.

1.
2.

Justificar por qué existe a = sup(S).
Probar que si @ ¢ S, entonces para todo € > 0 existe € S tal que « — € < z < a. Si
utiliza un resultado visto en el tedrico, demuéstrelo.

. Sea f : R — R una funcién tal que f(a) =1y f(x) = 1/2 para todo x € S. Probar que

si a ¢ S, entonces f no es continua en o.

Solucion:

1.

Como S es un subconjunto no vacio de los niimeros reales acotado superiormente, (10 es
una cota superior) el axioma de completitud asegura la existencia del supremo de S.

. Razonemos por absurdo y veamos cémo la negacién de lo que queremos probar nos lleva a

una contradiccién. La negacion serfa: 3 eg > 0 tal que V & € S se tiene que = ¢ (a— €g, @)
Esto quiere decir que S C (—o0,a — o] U [a, +00). Como « es cota superior de S (por
ser supremo de S) tenemos que SN (o, +00) = (). Ademés por hipdtesis a ¢ S y entonces
tenemos que S N [, +00) = (), lo que permite concluir que S C (—oo, & — €]. Ahora, esto
nos lleva a una contradiccion, ya que en dicho caso, o — ¢g serfa una cota superior de S
estrictamente menor o = sup(S). Entonces nuestra suposicién era falsa y se cumple la

afirmacién.
También se podia usar (demostrando previamente) la propiedad fundamental del supremo,

de la siguiente manera:
Por la Propiedad fundamental del supremo, para todo € > 0 existe xz € S tal que o — e <

x < a ( notar que la segunda desigualdad no es estricta y se nos pide encontrar un x que
cumple ambas desigualdades en forma estricta ). Ahora, por hipétesis tenemos que « ¢ S,
entonces = # « por lo que tenemos o — € < < a como querfamos.

. Para ver que f no es continua en «, tenemos que probar que el limite de f(z) cuando x

tiende a o no es f(a) = 1. Para esto, (negando la definicién de limite) debemos probar
que existe € > 0 tal que, para todo ¢ > 0, podemos encontrar un x5 € E*(«, d) que cumple
f(zs5) ¢ E(1,€). Veamos que € = 1/4 nos sirve. Dado § > 0 debemos entonces, encontrar
nuestro x5. Como « es el supremos de S y a ¢ S, la parte anterior dice que existe un
x € S tal que @« — 6§ < & < a. Dicho z es el z5 buscado ya que x € E*(«,6) y (por la
definicién de f) f(zx) =1/2 ¢ E(1,1/4).



