METoDOs NUMERICOS 2024 FacurLTtaD DE INGENIERIA — IMERL

Solucién del examen - 16/12/24
Ejercicio 1.

a) El cdédigo dado implica que la factorizacién LU de la matriz A (esto es, PA = LU), esta dada
por

1 0 0 5 3 2 100
L=1|15 1 of, u=]02 1|, P=l0o10
3/5 —1/2 1 00 -1 00 1

El determinante de A se calcula a partir de que det(P) det(A) = det(L) det(U), y como det(P) =
1y det(L) =1 (matriz triangular inferior con unos en la diagonal principal), se tiene

det(A) = det(U) =5-2- (—1) = —10.

b) El sistema Ax = b se resuelve eficientemente usando la factorizacién LU:

5
1. Resolver Ly = Pb, con b = | 7 | y P = I. Esto requiere realizar una sustitucion hacia
—2
adelante y se obtiene por resultado y = [5 6 —2]t.

2. Resolver Ux = y. Esto requiere realizar una sustitucién hacia atras y se obtiene por resultado

c) La matriz A se obtiene como A = P~'LU. Dado que P = I, tenemos

1 0 0[5 3 2 5 3 2
A=LU=|1/5 1 o||o 2 1|=|1 13/5 7/5
3/5 —1/2 1] |0 0 -1 3 4/5 —3/10

Ejercicio 2.
a) La forma de Lagrange de p es:
pla) = f(xo)Li(x) + f(z1)Li(x) + f(a2) L3 (),
donde los polinomios de base de Lagrange son los 1inicos polinomios de grado 2 que cumplen
L¥(zj) = &, ,5=0,1,2.
Explicitamente, usando que ;1 = xg + h, T3 = g + 2h, tenemos

r3e) = EUE )y - o mE ) g - Emapie o n)
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b) Las derivadas de los polinomios de base de Lagrange en z( son

0 = T e 8
I LI
e

Por lo tanto,

_ =3[ (wo) +4f(z1) - f(22)
2h '

P (w0) = f(20)(L3) (z0) + f(21)(L7) (w0) + f(x2)(L3)' (o)

¢) Para demostrar lo pedido, basta con realizar desarrollos de Taylor de orden 3 para f alrededor
de xg:

h2 h3
f(x1) = f(zo) + hf'(x0) + 3f”($0) + gf'"(ﬁ),

h)? h)3
F(2) = J(ao) + 20 (o) + 22X ) 4 B gy,
con & € [xg,x1], N € [zg, z2]. Sustituyendo, tenemos
_ _ 3 3
p/(ag) = IO EA ) 2 @) Lo 1) + 22 i)~ 0 g

= (o) + 5 [17€) — 2" )] 12

Por lo tanto, se cumple
|f'(w0) — P/ (x0)| < Ch2,

con C = ”f”/HLOO([mo,m])'

Ejercicio 3.

a) Sea k > 1. Dados xp_1, 2k, el método de la secante utiliza una aproximacién de la derivada
basada en la pendiente de la recta secante entre los puntos (xg_1, f(zr—1)) v (xk, f(zk)), que es
el grafico de la funcién lineal

L(@) = f(on) + sule —a1). s =1 ”;;,i - ;’Z,Ef‘”.

El iterado z¥*1 queda dado por la interseccién de esta recta con el eje de las z,

flar)

Sk

Th+1 = Tk —

Notar que este iterado queda bien definido si y solo si s # 0, esto es, si f(xg_1) # f(zk).
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b)

Definimos el error en el paso k como e = x; — z*, donde z* es la raiz buscada de f. Usando el
hecho de que L es la interpolante lineal por (zx—1, f(zx—1)) v (2, f(x)) v la férmula del error
de interpolacion dada en el enunciado del examen, tenemos que existe un -~y tal que

" (w) " (w)

f(zs) — L(zy) = 5 (s — 2p—1) (@5 — 7)) = 5 Ck—1Ck:

Por otra parte, como L(zjy1) = f(z«) = 0, tenemos
flxy) — L(xy) = L(xgs1) — L(z4) = sk(Tpy1 — Tu) = Sp€hy1.

Combinando las dos identidades que obtuvimos, tenemos

f" ()

Ck+1 = 25k €k—1€k

I (k)

Por lo tanto, basta con tomar Cp4q1 = T

Sean f(x) = 22 + 2z y 2, = 0 la raiz que buscamos. Notar que, como f es cuadratica, f” es
una funcién constante e igual a 2. Dados zg = 1, 1 = 2, calculamos
flz1) — flzo)  8-3 f(z1) 8 2

= = =5 = =11 — =2-_-=c
o1 1 — X 1 2 o S1 5! 5)

Asi, tenemos ey = 1, e; = 2, ea = 2/5, y la constante que hallamos en la parte anterior es

/()

25y,

1

5

Crt1 = ‘

Verificamos asi que se cumple la desigualdad de la parte anterior (de hecho, es una igualdad).

Ejercicio 4.

a)

Para computar esta factorizacién de manera numéricamente estable, se puede emplear el método
de transformaciones de Householder (ver notas de tedrico). La idea es construir Hy,..., Hy,
ortogonales (de Householder) tales que

H, ...H; A = R sea triangular superior, y Q = (H,, ... Hl)*1 = HHy - -H,.

El procedimiento es

(a) Inicialmente, A; = A, A, = A.
(b) Para k =1,...,n, realizar:

)

. . . T (1
i. Seleccionar la primera columna de Ay, Aé .

ii. Tomar el vector u, € R™**+1 tal que la transformacién de Householder que define,
~ t ~
H,=1- 2% cumpla H kA,(:) sea colineal con el primer vector de la base candnica
2
(1)

de Rm—k-{-l_ Esto es, basta con tomar up = Ak + ||AI(€1)||281' Para evitar pOSibleS

efectos de cancelacién, es preferible elegir el signo igual al del primer elemento en A,il).
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iii. Construir la matriz H, € M,,(R) por bloques,

Hy = L1 | Otk—1)x (m—k+1)
O(k=1)x (m—k+1) ‘ Hy,

donde I € My_1(R) es la matriz identidad.
iv. Actualizar Apy1 = HiAp € Mpmun(R), ¥ Ap1 € M(m_g—1)x(n—k—1)(R) es la matriz
que se obtiene eliminandole las primeras k — 1 filas y £ — 1 columnas.

Este método es estable porque las transformaciones de Householder son ortogonales y no am-
plifican errores numéricos.

Los comandos realizan la operacién z = Q'y, y luego resuelve el sistema triangular superior
R(1.)X = z(1.) que se obtiene eliminando las ultimas m — n filas de R y entradas de z. El
sistema es compatible determinado porque A es de rango completo.

Para justificar por qué esto da lugar a la solucién al problema de minimos cuadrados Ax = b,
recordemos que buscamos minimizar la norma euclidea del residuo, [|Ax — y||3. Como A = QR
y @ es ortogonal, tenemos

[Ax —y[l5 = [QRx —y5 = [Q"(QRx —y)|5 = [[Rx — Q"y|l5 = || Rx — =)3.
Como las ultimas m — n filas de R son nulas, esta norma se puede descomponer como
IRx — 2|5 = || Ra1a)X — Z(1:n) I3 + [1Z(ns1:0) 13-

Por lo tanto, para minimizar ||Ax — y||3, basta con hallar el vector x que minimice la norma
[ R(1:m)x — Z(l:n)H%' Esta norma se anula si y solo si x es solucién del sistema R1.,)X = Z(1.p,)-

Finalmente, de la discusién anterior se deduce que la norma del residuo minimo es igual a
|lz(n + 1 : m)|2. Para calcularla de forma eficiente en Octave, basta con usar el comando
norm(z(n+1:m) o, equivalentemente, sqrt(z(n+1:m) ’*z(n+1:m)).



