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Métodos Numéricos

EXAMEN 16 DE DICIEMBRE DE 2024.

N° de examen Apellido y Nombre Cédula

El examen dura 3 horas. No se puede utilizar material.

Ejercicio 1. [6+8+6=20 puntos] Dada una matriz A, se corre en Octave el comando
[L,U,P] = 1u(A) y se obtienen las matrices

1 0 0 5 3 2 100
L=1|1/5 1 o], uv=]02 1|, P=1[0 10
3/5 —1/2 1 00 -1 00 1

a) Calcular det(A) de forma eficiente.
b) Resolver el sistema Ax = b de forma eficiente, donde b = [5; 7; —2|*.

c¢) Calcular la matriz A.

Ejercicio 2. [8+849=25 puntos] Dados una funcién f tan regular como sea necesario y
tres puntos equiespaciados xg, 1 = xo + h, z2 = 9 + 2h, con h > 0, queremos aproximar
f'(@o)-

Sea p(z) el polinomio interpolante por {(x;, f(x;)) }i=0,1,2-
a) Escribir p en la forma de Lagrange.

b) Mostrar que vale la identidad

1
P(w0) = 57 (= 3f(@0) + 45 (w1) = f(2))
¢) Demostrar que esta expresién es una aproximacién de segundo orden de f’(x¢), esto es,
que vale
|f(20) — P/ (x0)| < Ch2.

i:De qué depende la constante C arriba?

Fjercicio 3. [10+10+10=30 puntos]
En este ejercicio se desea aproximar, mediante el método de la secante, una raiz x, de una
funcién f tan regular como sea necesario.

a) Sea k > 1. Dados zx_1 y xk, justificar graficamente cémo se computa zj11 y deducir la
iteracién del método de la secante.

b) Se define el error en el paso k-ésimo como ej := x — x.. Probar que, si el itera-
do 2**! estd bien definido, entonces se cumple una desigualdad de la forma |egyq| <
Cri1lek| |ex—1| para un valor de Cyy1 a definir.

c¢) Sea f(x) = 2% + 2z, y queremos aproximar su raiz x, = 0. Se inicializa el método de la
secante con xg = 1, 1 = 2. Computar xo y verificar que se cumple la desigualdad de la
parte anterior para k = 1.



Fjercicio 4. [104+15=25 puntos]

a) Sea A € My,xn(R), con m > ny rg(A) = n. Explicar un procedimiento numéricamente
estable para computar una factorizacién QR de la matriz A.

b) Se tiene la factorizacién A = QR, con Q € M;,(R) ortogonal y R € M,,,x(R) trian-
gular superior y se desea resolver un problema de minimos cuadrados lineal Ax = y.
Para ello, se corren los siguientes comandos en Octave:

z = Q*y;
X R(1:n,1:n)\z(1:n);

Explicar qué hacen los comandos de arriba, y justificar mateméaticamente por qué la
variable x es la solucién al problema de minimos cuadrados. En caso de que se quisiera
determinar la norma minima del residuo en x, {cémo se la podria calcular en Octave
de forma eficiente?

Algunas propiedades tutiles.

Error de interpolacién polinomial. Sean f de clase C"*! en un intervalo [a,b], los

puntos zp < z1 < ... < x, en el intervalo [a,b], y p, el polinomio interpolante por
{(xs, f(x;)}i=0,...n- Entonces, para cada x € [a,b] existe un 7, € (a,b) tal que
(n+1)
@)=t = L o - ) o= ),

Transformaciones de Householder. Dado u € R™ \ {0}, la transformacién de Hou-
seholder asociada a u es una matriz H € M,,(R) de la forma

H := 1 — puu’,

donde p := 2/||u||3. Se cumple que, dado un vector v € R™, si se toma u = v + ||v]2e; y
H como arriba, entonces Hv = F||v||2 e;.



