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No de parcial Cédula Apellidos Salón

Respuestas

Conteste en estas columnas Deje estas columnas en blanco
Ej. 1 Ej. 2 Ej. 3 Ej. 4 Ej. 5 Ej. 6 Ej. 7 Ej. 8

* Importante *

El parcial dura 3 horas y es sobre un total de 60 puntos.

Los ejercicios de desarrollo valen 9 puntos c/u, los de opción múltiple valen 6 puntos, -2
puntos y 0 puntos según la respuesta sea correcta, incorrecta o en blanco respectivamente.

Utilice truncamiento si obtiene resultados con decimales.

En cada ejercicio múltiple opción hay una sola opción correcta.

Múltiple Opción (Total: 24 puntos)
Ejercicio 1

Sean X1,X2, . . . ,Xn i.i.d. ∼ U [0,2]. Sea L el límite casi seguro de Y =
1
n

n

∑
i=1

X2
i . Entonces:

(A) L = 1/4, (B) L = 1/3, (C) L = 2/3, (D) L = 4/3.

Solución: Como Xi ∼U(0,2), entonces Xi = 2U con U ∼ U (0,1) cuya varianza es 1/12
de modo que Var(Xi) = 22 × 1/12 = 1/3. Por otro lado 1

n ∑
n
i=1 X2

i
cs→ E

(
X2

i
)
= Var(Xi)+

(E(Xi))
2 = 1/3+12 = 4/3.

Ejercicio 2

Sea X una V.A. absolutamente continua con densidad dada por

fX(x) =

{
−4x3 x ∈ [−1,0],
0 x ̸∈ [−1,0].

Si llamamos µ = E(X) y σ2 = Var(X), entonces:

(A) µ =−3/4 y σ2 = 3/80,

(B) µ = 1/2 y σ2 = 3/5,

(C) µ =−4/5 y σ2 = 2/75,

(D) µ =−4/5 y σ2 = 3/80.

Solución: E(X) =
∫ 0
−1−x4x3dx =−4

[
x5

5

]0

−1
=−4/5

Var(X) = E
(
X2
)
− (−4/5)2 =

∫ 0
−1 x24x3dx− 16

25
= 4

[
x6

6

]0

−1
− 16

25
=

2
75

.
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Ejercicio 3

En un proceso industrial, se desea estimar la temperatura media del sistema. Se tomó una
MAS de 36 mediciones de temperatura, obteniendo una media de 175 ◦C y una desviación
estándar de 9 ◦C. Asumiendo que los datos siguen una distribución normal, un intervalo de
confianza del 95% para la media poblacional es:

(A) [171.08 ◦C, 178.92 ◦C ],

(B) [172.06 ◦C, 177.94 ◦C ],

(C) [174.02 ◦C, 175.98 ◦C ],

(D) [174.45 ◦C, 175.54 ◦C ].

Solución: De las fórmulas vistas en el teórico tenemos que

I = 175±9
z0.025√

36
= 175± 3

2
×1.96 = 175±2.94 = [172.06,177.94].

Ejercicio 4

Sean X1,X2, . . . ,X5 i.i.d.∼ exp(λ ). Los valores observados son:

23.1, 31.2, 25.3, 25.3, 20.1.

La estimación λ̂ de máxima verosimilitud para λ es:

(A) λ̂ = 5, (B) λ̂ = 1/5, (C) λ̂ = 25, (D) λ̂ = 1/25.

Solución: Por lo visto en el práctico λ̂ = 1/Xn = 1/25.

Ejercicios de Desarrollo (Total: 36 puntos)

Explique y justifique los razonamientos empleados.

Ejercicio 5

Para cada α > 0, diremos que X tiene distribución Dα sii X es una V.A. absolutamente
continua con densidad

fX(x) =

{
α2 x e−αx x ≥ 0,
0 x < 0.

a) Calcular la esperanza de X en función de α .
b) Hallar el estimador α̂ de α por el método de los momentos.
c) Si se realiza una observación de tres variables X1, X2, X3 i.i.d ∼ Dα y los valores obser-
vados son:

21.7, 26.0, 8.3.

Encuentre la estimación α̂ de α .

Solución: a)

E(X) =
∫
R

fX =
∫

∞

0
α

2x2e−αxdx =
[

α
2x2 e−αx

−α

]∞

0
−
∫

∞

0
α

22x
e−αx

−α
dx

=−
[

α
22x

e−αx

(−α)2

]∞

0
+
∫

∞

0
2e−αxdx =

[
2

e−αx

−α

]∞

0
=

2
α
.
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b)
2
α̂

= Xn ⇒ α̂ =
2

Xn
.

c) La estimación de α será α̂ =
2×3

21.7+26.0+8.3
=

3
28

Ejercicio 6

Un fabricante de baterías afirma que sus baterías tienen una duración media de al menos
100 horas. Un cliente decide verificar esta afirmación y prueba 25 baterías, obteniendo una
duración media de 97.2 horas con una desviación estándar de 7.5 horas. Asumiendo que la
duración sigue una distribución normal, realice una prueba de hipótesis al nivel α = 0.05
con H1 = “la duración media es menor a 100 horas” y decida si rechaza o no la afirmación
del fabricante.

Solución: Datos:

H0 : µ ≥ 100 horas

H1 : µ < 100 horas

n = 25

x̄ = 97.2 horas

s = 7.5 horas

α = 0.05

t0.05,24 = 1.711 (valor crítico)

¿Cuál es la conclusión correcta del test?

1. Identificamos que es una prueba unilateral izquierda para la media con varianza desco-
nocida (usamos distribución t de Student)

2. Calculamos el estadístico de prueba:

t =
x̄−µ0

s/
√

n

t =
97.2−100
7.5/

√
25

t =
−2.8
7.5/5

t =−1.87

3. La región de rechazo es:
t <−t0.05,24 =−1.711

4. Como −1.87 <−1.711, el estadístico cae en la región de rechazo

Por lo tanto, se rechaza H0 porque t =−1.87 <−1.711

Conclusión: Existe evidencia estadística suficiente para concluir que la duración media de
las baterías es menor a 100 horas.
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Solución 2: suponiendo que 7.5 es σ . Utilizamos la tabla de la normal: z0.05 = 1.65. En-
tonces la región crítica nos da

100−7.5
1.65√

25
= 97.525 > x̄ = 97.2.

De modo que se rechaza la hipótesis nula.

Ejercicio 7

Una computadora necesita un rango de temperaturas de entre 5 ◦C y 25 ◦C para funcionar
correctamente. Se instala dicha computadora en un lugar donde la temperatura media es de
15 ◦C con una desviación estándar de 5 ◦C. Usando la desigualdad de Chebyshev encuentre
a tal que P(“la computadora funcione”)≥ a.

Solución: Para que la computadora funcione la temperatura T deberá estar entre 5 y 25
grados. Por la desigualdad de Chebyshev, sabemos que

P(|T −15|< 10)≥ 1− 52

102 =
3
4

Ejercicio 8

Se quiere estimar la proporción p de de fumadores en Uruguay con una precisión de 0.01,
esto es, que el verdadero valor p se encuentre en el intervalo I = [p̂n−0.01, p̂n+0.01] donde
p̂n es la proporción de fumadores en una muestra aleatoria de n personas. Usando el TCL
encuentre el menor n ≥ 30, a partir del cual se puede asegurar que la probabilidad de que I
capture a p es de al menos 90%.

Solución: Claramente tenemos que si consideramos una variable Bernoulli Xi por persona
que valga 1 si es fumadora, entonces queremos calcular

P(p̂n ∈ [p−0.01, p+0.01])> 0.9.

O sea

P

(
p̂n − p√

p̂n(1− p̂n)

√
n ∈ [−ε,ε]

)
> 0.9,

siendo ε = 0.01
√

n/
√

p̂n(1− p̂n). Por el TCL, dicha probabilidad anterior es aproximada-
mente igual a Φ(ε)−Φ(−ε) = 2Φ(ε)−1. Que será mayor a 0.9 sii Φ(ε)> (1+0.9)/2 =
0.95, o sea ε > z0.05 = 1.645 o sea n > 164.52 p̂n(1− p̂n) para cualesquiera Xi, de modo que
n deberá ser mayor al máximo de posibles valores de x(1−x) con x ∈ [0,1]. Como x(1−x)
alcanza su máximo en x= 1/2 y vale 1/4, el mayor n debe ser mayor a 164.52/4= 6765.062
de modo que n debe ser mayor o igual a 6766.
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Tabla de la función �(z) = FZ(z), siendo Z con distribución N(0,1).

5
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Tabla de la distribución T-Student con r grados de libertad.

6


