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1. Introduccion.

En continuacion con las aulas anteriores vamos a iniciar con la formulacién de
elementos finitos 3D- estaticos, destacando los conceptos mas importantes para el uso y
formulacion correcta. Anteriormente construimos una biblioteca para elementos 1D y 2D-
estaticos, siguiendo los mismos procedimientos vamos a construir nuestra biblioteca de

elementos 3D-estaticos.

El procedimiento para desarrollar las ecuaciones sera similar a la de los elementos 2D
detallados anteriormente. En los desarrollos de los elementos siguientes sera establecer

principalmente los siguientes tres pasos de procedimientos como:



1. Construccion de las funciones de forma matriz N que satisfaga las 3
propiedades Ec. (5.8) -(5.9).
2. Formulacion de la Matriz Desplazamiento-Deformacion B.

3. Caleulo de {k°} , {0°} , {£°}

2. Formulacion de la funcion de forma para un elemento 3D de tipo tetraédrico.

Para iniciar los pasos e introducir las ecuaciones basicas necesarias para el elemento

tetraédrico consideremos o elemento finito solido tetraédrico de cuatro nodos, fig 10.1.
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Figura 10.1 Tetraedro lineal de 4 nodos.

El desplazamiento de los nodos del elemento puede ser descritos por las componentes u, v, w
pues la definicion de un campo de desplazamientos en un sélido sobre estado triaxial de
tensiones es realizada por las tres componentes de desplazamiento, a Uinica diferencia con las
Teoria de Elasticidad es que en este cado el nimero de puntos escogidos para describir el

comportamiento del solido es discreto, mas la naturaleza fisica del problema es la misma.

El elemento solido presenta 3 grados de libertad por nodos (DOF), con 4 nodos este elemento

tendra 12 grados de libertad como:



{f12x1 = [Kl12x12 {6}1201 (10.1)

Siguiendo el mismo procedimiento anterior, vamos a establecer los tres pasos:
Seleccion de las funciones de desplazamientos.

Al igual que vimos en clases anteriores para elementos 2D, tenemos que establecer una
relacion entre los desplazamientos dentro del elemento con los desplazamientos nodales,
sabemos que el grado del polinomio de interpolacion es definido a partir del conocimiento del
numero de grados de libertad del elemento (DOF=12). Para la construccion del polinomio de
interpolacion vamos a utilizar la expansion polinomial en un problema tridimensional dando
origen una representacion espacial (triangulo de Pascal en espacio) y podriamos generar toda
una familia de funciones (polinomios que son completos al alcanzar cada etapa de tetraedro y
condicion de compatibilidad asegurada) que serian representativas de las funciones de

interpolacion adoptadas para definir el campo de desplazamiento en los elementos solidos,
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Figura 10.2 Polinomio de Pascal en el espacio.



Siendo definido por las componentes «, v y w en las direcciones x, y, z respectivamente. La

funcion de desplazamiento del elemento serd una funcion lineal:

u(x,y,z) =C; + Cyx + C3y + Cyz
{fulx,y,2)} = v(x,y,z) = C5 + Cex + C;y + Cgz (10.2)
W(x, y, Z) = Cg + Clox + Clly + Clzz

Para propoésitos de una representacion computacional, vamos a representar la Ec (10.2) en

forma matricial.

{u(x,y,2)} =
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Analizando la Ec. (10.3) vemos que el desplazamiento vario linealmente con x, y, z por €so es
llamado de elemento linear, para este elemento es atendida la condicion de compatibilidad
tanto en los nodos del elemento como también en el contorno. Para determinar los coeficientes
C de la Ec. (10.3) vamos a sustituir las coordenadas de los puntos nodales en la Ec. (10.2)

como:



( u(xl, yllzl) = u1 = C1 + CZ'XI + C3y1 + C4_Zl
v(x1,¥1,21) E V1 = Cs + Cex1 + Cry; + Cgz4
w(x1,¥1,21) = wq = Cg + Ciox1 + C11y1 + C1274
U(X2,¥2,22) E Uy = €y + Coxy + C3y, + 42
V(X2,¥2,22) = vy = Cs + Coxy + Cry, + Cgz;

w(x,,V5,2,) =W, = Cqg+ Cigx, + C + Ciyz
| LMEypz) ENe T 00T Qo ¥ Gz ¥ G (10.4)
u(x3,¥3,23) Euz = C; + Cox3 + C3y3 + 423
v(X3,¥3,23) = v3 = C5 + Cex3 + C7y3 + Cgz3
w(x3,¥3,23) = w3 = Co + Ciox3 + C11y3 + C1223
U(Xy) YarZ4) = Uy = C1 + Coxg + C3Ys + Cy2y
V(X4, Y4, 24) E V4 = Cs + Coxy + C7ys + Cgzy
\ W(Xy, Y4, Z4) =Wy = Co + CroXy + C11Ys + C122,4
Reescribiendo la Ec. (10.4) en forma compacta como:
(10.5)

{ucti2x1 = [Al12x120C 121

Calculando los coeficientes de C, utilizando la inversa de [A]

[A]"'{u.} = [A]ANCY - [A] M} = [10{C} - {C}=[A]'w,} (100

Sustituyendo en la Ec. (10.3) la Ec. (10.6)

{u(x,y,2)} = p(x,y,2)[A Hu.} = [Nl{u.} (10.7)

Donde la funcion de forma [N], para el campo de desplazamiento como:

[Nl3x12 = P(%, Y, 2)3x12[A] " 15000 (10.83)

Por analogia podemos establecer



=
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Definimos las funciones de formas como:

1 x Yy z 1 x4 Y1z
1 x, Y2 2 1 x Yy z
1 X3 Y3 Z3 1 X3 Y3 Z3
_ 11 X3 Vi Za], 11 X2 Y4 Zy
MEYD =T 7z NErD = T
1 x, Y2 22 1 x, V2 22
1 X3 Y3 Z3 1 X3 Y3 Z3
1 X4 Y4 Zy 1 X4 Yo Zy
1 x4 Y1 Z 1 x4 Y1z
1 x, Y2 23 1 x, Y2 22
1 X y Z 1 x3 Y3 ZzZ3
_11 X4 Ya Z4 1 x Yy z
N3(X,y,Z) - 1 x1 Y1 Zl N4(x,y,Z) - 1 x1 yl 21
1 x, Y2 23 1 x, V2 Z2
1 X3 Y3 Z3 1 X3 Y3 Z3
1 Xa Ya 24 1 Xa Va2 24
1 X1 Y1 21
. 1 x, Y2 22
Siend 2 =3V =6V
tenao 1 X3 Y3 Z3
1 X4 Ya 24

En la Ec. (10.10) escribimos las funciones de forma N;(x,y,z).

1
Ny(x,y,z) = i (a1 + byx + 1y + dq2)

1
N,(x,y,z) = o (ay + byx + c,y +dy2)

1
N;(x,y,z) = o (az + bsx + c3y + d32)

(10.9)

(10.10)

(10.11)



Donde
, XY g , Vi %
a; = (D)"*det | %k Yk 2|, b= (-1Ddet|1 y, z
X1 Vi 7 Vi oz
' 1 Xj Z]' ‘ xj y]-
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1
Ny(x,y,2z) = o (ag + byx + c4y + dyuz)

Siendo 4 numero de la columna y el subindice i varia desde 1 a4,y j, ky [/ son

determinados por una permutacion ciclica en el orden de (i, j, /).
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Por ejemplo, si i=1, entonces j=2, k=3, I=4, cuando i=2, entonces j=3, k=4, I=1,

etc.

Reescribiendo la Ec. (10.8)

(10.12)
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Definiendo la relacion deformacion — desplazamiento y tension — deformacion como:
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{e(0)} = [LI{u()} = [L][N){uc} = [B(x)]{u.}

[B(x)] =[B1 B, B3 B4]

(10.13)
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Es importante resaltar las derivadas de las funciones u, v, w como:
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Las deformaciones calculadas anteriores Ec. (10.14) son funciones y se aplican en todos los
puntos del elemento y son constante, siendo una de las limitaciones del elemento solido
tetraédrico lineal, el Elemento solido tetraédrico linear es un elemento de deformaciones
constantes.

Similarmente podemos efectuar el célculo de las tensiones a partir del calculo de las
deformaciones, entonces podemos concluir que también es un elemento de tensiones

constantes, el Elemento solido tetraédrico linear es un elemento de tensiones constantes.



Por sus deformaciones constantes y tensiones podemos hacer una analogia entre el elemento

tetraédrico lineal con el elemento estudiado plano triangular de 3 nodos.

Usando las Ec. (10.11) para sustituir V;

_bi 0 07

0 Ci 0
pi_ L0 0 (10.15)
1Bi] =5y ¢ bi 0

di 0 bi

0 d; ¢

En aulas anteriores ya fue obtenida la ecuacion para matriz de rigidez de un elemento genérico

y podemos generalizar para cualquier elemento solido 3D con # nodos como:

{K}anaz = f

vo

[B(x)]Tgnxﬁ ' [D]6x6 ' [B(x)]6x zndVol
: (10.16)

Con {Kije}3x3 = fvol[B(x)i]TBxG *[Dlexs * [B(x)i]ex 3dVOI

La Ec. (10.16) para el tetraedro de 4 nodos con las propiedades del material homogéneo y con

la matriz de deformacion constante es dada como:
{Kij°}, . = [B(x)]" - [D]- [B(x);]V (10.17)

La forma explicita de la Ec. (10.17)

[[k11] [kip]  [kis] [k14]]

o k2] [kzzl [kas] [koal| ,
Kbz = [0 ] el (ol 10-19)
l[kar] [kaz] [kas]  [Kaal



K},

1 (dllbibj + daacic; + dSSdidj) (di2bicj + dascibj) (di3bid; + dssd;by)
=3 (da1¢ibj + duybic) (daz2¢icj + dasbibj + deed;d;) (da3cid; + dgedic))
(d31d;b; + dssbid;) (d3zd;cj + descid)) (d33d;id; + dssb;b; + deecicy)

d;; : son los elementos de la matriz constitutiva

b;,c;,d;: son los parametros de la funcion de forma N;

Podemos notar que los elementos tetra¢dricos de lados rectos son una extension 3D directa
de triangulos de lados rectos. Sus funciones de interpolacion son polinomios completos con

términos que pueden ser facilmente deducidos del tetraédro de Pascal , fig 10.3.

Linear tetrahedron ['erms of shape functions N;

4 1

Quadratic tetrahedron

Cubic tetrahedron



Figura 10.3 Tetraedros linear 4 nodos, cuadratico (10 nodos) y cubico (20). términos

polinomiales contenidos en la funcion de interpolacion. (Onate 2009).

3. Formulacion de la funcion de forma para un elemento 3D de tipo hexaédrico
lineal.

La figura 10.4 representa un cuerpo solido sobre la accion de fuerzas en las tres direcciones
X, ¥, z, por tanto, sobre la condicion de estado triaxial de tensiones, para la division del cuerpo

solido utilizamos montaje en este caso de elementos solidos de tipo paralelepipedos (que son

los elementos solidos hexaédrico lineal).

NG /"
s

P il L]

l,) ud \ }) o

Figura 10.4 Bloque solido divido en elementos solidos hexaedro de 8 nodos. (G.R.Liu)
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El movimiento de los nodos de los elementos puede ser descrito por los componentes u, v, w
efectuada por tres componentes de desplazamientos presentando 3 grados de libertad

(DOF=3) por nodo, como tiene 8 nodos este elemento tendra 24 grados de libertad expresado

como:



{f}2ax1 = [Kl24x24 {6} 2451 (10.19)

Siguiendo el mismo procedimiento vamos a definir las funciones de interpolacion:

{u(x,y,2)}

u(x,y,z2) =C + Cx+ C3y+ Coz+ Csxy + Coxz + C,yz + Cgxyz (10.20)
=< v(x,y,2) = Cg+ Ci9x + C11Y + C12Z + Cy3xy + Ci4xZ + Ci5yZ + CiXy2z
w(x,y,z) = C17 + Cigx + C19y + Cy0Z + Co1xy + Copx7Z + Cy3y7Z + Coyxyz

Puede ser notado de la fig 10.2 que ninguna preferencia fue dada para las direcciones x, y, z ,
puede ser observado que los desplazamientos varian linealmente para por eso es llamado de
elemento lineal , y para este elemento es atendida la condicion de compatibilidad en los nodos

del elemento como también en el contorno.
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Figura 10.5 Elemento solido hexaedro en el estado actual y mapeado a una geometria

normalizada. (Ofiate 2009) .




1 x y z xy xz yZ Xyz

Lx, vy 2y X0Y, X525 Y92y X952,
Loxy ¥y 23 X395 X323 Y325 X3V525
DXy vy 2q X4y X424 Y2y X4) 424
L x5 ys 25 Xsys X525 YsZs XsVsZs
L xg ¥6 26 XeY6 ¥6%6 Vo6 X6V 6%6
7 Y7 27 X9¥7 X927 Y%7 X7V7%4
g Yg %3 ¥g¥g Xglg Yglg X3Vl

N, (x,y,2) = (10.21)
Lxy yyzp %y, 2y vz X927y

Hs¥ 5 M5ty Nols Mnkats
g g Gy ¥3)g Xafy Yl #5)g8s
LiXy vy 2q X9y X424 Y2y X¥4) 424
5 Vs 25 X5V5 X525 Vsis XsVsis
L xg ¥6 26 XeY6 ¥6Z6 Vo6 X6V 6%6
7 g Cq Xglg Xgly Yaly Xa¥yiy

L xg yg 2g XgVg XgZg YgZg Xg¥gZg

En la Ec. (10.10) escribimos las funciones de forma Ni(x,y,z), utilizamos las coordenadas

naturales o locales.

Local node Local coordinates
number f.j: n, (o i
1 =] =) | =1
2 1 -1 -1
3 1 1 -1
- -] 1 -]
5 -1 | 1
6 1 | 1
7 1 1 1
8 -1 1 1




Figura 10.6 Sistema de coordenadas normalizado para el s6lido hexaedro linear. (Ofiate

2009).

La forma genérica de las Ni(x,y,z),
! 1022
Ni =21+ &EHA+nm) A+ 40 (10.22)

Definiendo la relacion deformacion — desplazamiento y tension — deformacion como:
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{e()} = [LI{u(x)} = [L][N]{uc} = [B(x){u.}

[B(x)]=[By B, B3 B, Bs B¢ B; Bg]
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Es importante resaltar las derivadas de las funciones u, v, w como:



( ou
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dw N du
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( CZ + C5y + CGZ + ngZ 3\

Cao + Coox + Co3y + Couxy

C3 + Csx + C7Z + ngZ + ClO + C13y + C14Z + C16yZ

Cy+ Cex + Cry + Cgxy + Cig + Co1y + Crz + Cyuyz

\Ciy + Ci4x + Ci5y + Ci6xy + Cio + Co1x + Cy37 + Cyyx2)

Como podemos notar en la Ec. (10.24) las deformaciones son funciones y se aplican en todos
los puntos del elemento variando linealmente, por tanto, no son constante, como en el caso
del elemento solido tetraédrico lineal. La deformacion €, varia linealmente con y y z cualquier
variacion lineal de las deformaciones a lo largo de la seccion transversal del elemento podra

ser representado por el elemento solido hexaédrico lineal.

Como una limitacion de este elemento solido hexaédrico lineal debe ser observada que la
deformacion en g, indica que las deformaciones en la direccion X varian linealmente con y y
z, pero independientes de x , eso nos dice que para un elemento hexaédrico lineal , fig 10.7 ,
para dada una posicion definida por x y z a lo largo del elemento , independiente de la posicion
de x en que se encuentre, las deformaciones son constante a lo largo de todo el largo del

elemento.



Para un dado y y z dentro del elemento,
&, No varia con x, Asi en los puntos A y

B del elemento €, = ¢4, = €5 = €.

Elemento Hexaédrico

Figura 10.7 Calculo de las deformaciones en la direccion €, para el elemento solido

hexaédrico lineal. (Alves 2018).

Nota: Como cuidado para elemento solido hexaédrico lineal debemos evitar utilizar en una

region en que ocurra una _acentuada variacion de la deformacion &, a lo largo del eje x del

elemento, evitar la definicion de un elemento muy largo en relacion con su altura, puesto que

la deformacion &, serd constante en la direccion x.




