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1. Introduccién.

En continuacién con las aulas anteriores vamos a terminar con al-
gunos complementos para la formulacién de elementos finitos 2D-
estdticos, destacando los conceptos mas importantes para el uso y
formulacién correcta.

Anteriormente realizamos algunos testes de convergencia con la uti-
lizacién de elementos triangulares linear y cuadrildtero rectangular
de estado plano de tensiones sus resultados fueron comparado con la
respuesta analitica dada por la teoria de la elasticidad. La funcién de
interpolacién asumida para representar el campo de desplazamientos
dentro del elementos finitos impone limitaciones en la obtencién de
resultados.
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2. Conceptos sobre convergencia de resultados.

El efecto del dimensionamiento de la malla garante la convergencia
de tipo (h), es una medida de que el modelo va a converger para
una solucién exacta a medida que el tamafo h del elemento van
disminuyendo , argumentase [17,3,11] , se la aproximacién para el
campo incégnita fuera capaz en el limite , reproducir exactamente
cualquier distribucién de desplazamiento dentro del medio continuo,
y se la aproximacion de cada solucién fuera tnica , entonces el mo-
delo va a converger para a la solucidn exacta y unica en el limite
h— 0.

Estos resultados son observados en modelo MEF anteriores donde
a medida que se efectud el refinamiento de la malla los resultados
obtenidos fueron progresivamente mejores, de esta forma a solucién
analitica es encontrada, mismo con una discretizacion finita o mis-
mo con un (nico elemento, se esta funcidén fuera formada por las
mismas funciones que son usadas en la aproximacién dentro de cada
elemento.
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Continuacion.

El refinamiento de tipo “h" , se refiere a una disminucién del tamafio
caracteristico (h) de los elementos, dividiéndose cada elemento, pe-
ro sin alterar el tipo de elemento usado. El refinamiento tipo (p)
se refiere a un aumento del grado (p) del polinomio completo de
mas alto grado en la formulacién de los elementos. Una tercera al-
ternativa para refinar una malla consiste en la modificacién de la
posicién de los nodos, moviéndolos en la direccién de las regiones
donde tenga gradientes acentuados en la solucién, manteniéndose el
mismo numero de grados de libertad del modelo y el orden de los
polinomios en los elementos (llamado refinamiento de tipo “r").

Original mesh h refinement p refinement

Figura: Refinamiento de tipo hy p
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Continuacion.

La cuestion de la convergencia obtenida en la utilizacién de los ele-
mentos finitos en general serd abordada en 2 etapas:

» De forma directa, utilizaremos los conceptos matematicos
introducidos, dando énfasis a la interpretacién del
comportamiento fisico que el elemento finito se propone a
representar.

» Posteriormente, serd discutida la condicién de equilibrio a
partir de la identificacién de la energia potencial total de la
estructura. En particular, en el caso del régimen elastico, pode
ser mostrado que la Energia Potencial Total atinge un minimo
en la condicién de equilibrio.
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Continuacion.

De una forma directa la cuestién de la convergencia estd asociada
a la funcién de interpolacién escogida, que deberia tener la capaci-
dad de representar el campo de desplazamientos en cada trecho del
modelo, lo mas préximo posible del desplazamiento real del modelo
fisico. El elemento finito debe ser muy bien definido y las funcio-
nes de interpolacién escogidas estdn sujetas algunas restricciones
adicionales, enunciando un criterio [12]:

Si el modelo fisico sufre desplazamientos, mds una parte de este se
desplazar sin presentar deformaciones, la formulacion del elemento
debe tener condiciones de representar esta situacion fisica. O sea,
el elemento no debe contabilizar deformaciones ocurrentes de movi-
mientos de cuerpo rigido.
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Continuacion.

Podemos preguntarnos, por qué no atribuir a las funciones de des-
plazamientos grados mayores (dispensando la constante y el ter-
mino de primero orden) si las deformaciones dentro del elemento
son obtenidas a partir de las derivadas de los desplazamientos, las
deformaciones serian representadas de forma mds ventajosa.

Vv
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La viga de la fig, muestra tramos
con deformacién y sin deforma- ! ' |
cién, para el calculo de las defle- : a ) |
xiones en vigas, vamos a utilizarlas ! s
con el objetivo de discutir algunos vl Curva-Flexién-
conceptos en la formulacién de los K * Deformaciones

elementos finitos. recto sin

|
|
|
|
! deformacién

Diagrama M. Flector
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Continuacion.

Para 0 < x < a utilizando las tablas tenemos:

Px? Pa Px3

En este tramo, los desplazamientos son indicados por la funcién de
mayor orden 3er grado, representando el tramo curvo sobre la flexidn
de la viga.

Las deformaciones asociadas a la flexién El-v(x)” = M (x) son da-
das por la segunda derivada de los desplazamientos:

dv(x) Pa Px?

dx  EI" 2
d’v(x) Pa Px

d?  El El

En este tramo la viga esta sobre accién de los momentos flectores.
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Continuacion.
Para a < x < L utilizando las tablas tenemos:

Pa? Pa? Pa®
V(X):@(3X—a):ﬁx—@ (2)

En este tramo los desplazamientos son indicados por una funcién
ler grado, representando un trecho recto en el cual no ocurre la ac-
cién de los momentos flectores y consecuentemente sin deformacion.

Las deformaciones son calculadas a partir de la segunda derivada

dv(x) Pfa2
dx  2El
d2
v _y
dx

La ecuacién anterior representa la condicién de la viga desplazarse
sin deformarse.
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Continuacion.

Como en la estructura los desplazamientos varian de punto a punto,
las ecuaciones Ec. (1) y Ec. (2) deben traducir esa compatibilidad
de desplazamiento:

E 5 P23 B P33

Para x =a, Ec.(l) v(x)= SE T 6B~ 3E

Pa? Pa®  Pa?
Para x=a, Ec.(2) v(x)= 6% 68 = 36

En el punto a, el desplazamiento es el mismo obtenido por las 2
funciones.
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Continuacion.

La estructura idealizada como un montaje de elementos finitos la
formulacién debe garantizar que los tramos que se desplazan sin el
efecto de momentos flectores puedan ser representados con defor-
macién nula.

*P
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Continuacion.

Como vimos en las aulas anteriores las funciones de interpolacién pa-
ra los elementos de viga y el elemento de estado plano de tensiones,
para el elemento de viga tenemos:

G+ G -x
—_———
v(x) = (Funcién Lineal) + G, - x*> 4+ C3 - x3

En la funcién de interpolacién ecuacién , el término de la funcién
linear representa la componente de desplazamiento cuya segunda
derivada es cero.

Este término no contribuye con deformaciones por flexién de la viga.
El polinomio que representa el campo de desplazamiento fue repre-
sentando de forma COMPLETA, desde el coeficiente Cy hasta el
mayor grado.

Se no incluimos los términos de la funcion linear , la formulacion del
elemento no tendria la capacidad de representar desplazamientos
libres de deformaciones.
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2.1 Grado de Continuidad C™

Para que los desplazamientos calculados por los elementos finitos
converjan para el valor analitico, e/ campo de desplazamiento pro-
puesto como una aproximacién (intermedio de un polinomio) debe
ser COMPLETO,una serie polinomial es completa si tiene un alto
grado suficiente y si ninglin termino es omitido.

Otra caracteristica importante del polinomio que representa el cam-
po de desplazamientos dentro del elemento es su grado de Conti-
nuidad, el campo de desplazamientos dentro del elemento traduce
una variacién continua de los desplazamientos punto a punto.

La funcién adoptada para hacer esas representaciones debe, por tan-
to, ser continua. Como las deformaciones dentro del elementos son
calculadas por las derivadas de los desplazamientos, estas derivadas
deben ser también continuas.
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Continuacion

Una funcién es llamada C", si sus derivadas de orden jpara0 < j <n
existen y son funciones continuas en todo el dominio, un campo de
desplazamientos es dicho que tiene Continuidad C”, si las derivadas
hasta el orden n de ese campo fueran continuas,

Saliendo del abordaje de un elemen-
to aislado para un abordaje de mon-
taje de elementos finitos, y el estudio
de la consecuente continuidad del mo-
delo como un todo. En un campo de
desplazamientos a lo largo del monta-
je completo de elementos, decimos que
un elemento C° garantiza la continui-
dad del campo de desplazamientos en-
tre elementos, mas no garantiza la con-
tinuidad de las primeras derivadas del
campo.

) Fungao continua
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2.2 Generacion de funciones de interpolacion

Los elementos Lagrangianos sus funciones de interpolacién se ob-
tienen mediante productos de polinomios de Lagrange en ca da di-
reccién natural. Para los otros elementos Serendipitos no siempre es
posible.

Como fue mencionado anteriormente la tasa de convergencia pre-
sentada por un elemento finito depende de la Funcién Tentativa
adoptada para representar el campo de desplazamientos dentro del
elemento; esta debe ser completa.
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Continuacion

A figura representa los términos de expansién polinomial del Triangu-
lo de Pascal- que contiene la expansién (x + y)" podemos generar
las formulaciones de elementos que son espacialmente isotépicos.En
esta expansion se obtiene siempre un polinomio completo
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constante 1 constante 1
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3. Elementos con modo de desplazamientos incompatibles.

Como fue visto anteriormente para el elemento Rectangular linear
de estado plano de tensiones observamos algunas limitaciones fisicas
cuanto a la técnica de generacién de las funciones de interpolacion.

La técnica de generacidén que considera modos de desplazamientos
incompatibles del elemento mejora el calculo de las deformaciones y
tensiones dentro del elemento.

Para la introduccién de este concepto vamos a apoyarnos en el Ele-
mento Rectangular de Tensién de Cizallamiento Constante, introdu-
cido por Turner, Clough, Martin e Topp , en 1956 y constituye una
referencia para el desarrollo de los elementos con modos de despla-
zamientos incompatible y abordado de forma didactica en el libro de
Alves (2018).
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3.1 Elemento rectangular de tension de cizallamiento
constante — Estado Plano de Tensiones — “CSSR-
CONSTANT SHEAR STRESS RECTANGLE ELEMENT”.

La formulacién del Elemento CSSR sigue las mismas ideas de pa-
sos generales para la formulacién de cualquier elemento finito y no
sufren ninguna modificacién, recordando que siempre el primer pa-
so en este procedimiento general fue la definicién de un campo
de desplazamientos modelo matematico por el cual el campo de
desplazamiento dentro del elemento es asumido.

Asumiendo un camino diferente: jpor qué en vez de utilizar una
funcién de desplazamientos para definir el comportamiento interno
del elemento no especificamos el Campo de Tensiones dentro del
elemento finito , y que represente el comportamiento que deseamos?
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Continuacion.

Hasta el momento nuestros pasos aplicados para determinar la ma-
triz de rigidez de cualquier elemento finito necesitamos el campo de
desplazamiento admitido por elemento, pero esta cuestién puede ser
resuelta de forma semejante, recorriendo el camino inverso.

Desplazamientos

Desplazamientos

d Derivada

[ Integral

Deformaciones

Deformaciones

Figura: Camino inverso para formular el Elemento CSSR
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La figura representa la distribucién de tensiones asumidas para ese
elemento con la variacién de las tensiones normales (o) varfan li-
nealmente y las tensiones de cizallamientos (7) son constantes:

y

r"v

4
E I ox =G+ G-y
b 1 ay =G+ G- x
g 4= 2 —* 17 =GCs = Constante
J’\LJ

L a ol
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Continuacion.

A continuacién, debemos asociar el campo de desplazamiento que
satisfaga el campo de tensiones figura anterior, con este campo de
desplazamiento podemos realizar los mismos pasos anteriores para
todos los elementos finitos.

A partir de las deformaciones y la ley constitutiva

_Ou_ox oy
““ox~ E "E
ou 1
£x —8—X—E[C1+C2y—UC3—UC4X]

1
Integrando para @ =—[G + Gy —vG —v(x]
ox E

1 2
u=g { [Clx%— Coxy —v(3x — UC4X2] + f()/)}

Siendo f (y) una constante de integracidn.
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Continuacion.

A partir de las deformaciones y la ley constitutiva

L
Yoy E E

o

1
Ey 9y " E [G+ Gx —vG —vGy]

1
Integrando para @ =—[G+ Gx —vG —vGy]
dy E

. 2
V=g { [C3y + Gxy —vGy — UC2y2] —|—g(x)}

Siendo g (x) una constante de integracién.
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Continuacion.

u

Calculando oy

Tenemos de un

'ny:g[;+g)‘i:2:2(l+v)(;5
% y sustituyendo en la ecuacién anterior
u 1. 10f
dy E E Oy
or + Gy =2(14+v)C — de _ Gox

oy Ox

lado solo una funcién de y y en el otro una funcién

de x. Esta ecuacién solo puede ser satisfecha cuando los dos lados
son iguales a una constante Cg.
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Continuacion.

Integrando las 2 partes:

of
— + Gy =C
8y+ 4y =Ce
19)

2(1 —|-U)C5 — £ — Gx =G

Introduciendo las constantes de integracién:
%
fy)=— G5 +Gy+G

2
X
g(X) = — CQT + [2(1 + U)C5 - C6]X + G
Resultando en las funciones de desplazamientos como:
G 5

1 2
U= {(Clx—l— Goxy —vGx — ’UC4X2> -5 +(1+v)G + Gy + C7]

1 2 @
V=g {<C3y+ Gxy —vGy — UC2y2> - 72x2 +(1+v)G — G)x+ Cg]
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Modos de “hourglass”.

El elemento rectangular de cuatro nodos (cuadrilatero bilineal) ofre-
ce un alto grado de precisidn para problemas en los que predominen
estados de traccién o compresidn puras, pero, por el contrario, en
problemas en lo que se presenten fenémenos de flexiéon importantes
el comportamiento de este elemento es bastante deficiente, siendo
necesario utilizar mallas muy finas para obtener resultados acepta-
bles.

La razén de este fendmeno reside en la imposibilidad de la inter-
polacién lineal de los desplazamientos en los lados del elemento ser
incapaz de reproducir la deformada curva que se produce en los es-
tados de flexién, Esto provoca una rigidez excesiva del elemento,
con la consiguiente pérdida de precision.
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Continuacion.

La energia de deformacién del elemento esta produciendo deforma-
ciones cizallamientos en vez de deformacién a flexién. El efecto final
como se menciond anteriormente es que los elementos quedan muy
rigidos sobre la accién del momento flector, provocando desplaza-
mientos errados, tensiones falsas y frecuencias naturales engafiosas

A A A

Sin deformar Deformada Real Deformada aproximada
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Continuacion.

&
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Se recomienda para estos casos utilizar mallas mas refinadas, ele-
mentos de mayor alto orden que tengan compatibilidad con la de-
formacién a flexién o mejorar utilizando la adicién de modos de
deformacién incompatibles vista anteriormente.
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En resumen, elementos inadecuados pueden dar lugar a problemas
de bloqueo de la solucién por excesiva rigidez a cortante y la propa-
gacién de modos de deformacidn de energia nula en mallas regulares
("hourglass”), figura:
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