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1. Introduccion.

En continuacion con las aulas anteriores vamos a introducir otro tipo de elemento
finito como parte de la biblioteca de elementos que estamos construyendo en este curso, o sea
ya tenemos definidos los elementos de tipos resortes (spring), barra (truss) y vigas (Beam), y
el elemento2D de tipo triangular en esta clase vamos a formular nuestro segundo elemento de

tipo 2D en estado plano de deformaciones o tensiones (elemento rectangular).

El procedimiento para desarrollar las ecuaciones sera similar a la de los elementos de
tipo triangulo detallados anteriormente. En los desarrollos de los elementos siguientes

podemos resumir principalmente los siguientes pasos de procedimientos como:

1. Exprese los desplazamientos nodales en funcion de las coordenadas de nodos
y constante C; para obtener la matriz p(x,y)
2. Calcule la inversa de matriz [A]

3. Calcule a matriz N de a funciones de forma, [N]=p(x,y)[A]!



4. Aplique el operador diferencial y obtenga la Matriz Desplazamiento-
Deformacion [B(X)].
5. Defina el estado de tension/deformacion y calcule la integral,
{k°}=| [B@®]"-[D]- [B(X)]dVol
vol

6. Calculo {o€}, {°}

2. Formulacion de la funcion de forma para un elemento 2D de tipo rectangular.

Para iniciar los pasos e introducir las ecuaciones basicas necesarias para el elemento plano
rectangular consideremos la fig 8.1, la cual ha sido discretizada con elementos rectangulares.

Los desplazamientos nodales desconocidos son dados como:
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Figura 8.1 Elemento de tipo rectangular linear.



Seleccion de las funciones de desplazamientos.

Continuando lo que vimos en clases anteriores tenemos que establecer una relacion entre los
desplazamientos dentro del elemento con los desplazamientos nodales, sabemos que el grado
del polinomio de interpolacion es definido a partir del conocimiento del niimero de grados de
libertad del elemento (DOF=8). Siendo definido por las componentes # y v en las direcciones
xy yrespectivamente. La funcion de desplazamiento del elemento sera una funcion lineal con

8 coeficientes:

u(x,y) = Co + Cix + Gy + Czxy (8.3)
v(x,y) = Cy + Csx + Cgy + Cyxy

uxy) = |
Debe ser notar que el coeficiente C3 acompaiia el producto de las variables x e y. La seleccion
de este producto x-y se justifica, desde que ninguna preferencia deba ser dada para las
direcciones x e y de esta forma ambas variables acompafian el coeficiente C3 y con exponente

del mismo grado.

Para propoésitos de una representacion computacional, vamos a representar la Ec (8.3) en

forma matricial.
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Para determinar los coeficientes C de la Ec. (8.4) vamos a sustituir las coordenadas de los

puntos nodales en la Ec. (8.3) como:



En la representacion de forma matricial
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Entonces las funciones de forma pueden ser obtenidas como:

Nl(x'y) =

1 x ¥y Xy
1 x, Y2 X2)2
1 X3 Y3 X3)Y3
1 X2 YVa X4)4
1 x Y1 X
1 x, Y2 X2)2
1 X3 Y3 X3)Y3
1 X2 Ya Xa)a

)

u(xy,y1) Eug = Cy + Cixq + Gy + C3x1y,
v(x1,¥1) E v = Cy + Csxq + Ceyy + Crx1y1
u(xz,y2) Eup = Cp + C1x5 + Gy, + C3x3,
{ V(X2,¥2) E v = C4 + Csxp + Coy, + C7X2Y;

u(x3,y3) = uz = Cp + C1x3 + Cy3 + C3x3Y3
v(x3,y3) = v3 = C4 + Csx3 + Coy3 + C7X3Y3

U(Xg,Ya) = Uy = Cp + Crxg + Coys + C3x4Y,
V(X4 ¥s) S Vs = Cy + Csxy + CoYs + Crx4Ys
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(8.5)

(8.6)

(8.7)



1 x4 Y1 X1
1 x, Y2 X2)2
1 x Yy Xxvy
1 X4 Y4 X4)Ys
N3 (x,y) = 1 x;, Y1 X1
1 x, Y2 X2)2
1 X3 Y3 X33
1 X2 Y2 X4)a

Utilizando la Ec. (6.35)

i No(x,y) =

{u(x,y)} = [Nl{u.} = [N]{d}

1 x4 Y1 X1
1 x, Y2 X2)2
1 x3 V3 X3Y3
1 x Y Xyl
1 x; Y1 Xiyi|’
1 x, Y2 X2)2
1 X3 Y3 X3)3
1 X2 Ya X4Ya

(8.9)

Recordando para N; tal que N; = 1 en el nodo 1 y N; = 0 para los otros nodos con igual

requerimientos para todos los otros nodos, podemos expandir la Ec. (8.9) como:
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Particularizando el caso para el elemento rectangular de la fig 8.1, calculo de las funciones de

forma N;.
1 x ¥y xy 1
1 a 0 0 1
1 a b ab 1
_l1 0 p ol _1 . 1
Ny =50 oy = 3 (@b —bx —ay +xy); N, =5
1a 0 0 1
1 a b ab 1
10 b 0 1
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0 — E(bx - Xxy); (8.11)




1 0 0 0 1 0 0 0
1 a 0 0 1 a 0 0
1 x y xy . 1 a b ab
X
N; = 11 00 bo 00 =E(xy): N, = 11 xo yo Oy =E(ay—xy);
1 a 0 0 1 a 0 0
1 a b ab 1 a b ab
1 0 b 0 1 0 b 0

Retomando la breve revision sobre algunos de los Conceptos basicos de la teoria de

elasticidad.
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Usando la Ec. (8.3) podemos también expresar la deformacion en términos de C; como:

g = C + C3y;
Ey = C6 + C7x; (814)
yxy = CZ + CS + C3x + C7y

Nota: Podemos tirar una conclusion importante de Ec. (8.14) con respecto al elemento en
estudio, las deformaciones calculadas son funciones y se aplican a todos los puntos del
elemento variando linealmente. El elemento de estado plano de temsiones rectangular

presenta un comportamiento mejor que el elemento triangular.

Propone se realizar una comparacion entre el elemento en estado plano de tensiones
rectangular vs elemento en estado plano de tensiones triangular para encontrar las limitaciones

entre ambos elementos.

Utilizando la ecuacion:

{£(0)} = [LI{u(®)} = [LI[N]{u.} = [B®)I{u.} (8.15)

Sustituyendo en la Ec. (8.15) las funciones N;(x, y) dadas:
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Sustituyendo la Ec. (8.16) para la matriz de rigidez como:

y=b ,rx=a

[K°] =t J _0 [BX)]T[C2py|[B(X)] dxdy (8.18)

Realizando una sustitucion para Ec. (8.17) como:

0 ig, 0 igs 0 iga O
1 gl 2 3 4
[B(x)] = E[O hy 0 h, :0 hy :0 h (8.19)

hy g1 thy, g, ths g3 ihy g,

Reescribiendo la Ec. (8.19) como:

[B] = [[B.] : [B] : [Bs] : [B,]] (8.20)

Sustituyendo la Ec. (8.18)

\
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|
i[C(ZD)] [[31] i [B,] ¢ [B3] : [§4]] IdV (8.21)
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Resolviendo Ec. (8.21)



/II[E]T[C]
[ke] — | |[§2]T[C]
B3] [C]

]

(8.22)

Continuando con Ec. (8.22)

(k€] = fv[[ﬁi]T[C][Ej]] av con (i,j = 1,2,3,4)
(8.23)

[k =¢ | [B1€1[B;]|da

Resolviendo la expresion dentro de la integral Ec. (8.23)
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[E] _ [gicllgj + hiC33hj giclzhj + hiC33gj]

Y hiCi29; + giCssh;  hiCoohy + 9;Cs39;
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Finalmente, la matriz [ke] queda representada como:

[e1a] [kaz] [Kis] [Ka]]

k°] = t I[’_‘21] [’_"»22] [’_"»23] [’_‘24]'
(ab)? | [’_‘31] [’_‘32] [’_‘33] [’_‘34] |

[[Kar] [Kaz] [kas] [Kaall

Finalmente, después de integrar se obtiene como:

k11 ki kiz kis kis kie k17 kg
k22 k23 k24 k25 k26 k27 k28
kys kas kss ks ksz Kag
[ke] =t kys kias ke kay kag
kss kse ks7 ksg
Sim k66 k67 k68
k77 k78
k88_
Siendo
bCy;  aCsz C124+C33 —bCy;  aCs3 C12 — C33
u=3, %73 1277 ks =3 T 0 s 2
—bCy;  als bCiy  aCs
kic =———— ki = —kiy; ki, =————; kig = —kq4;
15 6a b 16 12 17 6 3b 18 14
aCy; | bCs3 aCy;  bC33
22 3b + 3q 23 14 24 b 3q 25 12
—aCyy  bCs3 —aCyy | bCs3
ko, = _ . kor = kqa; Koo = . kaa=k
26 b oq 27 14 28 35 + oq 33 11

(8.21)
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