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TEMA IIl. FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS
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1. Introduccién. én de la funcién de forma para un elemento 2D
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2. Derivacién de la matriz de rigidez mediante sus funciones de
forma.
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1. Introduccidn.

En continuacién con las aulas anteriores vamos a introducir otro
tipo de elemento finito como parte de la biblioteca de elementos
que estamos construyendo en este curso, o sea ya tenemos defini-
dos los elementos de tipos resortes (spring), barra (truss) y vigas
(Beam), y el elemento2D de tipo triangular en esta clase vamos a
formular nuestro segundo elemento de tipo 2D en estado plano de
deformaciones o tensiones (elemento rectangular).

El procedimiento para desarrollar las ecuaciones sera similar a la de
los elementos de tipo triangulo detallados anteriormente.
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1. Continuacion.

En los desarrollos siguientes podemos resumir los siguientes pasos
de procedimientos:

1. Exprese los desplazamientos nodales en funcién de las
coordenadas de nodos y constante C; para obtener la matriz
p(x,y);

2. Calcule la inversa de matriz [A] ;

3. Calcule a matriz N de a funciones de forma,
[N]=p(x.y)[A]%:

4. Aplique el operador diferencial y obtenga la Matriz
Desplazamiento-Deformacién [B (X)];

5. Defina el estado de tensic')n/deformacién y calcule la integral,
{k®} = [, [B()I" - [D] - [B(X)] dVol

6. Célculo {o¢}, {ee}
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2. Formulacién de la funcién de forma para un elemento 2D
de tipo rectangular.

Para iniciar los pasos e introducir las ecuaciones basicas necesarias
para el elemento plano rectangular consideremos la figura, la cual ha
sido discretizada con elementos rectangulares. Los desplazamientos
nodales desconocidos son dados como:
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2.1 Seleccion de las funciones de desplazamientos.

Tenemos que establecer una relacién entre los desplazamientos den-
tro del elemento con los desplazamientos nodales, sabemos que el
grado del polinomio de interpolacién es definido a partir del conoci-
miento del nimero de grados de libertad del elemento (DOF=8).
Siendo definido por las componentes v y v en las direcciones x y y
respectivamente.

La funcién de desplazamiento del elemento serd una funcién lineal
con 8 coeficientes:

_ u(x,y) = G+ Cix+ Gy + Gxy
= 1
W) = {u @t Ey )

el coeficiente C3, CG; acompafa el producto de las variables x e y
se justifica , desde que ninguna preferencia deba ser dada para las
direcciones x e y
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Continuacion.

Para propdsitos de una representacién computacional, vamos a re-
presentar la ecuacién en forma matricial:

Go
G
G
G
o
Cs

G

=p(x,y)C (2)
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Continuacion.

Para determinar los coeficientes C de la Ec.(2) vamos a sustituir las
coordenadas de los puntos nodales en la Ec. (1) como:

ulxi,y1) =u =G+ Gxi + Gy + Gxay
V(Xl,yl) =v) = C4 =+ C5X1 =+ C6y1 =+ C7X1y1
u(xa,y2) = up = Go + Cixo + Goyn + Gaxoyo
v(x2,y2) = vo = G+ Gsxo + Goyo + Grxoyo
u(xs,y3) =uz3 = Co+ Cixs+ Gys + CGxzys
v(xs,y3) =v3 =G+ Gxz + Coys + Grxays
u(xa,ys) = us = G+ CGixa + Goys + Gixaya
v(xa,ya) = va = G+ Gsxa + Coya + Crxaya
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Continuacion.

En la representacién de forma matricial:

¢
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V4
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2.2 Funciones de forma.

Entonces las funciones de forma pueden ser obtenidas como:

Nl (X7y) -

[ G T G S Gy
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X4
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ya

X @ y
X2Y2
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X4y
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Continuacion.

1 x1 1 xn 1 x y1 xan
1 x2 y2 ¥ 1 2 y2 Xy
1 x y xey 1 x3 y3  x3y3
Ny (x.y) = 1 xa ya xays C Ne(x,y) = 1 x vy xey
1 x1 y1oxan 1 x1 n xn
1 x y2 xopm 1 x y2 xop
1 x3 y3 x3y3 1 x3 y3 x3ys
1 x4 ya xaya 1 X ya x4y
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Continuacion.

Utilizando la Ecuacién:

{u(x,y)} = [N]{ue} = [N] {d}

Recordando para N; tal que Ny =1 en el nodo 1y N; =0 expan-
diendo como:

uy
Vi
u2
{u(x,y) [Nl 0 N, 0 N3 0O Ny O Vo

( 0 N1 0 NQ 0 N3 0 N4 us
V3
Ug
Vg |




Continuacion.

Particularizando el caso para el elemento rectangular de la figura 1,
cdlculo de las funciones de forma N; como:

1 x vy Xy
1 a 0 0
1 a b ab
N 1 0 b 0 1
=T 0 0 o —E(ab—bx—ay—l-xy)
1 a0 O
1 a b ab
10 b O



Continuacion.

célculo de las funciones de forma N; como:

1 0 0 0
1 x vy Xy
1 a b ab
1 0 b 0 1
Vo= 00 o ap X
1 a 0 O
1 a b ab
10 b O



Continuacion.

célculo de las funciones de forma N; como:

1 00 0
1 a 0 0
1 x vy Xy
1 0 b 0 1
V=00 o a)
1 a0 O
1 a b ab
10 b O



Continuacion.

célculo de las funciones de forma N; como:

1 0 0 0

1 a 0 0

1 a b ab

1 x vy Xy 1

Me="T00 o ~a@ )

1 a 0 O
1 a b ab
1 0 b O
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3.Calculo de las deformaciones.

Retomando la breve revision sobre algunos de los Conceptos basicos
de la teoria de elasticidad :

_ Ou _ Ov ou Ov

Ex—av Ey—@ ;’ny:@‘i‘a

Usando la Ec. (1) podemos también expresar la deformacién en
términos de C; como:

ex = G+ Gy;
ey = CGo + Cox;
Yy = G+ G+ Cax + Gry
Podemos tirar una conclusion importante de ecuacion con respecto

al elemento en estudio, las deformaciones calculadas son funciones
y se aplican a todos los puntos del elemento variando linealmente.,
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Continuacion

Utilizando la ecuacidn:

{e(®)} = [L]{u(x)} = [L][N]{ue} = [B (X)] {ue}

Ny N, ONs SN,
ox 0 ox 0 ox 0 87)(4 0
)| = Ny Ny Ny 1o OMa
[B (X)] 0 M to g io g8 7
ONg  ON3
Ny ONy 1 ONo 9N, 1 ONs 9ONs I Fy  TOx
Jy ox Ty ox © Oy Ox
y—b 0 b—y 0 y 0 : 0
1 )
ab 0 xX—a 0 —x 0 x 0 a—x
a—x -y
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Continuacion

Sustituyendo la ecuacién anterior para la matriz de rigidez como:

=b
K] =t / / T[Con)] [BE)] dxdy  (4)

Finalmente, después de integrar se obtiene como:

(ki1 kio ki3 kia kis kie kiz  kis]|
koo ko3 koa kos kog ko7 kog
ks k3s kss kg ksr ksg

k] = ¢ kaa kas kae kar kag
kss ksg ks7 ksg

5im k66 k67 ksg

k7 ks




Continuacion
Siendo
aC. _ Gy Gss —bC; C Cio—C
kll _1.L + ﬁi k12 — 1% k13 3311 _|_ 36;3 k14 — 124 33
o c kie = —ki2 o c kig = —kia
- 11 alss 11 _ alss
kis = =24 — T2 kit = 53 3b
C bC. C bC.
koo = Zp + 232 koz = —kua koo = Tpt — 32 kos = —k12
_ —aCy bGs3 _ —aCy bGs3
kos = =55 62 kog 3 T 62
ko7 = kia

k33 = ki1
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