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1. Introduccion.

En continuacion con las aulas anteriores vamos a introducir otro tipo de elemento
finito como parte de la biblioteca de elementos que estamos construyendo en este curso, o sea
ya tenemos definidos los elementos de tipos resortes (spring), barra (truss) y vigas (Beam), y
en esta clase vamos a formular nuestro primero elemento de tipo 2D en estado plano de

deformaciones o tensiones.

El sistema de ecuaciones para un elemento 2D sera mas complejo en comparacion con
los elementos anteriores 1D. El procedimiento para desarrollar las ecuaciones sera similar a
la de los elementos de tipo viga unidimensional detallados anteriormente. En los desarrollos
de los elementos siguientes sera establecer principalmente los siguientes tres pasos de

procedimientos como:



1. Construccion de las funciones de forma matriz N que satisfaga las 3
propiedades Ec. (5.8) -(5.9).
2. Formulacion de la Matriz Desplazamiento-Deformacion B.

3. Célculo de {k¢}, {a°}, {£°}

2. Conceptos basicos de la teoria de elasticidad.

Elasticidad 2D. Estado plano de tensiones y estado plano de deformaciones.

Muchos de los problemas en elasticidad pueden ser tratados satisfactoriamente por 2D (2
dimensiones) o “teoria de elasticidad plana” estos estados elasticos generales de tension-
deformacion son reducibles a problemas “planos” o bidimensionales. Estos presentan 2 casos

generales de tipos de problemas en este analisis plano.
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Figura 7.1 Chapa sobre estado plano de tensiones. [10]

La fig 7.1 representa un estado plano de tensiones, la geometria del cuerpo es esencialmente
con 1 dimension mucho menor que las otras. La carga es aplicada uniformemente sobre todo
el espesor. El estado plano de tension puede ser definido como un estado de tensiones en el

cual la tension normal y las tensiones de cortante al plano de mayor area son cero.

O =Tgx = Tgy = 0 (7.1)

(7.2)
Yex = Vzy = 0

g+ 0= —%(O‘x + ay) (7.3)



Generalmente, aquellos elementos finos, cuyas dimensiones en el eje perpendicular al plano
de mayor area son menores que las dos restantes y que estdn sometidos a cargas en las

superficies de fronteras del plano de mayor area son estados planos de tensiones.

El estado plano de deformacion es aquel estado en el cual la deformacion normal y las

deformaciones cortantes al plano de mayor area son cero.

Figura 7.2 Estado plano de deformacion.

Los estados planos de deformacion son caracteristicas de cuerpos con gran longitud en el eje

perpendicular al plano x-y, fig 7.2.

€ = Vxz = Vyz = 0 (7.4)
(7.5)

Tyz = Tyz = 0
(7.6)

o, #0

Estado bidimensional de tensiones y deformaciones.



Es concepto de estado plano de tension, deformacion y la relacion tension-deformacion en los
estados planos son necesarios para el entendimiento del desarrollo y aplicabilidad de la matriz

de rigidez de los elementos 2D.

En la fig 7.3 representamos el estado de tensiones para el elemento infinitesimal (fig 7.1) con
lados dx y dy tiene tensiones normales o, y o, actuando en las direcciones x y y
respectivamente. La tension cortante 7,,, actua sobre el eje y en la direccion de x (cara vertical)

, dado el equilibrio de momentos del elemento resulta que Ty, = Tyy.

Entonces tendremos tres componentes de tension independientes las cuales representamos

mediante la notacion de Voigt como:
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Las tensiones dadas en la Ec. (7.7) seran expresadas en términos de grados de libertad de
desplazamientos nodales. Una vez los desplazamientos nodales sean determinados, estas

tensiones pueden evaluarse directamente.
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Figura 7.3 Estado bidimensional de tensiones.

Las tensiones principales, las cuales son tensiones normales maximas y minimas en un plano

2D pueden obtenerse como:



Ix + 0y (M (7.8)

2
— 2 —
01,02 = 2 2 ) + Txy = Omax) Omin

2T
tan ng = ﬁ (79)
x Yy

La fig 7.4 a) muestra un elemento infinitesimal usado para representar el estado general de
deformacion bidimensionales en algiin punto de la estructura. El elemento muestra un cambio
de lugar en las magnitudes u y v en las direcciones x y y. Las deformaciones normales se
pueden justificar por la accion de las tensiones normales, las tensiones cortantes o de

cizallamientos producen distorsiones, fig 7.4 b).
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Figura 7.4 Desplazamientos y rotaciones de las lineas de un elemento infinitesimal en el

plano x-y.

Consideremos la linea AB en la direccion x estado no deformado, después de una deformacion
se ha convertido en A'B’, siendo u y v los desplazamientos en las direcciones x y y
respectivamente. Asumiendo como u y v funciones continuas y de pequefias magnitudes
comparadas con las dimensiones del cuerpo. Utilizando la definicion de Deformacion normal

de Ingenieria (€) como:



A'B' — AB (7.10)

Considerando AB=dx entonces:

2

Jdu 2 ov
A'B'? = (dx + gdx) + ($dx) (7.11)

2
Para pequefios gradientes de desplazamientos podemos despreciar (%) la longitud de A’'B’

puede ser expresado como:

Ju
A'B" = dx + —dx (7.12)
0x

Resolviendo la Ec. (7.10) la deformacion normal en la direccion x del elemento rectangular

es definida como:

Sx=a—a

Similarmente, la deformacion normal en las direcciones y y z

L (7.14)
L=
dy
_ow (7.15)
27 9z

Retomando la fig 7.4 b) sobre la accion de tensiones cortante solamente, para pequefias
deformaciones el desplazamiento de los puntos de la linea 4D es paralelo al eje x,

considerando pequefias gradientes de rotacion y; yy, K 1 (tany; = y; ;tany, = y,) estas



condiciones los angulos son muy pequefos y la distorsion angular en el eje y esta dada por

(tany, = y, rad):

DD’ _ u (7.16)

" =Dx "3

Similarmente, la distorsion para el eje x como:

_BE _ov (7.17)
Y2 U T ox
La distorsion en el plano xy:
du OJv 718
Yxy =V11t7V2 :@-l'a “ Vxy = Vyx ( )

Similarmente, para planos yz y xz tenemos

Jv ow ow Jdu 719
sz:)/zyzg‘l'@ ) yzx:sz:a‘l'a ( )

Representando la deformacion independiente las cuales representamos mediante la notacion

de Voigt como:

1

I

I (7.20)
I

La relacion entre las tensiones - deformacion para un material isotrépico en condiciones de

estado plano de tension, relacion €(o) en la notacion de Voigt:
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Removiendo las columnas y filas asociadas con las tensiones consideradas cero, la relacion

&(o) es dada como:

N
e 12 E Clg,
—v
[ey -1 2 OI[%] (721
yxy | 1| Txy
I_ 0 0 EJ
E
Donde G = 21)
Ex 1 1 -V 0 Oy
[ey ] =_ [—v 1 0 ay ] (7.22)
Vxy 0 0 2(1+v)1Txy

La funcidn reciproca resultado de la Ley de Hooke a(€) para el estado plano de tension como:



Oy £ 1 11/ 8 £,
v

Oy | = m 1—v [Sy] o {o} = [C(ZD_l)]{g} (7.23)

Txy 0 0 > yxy

Nota: La tension normal €, no es igual a cero, ya que £, no solo depende de la tension normal

0y:

1 —v(ey + &)
& =% [0, —v(oy + )] = ?v)y (7.24)

Nota: Tenga en cuenta que el estado plano de tensiones es siempre una aproximacion que

cuando se trata de un régimen de pequenas deformaciones y el espesor (1) es muy pequerio

en comparacion con las otras dimensiones (L, H), el error cometido al utilizar el estado plano

de tension es pequerio.

La relacion entre las tensiones - deformacion para un material isotrépico en condiciones de

estado plano de deformacion, relacion o (&) en la notacion de Voigt:
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Removiendo las columnas y filas asociadas con las deformaciones consideradas cero, la

relacion o(g) es dada como:



1—v v

Ox E 0 Ex
[0 ] Y 1= 1 _Ozv [Sy] ~ {o} = [C(ZD—Z)]{S} (7.25)
Yy

y =
Ty 1+v)(1-2v) 0 0 .

La tension normal en la direccion z es dada o, como:

G, = EU(Ex + Ey) (726)
1Q+v)(1-2v)

Similarmente, la relacion inversa de (@) como:

[sx] 1+v
Sy -_

1—v —v  0][9%

—-v 1—v 0]|9% (7.27)
y E
xy

0 0 2

Txy

Podemos incorporar los valores E y v para la relacion o(€) en los estados plano de tensién y

deformacion como:

1 v 0

o - €

K N ]

=— 1—p
Txy (1 v ) 0 v Vxy
2
|( ( Tensién {i_' f f
4 j T (7.28)
~» { E.Plano E=——r
| | Deformacion 1 ;UZ)
. -
1—-v



3. Formulacion de la funcion de forma para un elemento 2D de tipo triangular.

Para iniciar los pasos ¢ introducir las ecuaciones basicas necesarias para el elemento plano
triangular consideremos una placa fina sujeta a una carga de traccion superficial #s, Como la

mostrada en la fig 6.5, la cual ha sido discretizada con elementos triangulares.
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Figura 7.5 Placa fina discretizada

La placa se ha dividido en elementos triangulares planos, estos elementos tienes 3 nodos

(1,2,3) y dos grados de libertad en cada nodo (u,v) asociados a las direcciones xy y , fig 7.6

u(x, y)
£(x,y)
o(x,y)

(x2,y2) "z

t-espesor
A-area del tridngulo
V=At-volumen

Figura 7.6 Dominio del elemento triangular plano.



Seleccion de las funciones de desplazamientos.

Al igual que vimos en clases anteriores tenemos que establecer una relacion entre los
desplazamientos dentro del elemento con los desplazamientos nodales, sabemos que el grado
del polinomio de interpolacion es definido a partir del conocimiento del niimero de grados de
libertad del elemento (DOF=6). Siendo definido por las componentes u y v en las direcciones

x y y respectivamente. La funcion de desplazamiento del elemento sera una funcion lineal:

u(x,y) =Cy+ Cix + Cyy

{u(x,y)} = {v(x, ) = Cs + Cox + Cay (7.29)

Para propoésitos de una representacion computacional, vamos a representar la Ec (6.29) en

forma matricial.

weey=[3 5 39 0 et =ranc (730

y
\c.)

Para determinar los coeficientes C de la Ec. (7.30) vamos a sustituir las coordenadas de los

puntos nodales en la Ec. (7.29) como:

(U(xq,y1) Euy = Co + C1x1 + Gy,
v(xy,y1) E v = C3+ Cuxq + Csyq
U(x2,¥2) = Uy = Co + Cix2 + G (7.31)
v(x2,Y2) =V = (3 + C4xy + Csy,

u(xs,y3) = uz = Cp + C1x3 + (Y3
\v(x3,y3) = v3 = C3+ Cux3+ Csys

En la representacion de forma matricial



Cu, ] (1 x, ¥y, 00 O'-CO-
v, 00 O lx1 Yy CI
u, lx,y,00 0] C,
v2 00 O lx2 y2 C3
Uy | | 1xy;9,00 0 C4
v C

[ 73 ] _0 0 0 lx3 s L 5

En forma reescribiendo a Ec. (7.32) en forma compacta como:

{uelex1 = [AlexelClox1

Calculando los coeficientes de C, utilizando la inversa de [A]

[A]7H{ue} = [A]THANCY - [A]7Hue} = [1HC} ~  {C} = [A]"{u.}

Sustituyendo en la Ec. (7.30) en la Ec. (7.34)

{uxy} = pOx )[4 {ue} = [Nl{uc}

Donde la funcion de forma [N], para el campo de desplazamiento esta dada como:

[N]2x6 = p(x! Y)2x6[A]_16x6

La matriz [A]~! . es dada como:

(7.32)

(7.33)

(7.34)

(7.35)

(7.36)



[ X75= V%5 0 *3Y17 V3% 0 XY27 V1%, 0 ]
Vo—¥s 0 Vs=F 0 ¥i=%; 0
(A]-1= X=X, 0 X, =X, 0 X,— X, 0 237
2A° 0 Rpdg—Yaks 0 ¥~ Va4 0 Xi¥p— Yi¥s
0 Y273 0 Y3~= Y, 0 Y177Y2
I 0 X,— X, 0 X =X, 0 X=Xy
Donde

A®: es el area del elemento triangulo.

El area de un triangulo conocida las coordenadas (x,y) de sus vértices puede ser determinada

a través del determinante como:

1 X, y1 1
A= EDet ID| - [D] =[x, y, 1 (7.38)
X3 y3 1

[D] : parametro determinado por matriz de las coordenadas de los vértices del triangulo.

Figura 7.7 Diagrama para el calculo del area de un triangulo



La relacion entre el area (4) y el determinante [A] puede ser relacionada:

24° = det([A]) = x,(y2 — y3) + x2(y3 — ¥1) + x3(y1 — ¥2) (7.39)

Nota: Demostracion el area de un tridangulo es dada por el producto de la base por la altura:
o 1.1
A¢ = Ebh = Eb -a-sen(8) (7.40)
Utilizando el triple producto escalar de 2 vectores es dada por la expresion:
- > - 1
k-(axb)==b-a-sen() (7.41)
2
Utilizando la Ec. (7.40) —(7.41):

e 1—> N g 1_> Z) ]
A :Ek(aXb)_ k - det Xo — X1 Y2 — V1

_ 2 (7.42)
2
X3—X1 Y3s—W

o O X

Donde
d: (e —x)l+ 2 —y)Ji

b:(xs—x)i+ (s — 1)

Nota: Desarrollo del producto vectorial esta basado en la regla de la mano derecha para la
definicion del angulo 6 , esta seria una de las razones para numerar los nodos en sentido
antihorario, es facil verificar si los nodos son numerados en sentido horario se obtén un area

negativa (las dos filas del determinante deben ser intercambiadas, se modifica el signo).

Calculando la Ec. (7.36)



[N] — [Nl(x'y) 0 Nz(X,Y) 0 N3(X,y) 0 ]
0 My : 0 N,(x,y) & 0 N, (x, y) (7.43)

Las funciones N;(x,y) dada:

1

Ny(x,y) = ﬂ[x(J’Z —¥3) +y(x3 — x2) + (x2¥3 — X3¥2)] (7.44)
1

Ny(x,y) = 24 [x(y3 —¥1) + y(x1 — x3) + (X317 — ¥3%1)] (7.45)
1

N3 Cr,y) = o [x(n = ¥2) + ¥ 0 = x10) + (ay2 = y1y2)] (7.46)

En el aula anterior fue obtenida la ecuacion para la matriz de rigidez de un elemento genérico

como:

(k) = f [BCON D] - [BG)dvol (7.47)

Recordando que [B(x)] es la matriz que permite relacionar los campos de desplazamientos
nodales con los campos de deformaciones dentro del elemento y es chamado de Matriz

Desplazamiento-Deformacion.

Retomando la breve revision sobre algunos de los Conceptos basicos de la teoria de

elasticidad.

du v du Jdv
- . - . e 7.48
ox & oy ' Yay dy T ox (7.4%)

Ex



Para propositos de una representacion computacional, vamos a representar la Ec. (7.48) en

forma matricial y sustituir Ec. (7.35):

roou r 0 0 7
e 0x ox
x ov 0
S5 o st
Vay dy dy|w(x,y)
6u+6v 0 d
\0x Jy/) Loy oOx] 249
[0 0 Ui (749)
ox u
_lo 9 [N1(X'3’) 0 Ny (x,y) 0 IN3(x, y) 0 ] U,
ay 0 Ni(x,y) ¢ 0 Ny(x,y) ¢ 0 N3(x,y)] vz
0 0 u3
[0y Ox] [ v, |

En la Ec.(7.49) denotamos por [L] la matriz que contiene las derivadas parciales,

reescribiendo para [B(x)].

i [L][N] = [B(0)] (7.50)

De las expresiones anteriores definimos la relacion entre la deformacion dentro del elemento

como:

{e()} = [Li{u(0)} = [L][N]{uc} = [B(x)]{uc} (7.51)

Sustituyendo en la Ec. (7.50) las funciones N;(x,y) dadas:



(9 41
0x 0 |
_1o 2| MG OG0 i) ]
ayjlL 0 Ny(x,y) ¢ O Nz (x, y) Ny(x,y)
0|
9y oxl
oo o
0x 0x T ox
oN, 0N O
B dy dy dy
oN, ON, 9N, N, ON; oN,
[dy 0x ~dy dx =~ dy Ox|
Donde
N, 19 1
% 249% —[x(y2 —¥3) T+ y(x3 — x3) + (X293 — X3Y2)] = 24 =2 —y3)
oN, 1 @ 1
W = ﬂ@ [x(y2 —y3) + y(x3 — x2) + (X253 — x3¥2)] = ﬂ(% - X3)
N, 139 1
% 2A0% —[x(y3 —y1) + y(x1 — x3) + (X3Y1 — ¥3x1)] = ﬁ(% - y1)
N, 139 1
ay =5a 3y —[x(y3 —y1) + y(x1 — x3) + (X3y1 — ¥3%1)] = ﬂ(% — X3)
Ny 19 1
% 2A0% —[x(y1 —¥2) +y(x2 — x1) + (12 — V1Y2)] = ﬂ()ﬁ = Y2)
Ny 19
ay =51 3y ——[x(y1 —¥2) +y(x2 — x1) + (12 — ¥1Y2)] = ﬂ(xz —X1)

(7.52)

(7.53)

(7.54)

(7.55)

(7.56)

(7.57)

(7.58)



Sustituyendo en la Ec. (7.52):

1 [Y2— V3 0 P Y3 T 0 P Y12 0
[B(x)] = 7 0 X3—X; i 0 Xy — Xz 0 x, —x1| (7.59)
Xz =Xz Y2—Y¥3 P Xy—X3 Y3—Y1 ! Xp—X1 Y1—Y2

En la Ec. (7.59) denotamos por B4, B; B3, reescribiendo para [B(x)].

[B(x)] = [[B1lsx2 [Bzlsxz [B3lsx2] (7.60)

Nota: Siempre que el campo de desplazamientos sea linear, la matriz B(x) es constante
dentro del subdominio y como consecuencia el campo de deformacion y tension también
dentro del subdominio. Por esta razon el subdominio del triangulo es llamado ‘“‘constant

strain triangle - CST.

Utilizando la Ec. (7.48) para las derivaciones de las funciones de interpolacion de

desplazamientos seleccionadas:

ou

v

ov
& =5-=01; €y=E=C5 » Yoy =

La Ec. (7.61) nos muestra una conclusion importante del elemento en estudio, las
deformaciones calculadas se aplican a todos los puntos del elemento y son contantes a causa
de la seleccion de las funciones de desplazamientos de primer grado para representar los

desplazamientos, esta es una serie limitacion del elemento triangular.

Sustituyendo la Ec. (7.47) para la matriz de rigidez como:

[k¢16x6 = [B(O)]"[Ciap)][B(2)] dv (7.62)
V=4t



Calculando la Ec. (7.61) con area (A), espesor (t) y volumen (v=At).

[k®l6xe = [B(x)]T6x3[C(2D)]3x3 [B(x)]3x6 A"t (7.63)

Nota: Pudimos obtener de forma explicita la matriz de rigidez por medio de la multiplicacion
de matriz Ec. (7.63), pero en algunos casos la forma explicita de la matriz [k®] no es tan facil
para obtener, entonces tenemos que resolver con la integracion numérica (también llamada

de “cuadrature”) para resolver la Ec. (7.47).

Sustituyendo en la Ec. (7.28) con la Ec. (7.51) para el calculo de las tensiones en funcion de

los desplazamientos nodales:

{o(x,y)} = [C(ZD)]{S(x: Y} = [C(ZD)][B(x)]{ue} (7.64)

Para propositos de una representacion computacional, vamos a representar la Ec. (7.63) en

forma compacta:

[k¢lexs = At [[Bi]"[Ceany][B)]] (ij=1.23) (7.65)
Considerando
Ci1 G2 O
[Capy] =€z C2z 0 (7.66)
0 0 Cu

Podemos reescribir como:

) €11 Gy qj 0 1
[B:]"[C][B)] = 4A2 ‘g [(;L 31][(;12 Cyz 0] [(;) Bj :w[kﬁ] (7.67)
j 9



Donde

a;Ci1q; + .BiC33.Bj

[k- ] _ [ ainBj + .BiC33aj] (7.68)
Uloxa ™ ﬁiclzaj + aiC33ﬁ]’ ’

.BiCZZ.Bj + ;3305

La matriz de rigidez [Kk€] :

(el Peia] ks
[ke]sxeza [ko1] [kz2] [kas]| =
[k31] [ks2] [kss3]

(7.69)

Sendo

ki = a12C11 + .312C33 ;
kis® = a1Ci2B; + B1Ca3az;
kzo = .312C22 + ;% C3;
kas® = B1Cipaz + a1 C33B3;
k3s® = ayCiof; + BrCi3aty;
kas® = Br°Cop + a2%Ca3;
kss® = az?Ciy + B3’ Cas;

a1 =Y2— Y3
B1=x3—x;

La funcion de forma para el elemento triangular (CST), fig 7.8.

ki2° = a1 Ci2B; + PBrCazay;
kis® = a,Ciqaz + B1C33Ps;
kz3® = B1Ciza; + a1 C33B;
ka6® = B1Co2Bs + a1 C33a3;
kss® = azCrias + B,C33P5;
kis® = B2Cr2a3 + a;C33P3;
kse® = a3CiaB3 + B3Cs3s;

A =Y3— M1
B2 = X1 — X3

ki3® = a;Ci10a; + B1Cs3P5;
ki6® = a1Ci2B3 + B1Cazas;
k2a® = B1Co2Bs + a1 C330;
k3s® = @,%Ciy + By Cas;
k36’ = @,C12B3 + BoCazats;
kas® = B2Cr2B3 + ayC33a
kes® = B3 Cap + a3%Cs3;

a3 =Y1— V2
B3 =x; —x;

(7.70)

(7.71)
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Figura 7.8 Funciones de forma para un elemento triangulo. [13]

Obtencion de las funciones de forma utilizando otra via.

A continuacion, consideremos la funcion de desplazamiento en x como:

u(x,y) =Co+ Cix + Cyy (7.72)
Sustituyendo los valores nodales en la Ec. (7.72):

u, = CO + Clxl + Czyl
uz = CO + Cle + Czyz (7.73)
U,3 = CO + Clx3 + Czy3

Para propoésitos de una representacion computacional, vamos a representar la Ec (6.73) en
forma matricial:



Uq 1 % »ny(Co
{uz} =1 x2 ¥ Cl} (7.74)
Uus 1 X3 y3 CZ

Para determinar el valor de los coeficientes de C; usamos la Regla de Cramer como:

U X1 ) 1w oy 1 x w
Uy X Y2 1 u 1 x u
_ Uz X3 Y3 . 11 uy ys 11 x5 ug 775
Co_l X1 N ’ Cl_l X1 W1 'Cz_l X1 M1 (7.75)
1 x ¥ 1 x v 1 x v
1 x3 y3 1 x3 3 1 x3 3
Donde |*| = det(x) ,y Ec. (7.76)
1 x5 »n 1 % »n
1 x, yl=det||1 x, v,||=24 (7.76)
1 x5 ys3 1 x5 y;3
Vamos a representar la Ec. (7.75) como:
U X1 )N
Xy Y X1 Yy X1y
U X Ya|=u, |x§ y§|—u2 |x; y;|+u3 |x; y;| (7.77)
Uz X3 Y3
1 vy »
1 1
1 U, Y| = —Uy 1 iz +u2 1 ;; — U3 1 ;z (778)
1 us y;
1 x; w
1 x 1 x 1 x
1 xz uz =u1 1 xz —u2 1 1 u3 1 Xl (7'79)
1 x3 ug 3 2

Sustituyendo en la Ec. (7.72) las Ec. (7.77-7.79):



1 % »n
1 xZ y2 u(x:Y)
1 x5 y3
—u |x2 }’2|_u |x1 J’1| |x1 J’1|
ixs  ys Zlx3  y3 3% ¥z (7.80)
1 1
+x( Y2 fug g ;1 _ )’1)
3
+y(u1 1 x, —uzi ;cl 1 x1>
3
Reagrupando la Ec. (7.80) note que:
1 x ¥
1 xz yZ u(XIY)
1 x3 y3
<| 2 |_ 1 yZ 1 x2>
X3 1 y; 1 x3 (7.81)
¥ N S o B b -1
+”2< ey 3l 1 v~ x3)
X1 N 1 »n 1 x
+U3 <|x2 y2|_x 1 yz y 1 x2>

Vamos a representar la Ec (6.81) convenientemente para u; propdsitos computacionales

como:

1 x vy
(TR I A
X3 3 3
1 x5 y3
1 x
X, Y1 1 y 1 xl) 1
2(‘ x - =u,|l x y (7.83)
|x3 }’3| 1 y?) 1 X3 1 x3 y3




1 x »n

1 1 y 1 x )
( _ —u |l % ¥, (7.84)
X
| 2 | 1 yz 1 XZ 1 x y
El desplazamiento de la Ec. (7.81) puede ser expresado como:
1 x vy 1 % ¥ 1 %1 »n
1 x, ¥ 1 x vy 1 x, vy
_ 1 x5 Y3 1 x5 y3 1 x vy 785
u(x,y) =uy T %, +u, T %, + us T x, (7.85)
1 x ¥y 1 % ¥ 1 x ¥y
1 x5 y3 1 x5 3 1 x5 y3
Definimos las funciones de formas Ec. (7.85) como
1 x vy 1 % »n 1 % ¥
1 x v 1 x vy 1 % ¥
1 x5 y3 1 x3 y;3 1 x y
Ny(x,y) = =———=; Np(x,y) = ———; N3(x,y) = (7.86)
1(X y) 1 X1 Y1 Z(X y) 1 X1 Y1 3( y) 1 X1 V1
1 x vy 1 x, ¥ 1 x y
1 x5 y;3 1 x3 y3 1 x3 y;3
Para establecer la matriz [B(x)] que contiene las derivadas parciales Ec. (7.50):
1 x vy 0O 1 o0
0
Ix 1 x ¥ 1 x ¥
Ny 11 %yl N x5 yal Y273 (7.87)
dx 1 % »n 1 % »n 2A
1 x v 1 x ¥
1 x3 y3 1 x5 y3




1 x y; (0 0 1
d
@ 1 Xy Y2 1 X2 Y2
ONy _ 711 x5 ysl _ 11 x5 ysl _X3—% (7.88)
ay 1 X1 V1 1 X1 )1 2A
1 Xy Yo 1 X2 Y2
1 X3 Y3 1 X3 Y3

Normalizacion del espacio de Funciones de forma de elementos triangulares

Es de gran interés practico que en el intervalo en el que se aproximen las funciones de forma

este normalizado, el elemento triangular de la fig 7.9.

bn=¢£;
L=1-£—p
(E¥=05"=1) L=¢§
Ly=n
"ﬁﬂ =k
(EM=0p%=0) (£0=1.57=0)

Figura 7.9 Elemento triangular de 3 nodos — Espacio normalizado [13].
Utilizando la definicion de la Ec. (7.86) definimos las funciones de formas como:

Para propositos de representacion tal que Ly =1—¢6—n; L, =& ; Ly =n que son

conocidos como Coordenadas de Area.

Otro método alternativo y eficaz para crear funciones de forma para elementos triangulares
es utilizar las llamadas Coordenadas de Area L1, Ly y Ls. El uso de las coordenadas de areas

conduce inmediatamente a las funciones de forma para elementos triangulares.

Es conveniente expresar la posicion de un punto arbitrario P(x,y) en funcién de las

coordenadas de area (L1, L2 y L3), que constituyen el nuevo sistema de referencia.



Considerando el punto P(x,y) dentro del triangulo fig 7.10 , formando un sub-tridngulo 2-3-

P. El area de este sub-triangulo es denotado como A1, y puede se calculado usando la formula:

Figura 7.10 Definicion de las Coordenadas de areas. [10]

1 x vy
1 1
Ay =511 X2 yal =S[(X2Y3 = X3Y2) + (V2 = ¥2)x + (x5 = x3)y] (7.89)
1 x3 3

La coordenada L es entonces definida como:

‘11
L, =— 7.90
! Ae ( )

Analogamente, se cumple para Ly y L3 por lo quedan definidas las Coordenadas de Area. Es

muy facil confirmar la propiedad unitaria de las coordenadas de area L1, L» y Ls.

En segundo lugar, estas coordenadas de Coordenadas de Area tienen propiedades de la
funcion delta. Por ejemplo, L1 definitivamente sera cero si P(x,y) esta en los nodos remotos 2

y 3,y sera la unidad si P(x,y) esta en el nodo 1.



Otro aspecto importante de emplear las funciones de forma en Coordenadas de Area es su
sencillez de integracion para el calculo posterior de matrices de rigidez. Para ello podemos
utilizar las siguientes expresiones correspondientes a la integracion a lo largo de una linea, en

un area o en un volumen, respectivamente.:

leaLzde=Lb!S (7.92)
@+b+1) :
S
(7.93)
@, by caa a'b!c!
leLZ%CM_(a+b+c+DﬂA
A
(7.94)

fLaLbL ey dgy — alb!c!d! 31y
1Tz s e (@a+b+c+d+3)"
%4

Donde S es la longitud del elemento de integracion, A es el area, V el volumen, n! el factorial

de n.

Figura 7. 11 Coordenadas de Area — Triangulo con 3 nodos.[13]



El elemento triangular mas sencillo que se puede emplear es el de 3 nodos, fig 7.11. El nodo
1 unicamente depende de la Coordenadas de Area L1, ya que en este nodo Li= L,=0. Para

obtener su funcion de forma se emplea el polinomio de Lagrange con 2 puntos =2, como:

L,—L,%® L,-o0

N. (L) = = =L (7.95)
1( 1) Ll(l) _ L1(2_3) 1=-0 1

Donde L1(2_3) es valor de la Coordenadas de Area L en la arista que une los nodos 2 y 3.



