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Instituto de Matemática y Estad́ıstica Prof. Rafael Laguardia (IMERL)
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Práctico 3
Probabilidad

Material para hacer práctico 4 (disponible en EVA):

Presentación Regresión lineal (Teórico 4/9)

Presentación Regresión lineal 2da parte (Teóricos 9/9 y 11/9)

Laboratorio Práctico 4 en Python/Laboratorio Práctico 4 en R
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Repaso teórico
Regresión lineal simple

Objetivo: establecer una relación entre una variable dependiente Y y una variable
independiente x para poder hacer predicciones sobre Y cuando se conoce x.

y = f (x) + ϵ

Modelo regresión lineal simple:
y = β0 + β1x + ϵ

Donde:

y es la variable dependiente.

x es la variable independiente.

β0, β1 son parámetros desconocidos.

ϵ es el error aleatorio.
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Repaso teórico
Regresión lineal simple

Dado un conjunto de datos (xi , yi ) para i = 1, 2, . . . , n, el objetivo es encontrar los coeficientes
β0 y β1 de la mejor recta:

ŷi = β0 + β1xi

¿Cómo definimos mejor? Vamos a medir qué tan lejos está nuestra predicción ŷi del valor
verdadero yi

ei = yi − ŷi

= yi − (β0 + β1xi )

Queremos a minimizar la suma de los cuadrados residuales (SCR)

SCR =
n∑

i=1

(yi − ŷi )
2 =

n∑
i=1

(yi − (β0 + β1xi ))
2

Aplicando el método de ḿınimos cuadrados obtenemos:

β̂1 =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2

β̂2 = ȳ − β̂1x̄
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Repaso teórico
Regresión lineal simple
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Repaso teórico
Regresión lineal simple
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Práctico 4
Regresión lineal simple

Ejercicio 1: Mediciones apareadas y normal bi-variada

La siguiente tabla resume los puntajes de dos pruebas de matemática de un grupo de estudiantes:

Prueba Media Desv́ıo estándar
1era prueba 120 10
2da prueba 130 9

Correlación: 0.6

Asumir que los datos se distribuyen como una normal bi-variada.

1 ¿Qué nota pronosticaŕıas para la 2da prueba a un estudiante que sacó 115 en la 1era?

2 ¿Cuál es la probabilidad de que tu pronóstico anterior sea erróneo por más de 5 puntos?
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Ejercicio 1

Parte 1.

Recordar que en el teórico vimos que si (X ,Y ) tiene distribución normal bi-variada de parámetros
(µX , µY , σ2

X , σ
2
Y , ρ), entonces

U = ρV +
√

1− ρ2Z

con

U =
Y − µY

σY
∼ N (0, 1); V =

X − µX

σX
∼ N (0, 1)

y Z ∼ N (0, 1) independiente de V .

En este caso la función de regresión de Y sobre X es:

Ŷ = R(x) = µY + ρ
σY

σX
(x − µX )

Para hallar R(115), sustituir los parámetros por los valores dados en la tabla.
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Ejercicio 1
Parte 2

Parte 2.

Nos interesa calcular P(|Y − Ŷ | > 5|X = 115):

P(|Y − Ŷ | > 5) = P
(∣∣∣∣Y − µY − ρ

σY

σX
(X − µX )

∣∣∣∣ > 5|X = 115

)
= P

(∣∣∣∣Y − µY

σY
− ρ

X − µX

σX

∣∣∣∣ > 5

σY
|X = 115

)
= P

(√
1− ρ2|Z | >

5

σY
|X = 115

)
= P

(
|Z | >

5

σY

√
1− ρ2

)

= 2

[
1− P

(
Z ≤

5

σY

√
1− ρ2

)]
≈ 0,48

La probabilidad de que el pronóstico sea erróneo por más de 5 puntos es 0.48.
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Práctico 4
Regresión lineal simple

Ejercicio 2: De tal palo, tal astilla

Datos de una población indican que la altura de madres e hijas se ajustan a la
distribución normal bi-variada con correlación 0.5. Ambas variables tienen media 1.63m y
desv́ıo 0.05m.

1 Hallar las ecuaciones de las rectas de regresión.

2 La altura de dos amigas difiere en 5 cm. ¿Cuál es tu pronóstico para la diferencia de
alturas de las madres?

3 Entre las hijas que miden más que la media, ¿qué porcentaje son más bajas que sus
madres?

4 Una madre mide menos que la media. ¿Cuál es tu pronóstico para la altura de su
hija?
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Ejercicio 2

X = altura de las hijas

Y = altura de las madres

Parte 3: Entre las hijas que miden más que la media, ¿qué porcentaje son más bajas que
sus madres?

Queremos calcular

P(X < Y |X > µX )

Como X ,Y tiene distribución normal bivariada, tenemos

U = ρV +
√

1− ρ2Z

donde

U =
Y − µY

σY
V =

X − µX

σX

y Z tienen distribución normal estándar, y además V es independiente de Z .

Ahora bien, como µY = µX y σY = σX

P(X < Y |X > µX ) = P(V < U|V > 0)
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Ejercicio 2

P(V < U|V > 0) =
P(V < U,V > 0)

P(V > 0)

Como V ∼ N (0, 1), es claro que

P(V > 0) =
1

2

Pero P(V < U,V > 0) es dif́ıcil de calcular. Para enteder intuitivamente qué es,
pensemos en el diagrama de dispersión de los puntos.

Para distintos valores de correlación entre dos normales:

Figura: Wikipedia

En nuestro caso ρ = 0,5.
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Ejercicio 2

P(V < U,V > 0) es aproximadamente la
proporción de puntos violetas.

Podemos aproximarla numéricamente!

https://colab.research.google.com/drive/

1pDrH1TsvlponOS-0PN6eVdJiR3NOu7pY#scrollTo=V6Eer_sL9jwM
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Ejercicio 2

Entonces

P(X < Y |X > µX ) = P(V < U|V > 0) =
P(V < U,V > 0)

P(V > 0)

=
0,1667

0,5

= 0,33

Nota: La probabilidad P(V < U,V > 0) se puede aproximar anaĺıticamente haciendo
cuentas (calculando ángulos y usando propiedades de normales bivariadas).

Aqúı vemos el poder de las simulaciones para aproximar (rápidamente) una probabilidad
dif́ıcil de calcular.
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Práctico 4
Regresión lineal simple

Ejercicio 3

La cantidad de cierto producto qúımico que se disuelve en una cantidad de agua dada, a varias
temperaturas, está dada por la siguiente tabla:

Y = cantidad disuelta 8 12 21 31 39 58
x = temperatura 0 10 20 30 40 60

Encontrar un intervalo de confianza para β1 al 95% al regresar Y sobre x .
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Ejercicio 3

El modelo de regresión lineal es:

Y = β0 + β1x + ϵ

De acuerdo a lo visto en el teórico, usando ḿınimos cuadrados obtenemos

β̂1 =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2

El intervalo de confianza al 100(1− α)% para β1 es:

[β̂1 − tn−2(α/2)s.e(β̂1), β̂1 + tn−2(α/2)s.e(β̂1)]

donde tn−2(α/2) proviene de la distribución t de Student con n-2 grados de libertad y un
nivel de significancia del 5% y

s.e(β̂1) =

√
1

n − 2

SRC∑n
i=1(xi − x̄)2

=

√
1

n − 2

∑n
i=1(yi − ŷi )2∑n
i=1(xi − x̄)2

es el estimador del desv́ıo estándar de β̂1.
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Ejercicio 3

Para encontrar tn−2(α/2) tenemos que ver la tabla de la distribución t de Student para n− 2 = 4
grados de libertad y α/2 = 0,025:

Figura: www.studocu.com
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Ejercicio 3

Luego tn−2(α/2) = 2,776.

Podemos chequearlo en Python o R!

https://colab.research.google.com/drive/1pDrH1TsvlponOS-0PN6eVdJiR3NOu7pY#
scrollTo=V6Eer_sL9jwM
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Práctico 4
Regresión lineal simple

Ejercicio 4

Los siguientes datos representan la altura x y el peso Y de 12 individuos. Aplicar un modelo de
regresión lineal para predecir el peso a partir de la altura.

Altura (x) Peso (Y)
163 62
163 63
165 65
166 67
168 68
169 69
170 70
170 72
171 71
172 70
172 72
174 74

Probar un TdH de que la pendiente es nula (i.e la altura no sirve para predecir el peso).
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Ejercicio 4

La ecuación del modelo de regresión lineal es:

Y = β0 + β1x

donde β0 es el intercepto y β1 es la pendiente.

Queremos estimar β0 y β1 a partir de los datos, para construir el modelo.

Vamos a hacer el siguiente test de hipótesis (TdH):

H0 : β1 = 0 (la pendiente es cero, la altura no predice el peso).

H1 : β1 ̸= 0 (la pendiente no es cero, la altura śı predice el peso).

Sugerencia: Para generar algo de intuición conviene graficar los datos (diagrama de
dispersión).
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Ejercicio 4

Para el TdH necesitamos calcular el valor T1 para la pendiente:

T1 =
β̂1

s.e(β̂1)

donde s.e(β̂1) es el error estándar de la pendiente:

s.e(β̂1) =

√
1

n − 2

SRC∑n
i=1(xi − x̄)2

=

√
1

n − 2

∑n
i=1(yi − ŷi )2∑n
i=1(xi − x̄)2

Después comparamos T1 con el valor cŕıtico tn−2(α/2):

Si el valor T1 calculado es mayor en valor absoluto que el valor cŕıtico, se rechaza la
hipótesis nula.

Si el valor T1 no es significativo, no se puede rechazar la hipótesis nula.
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Viernes 20/9: No hay práctico (asueto Universidad)

Viernes 27/9: semana parciales FING
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