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MÉTODO DE MÍNIMOS CUADRADOS (LSQA) 
 

Como ya sabemos este método realiza un ajuste de las observaciones de forma tal que la suma 
cuadrática de los residuales debe ser mínima, modificando mínimamente las observaciones 
realizadas y realizando un ajuste con independencia del observador. 
 

El método de Mínimos Cuadrados se puede aplicar mediante dos algoritmos de resolución:  
 ��� + � → ADJUSTMENT BY ELEMENTS  Ajuste de Mínimos Cuadrados de las Magnitudes 
 ��� + � →  CONDITION ADJUSTMENTS  Ajuste de Mínimos Cuadrados de las Correcciones 

 

Para la resolución de un problema se podrá optar por ambas técnicas.  
 

 

(I) AJUSTE DE MÍNIMOS CUADRADOS ADJUSTMENT BY ELEMENTS   
AMC+M 

 

Esta técnica mediante su proceso de resolución permite el cálculo directo de las magnitudes. 
 

Este tipo de ajuste tiene las siguientes características: 
 

• Las ecuaciones de condición incluyen observaciones y parámetros incógnita. 

• El número de ecuaciones de condición es el mismo que el de observaciones. 

• Cada ecuación de condición contiene una sola observación con un coeficiente igual a 1. 
 

 

La forma en que escribimos las ecuaciones es la siguiente: 
 �� + �	 = � 

 

Donde:   

 ��⏟���������������
= �⏟����������������

+ �⏟������� � �����!��
 

B es formada por los coeficientes de los parámetros 

Δ contiene a los parámetros d  está formada por las constantes del método 

 

Entonces: $� + �% + �	 = �  � + �	 = � − �()*+  
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Por lo tanto la forma en la que se expresan las ecuaciones de condición es la siguiente: 
 , + -. = / 

ADJUSTMENT BY ELEMENTS    
 

 �0 + 10020 + 10323+. . . . . . . +10�2� = 50 �3 + 13020 + 13323+. . . . . . . +13�2� = 53 

. 

. 

. �� + 1�020 + 1�323+. . . . . . . +1��2� = 5� 

 

 

Donde:  
 v → Errores residuales  b → Coeficientes numéricos de los parámetros  

τ → Parámetros incógnitas f → Constantes numéricas  

 

 n = número de observaciones n: = número mínimo de observaciones r = ecuaciones redundantes u = números de parámetros  

 

 

Si lo expresamos en notación matricial, nos queda: 
 

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡
�0�3...��⎦⎥

⎥⎥
⎥⎤ +

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡
100 103 . . 10�130 133 . . 13�. . . . .. . . . .. . . . .1�0 1�3 . . 1��

.
⎦⎥
⎥⎥
⎥⎤ ∗

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡
2023...2�⎦⎥

⎥⎥
⎥⎤ =

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡
5053...5�⎦⎥

⎥⎥
⎥⎤
 

 
 , + -. = / 
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Ejemplos: 
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c  

a  

b  

 

En la siguiente figura se midieron los ángulos a, b y c. Escribir las ecuaciones de condición 

apropiadas bajo la forma D + EF = G. 
 
 

Las ecuaciones las podemos escribir como: H + �� = H̄ 1 + �� = 1�  J + �K = 360 − H̄ − 1�  

 

Ordenando, tenemos: 
 �� − H̄ = −H �� − 1� = −1 �K + H̄ + 1� = 360 

 

Llegamos a una expresión de la forma: 
 O�P + O�	P = O� − �P = 5 

 

Donde: 
 

� = Q�����K R   � = Q−1    0  0 −1  1    1R   	 = TH̄1� U   � = Q 00360R   � = VH1JW  5 = V −H−1360 − JW 
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(II) AJUSTE DE MÍNIMOS CUADRADOS CONDITION ADJUSTMENTS AMC+C 
 

Esta técnica mediante su proceso de resolución permite el cálculo directo de las correcciones. 
 

Este tipo de ajuste tiene las siguientes características: 
 

• En las ecuaciones de condición no se incluyen los parámetros incógnitas. 

• El número de ecuaciones de condición es igual al de mediciones redundantes. 
 

La forma que escribimos las ecuaciones de condición es la siguiente: ��  ⏟���������������
= � 0X����������������

+ �⏟  0����� � �����!
 

                                                                 
                                                           ��  ⏟ = � 3X + �⏟  3 … 

                                                   �0+�0-�3-�3=0      �0-�3=−�0+�3=f → 

 Y� = � − Y�()*+  

Por lo que las ecuaciones de condición se expresan de la siguiente forma: 

 Z, = /  
 H00�0 + H03�3+. . . . . . . +H0��� = 50 H30�0 + H33�3+. . . . . . . +H3��� = 53 

                              . 

. 

                  . 

 H�0�0 + H�3�3+. . . . . . . +H��� = 5� 

 

 

Donde:  � →Errores residuales H →Coeficientes numéricos 

    5 →Constantes numéricas 

 

Si lo expresamos en notación matricial, nos queda: 
 

⎣⎢
⎢⎢
⎡.

H00 H03 . . H0�H30 H33 . . H3�. . . . .. . . . .H�0 H�3 . . H��⎦⎥
⎥⎥
⎤ ∗

⎣⎢
⎢⎢
⎡�0�3..��⎦⎥

⎥⎥
⎤ =

⎣⎢
⎢⎢
⎡5053..5�⎦⎥

⎥⎥
⎤
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Ejemplos:  
Se considera un triángulo, del mismo se conocen sus tres ángulos internos. Si ajustamos el 
triángulo por el método de mínimos cuadrados, las ecuaciones de condición son las siguientes: 

 [̄ + \� + ]̄ = 180_�  

$[ + �`% + a\ + �bc + a] + �dc = 180 

 ,e + ,f + ,g = hijkl − $e + f + g%(mmm)mmm*Zn(mmmmm)mmmmm*/
 

 

Y = O1,1,1P      y       � = Q[\]R 
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(I) ALGORITMO AMC + M  
 

Si trabajamos con observaciones de igual precisión y no correlacionadas, la función que vamos 
minimizar es: 

p = �03 + �33+. . . . . . . +��3 = q ��3
�
0

 

 
Para observaciones de distinta precisión no correlacionadas, la función que vamos a minimizar 
es: 

p = r0�03 + r3�33+. . . . . . . +r���3 = q r���3
�
0

 

 
Como vimos anteriormente, la forma en la que se expresan las ecuaciones de condición es la 
siguiente: v + BΔ = f 

 

 

En este método intervienen u parámetros a determinar y n residuales, teniendo un total de n +u incógnitas, con lo que estamos en presencia de un sistema de n  ecuaciones con n + u  

incógnitas, por lo tanto es indeterminado. 
 

El Método de Mínimos Cuadrados, en su proceso, resuelve esta indeterminación incorporando u 

ecuaciones de condición (ecuaciones normales), tal que el sistema tenga dimensión $n + u% ∗$n + u% y con ello obtener una única y óptima solución. 
 

La forma de construir las ecuaciones normales es la siguiente: 
 

Si sustituimos en la función de mínimos cuadrados φ = w0v03 + w3v33+. . . . . . . +wuvu3 los 

residuales que están en función de los parámetros y luego derivamos φ respecto de cada unos 
de los parámetros e igualando a 0 para hallar el mínimo, se obtienen las u ecuaciones normales. 

 φ = v′Wv      ⇒ φ = $f − BΔ%′W$f − BΔ% D + EF = G → D = G − EF                      φ = $f′W − Δ′B′W%$f − BΔ% 

φ = f′Wf − Δ′B′Wf − f′WBΔ+ Δ′B′WBΔ 

 

Como φ es escalar, todos los términos son escalares y el traspuesto de un escalar es igual a si 
mismo  Δ′B′Wf(m)m*yz{|}|~ = $Δ′B′Wf%′ = f′W′BΔ = f′WBΔ 

 

entonces    φ = f′Wf� − 2f′WBΔ + Δ′$B′WB%Δ            

 

Recordando que derivada de un término $X�AX% = 2X�A   o    
�$Δ′$�′��%Δ%

Δ
= 2Δ′B′WB 

optimización pues cumple EC COND + MMCC
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entonces   
���F = −2f′WB + 2Δ′B′WB = 0  ⇒  f′WB = Δ′B′WB ⇒ B′W′f = B′W′BΔ → 

 B′Wf = B′WB ∗ Δ     Ecuaciones Normales en forma matricial 
  t               N         F         

 

                           t = N ∗ Δ,  entonces     →  F = ��h ∗ � 
  

 

Vemos que la solución Δ = N�0t cumple con el modelo geométrico matemático  (mediante las 
Ecuaciones de Condición) y con la minimización de la función φ de mínimos cuadrados. 

 

La matriz Nes simétrica y contiene los coeficientes de las ecuaciones normales, y t es un vector 
que contiene los términos independientes de las ecuaciones normales. 

 

Por lo tanto este algoritmo combina el modelo matemático planteado por las ecuaciones de 
condición y el criterio de mínimos cuadrados planteado por las ecuaciones normales. El método 
utiliza las ecuaciones normales para hallar primero los parámetros, y luego con estos y las 
ecuaciones de condición, obtenemos los residuales. 

 

 
 

Algoritmo de resolución:  

⎩⎪⎨
⎪⎧D + EF =  G�� = E′�E� = E′�GF = ��h�
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Resumen de Resolución del Algoritmo 
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Desarrollo del Algoritmo explicitado para la Red de Nivelación por AMC+M 
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(II) ALGORITMO AMC + C 

 

De acuerdo a lo visto en la introducción referente al ajuste  para el cálculo de las correcciones, 
tenemos que la forma matricial es: 

 A⏟$~,u% v⏟$u,0% = f⏟$~,0% 
 

donde r es la redundancia y n es el número de observaciones. 
 

Cuando aplicamos el método de mínimos cuadrados se obtienen r ecuaciones de condición, con 

n residuales no conocidos, donde r = n − n:  y  r < n, por lo tanto no tenemos una única 
solución. Pero el método en su resolución incorpora r ecuaciones adicionales que transforman al  
sistema para que sea determinado. 
 

Podemos ver que no es posible la sustitución de los residuales v� en la función φ como si lo era 
en el ajuste de las magnitudes, por ello el método introduce una aproximación. Dicha 
aproximación respeta la minimización de la función φ y a su vez cumple con las ecuaciones de 
condición. Para ello se introducen los Multiplicadores de Lagrange K� de forma normal, al solo 
efecto de poder separa los residuales v�. 
 

p = r0�03 + r3�33+. . . . . . . +r���3 − 2�0 �1���J. ����(mmm)mmm*�: . �
− 2�3 �2���J. ����(mmm)mmm*�: . � −. . . . . . −2�� ��º�J. ����.(mm)mm*�: � 

 

Al derivar la función φ respecto de cada multiplicador de Lagrange se obtienen las ecuaciones 
adicionales, las cuales son las mismas que las ecuaciones de condición. 
 
Al derivar la función φ respecto de cada residual: 
 �φ� ¡ = 0, �φ� ¢ = 0, ⋯ , �φ� ¤ = 0    ∴     2w0v0-2a0k0=0     ↔     0©¡ a��  ´k0 

  

en notación matricial se expresa como: 
 � = «�0Y′� 

 

donde:  �0¬� es el vector que contiene a los residuales «�¬�  es la matriz peso de las observaciones 

 Y�¬�  es la matriz de los coeficientes de las ecuaciones de condición Y′�¬� es la matriz de los coeficientes de los Multiplicadores de Lagrange 

                       �0¬�  es el vector que contiene a los Multiplicadores de Lagrange 

 

Highlight
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Llamamos  a la Matriz Cofactor, es una matriz diagonal que representa las varianzas relativas 
de las observaciones. Q = W�0 

 
Cuando la varianza referencial σ:3 = 1, la matriz cofactor es igual a la matriz varianza 

 → Q = ∑ 

 

Entonces si tenemos:  v = W�0A′KAv = f ° → AW�0A′K = f → AQA′k±²
K = f    

                                               Sustituyendo v en Av… 
 

Llamamos  ³ = ��′  es la Matriz Cofactor Equivalente, es una matriz cuadrada. 
 Q´K = f → K = Q�́0f 
 

Siendo W´ = Q�́0 la matriz peso equivalente. 
 

Si imponemos el criterio de Mínimos Cuadrados: φ = v′Wv y sumamos los multiplicadores de 
Lagrange, tenemos: 
 φµ = vµWv − 2K´$Av − f%  ⇒  

�¶·
�  = 2vµW − 2KµA = 0  ⇒ traspongo y  Wv = AµK ⇒  por ser 

W simétrica 
 D = ��h�′¸ = �′¸ 

 

Tenemos entonces que el algoritmo de resolución es el siguiente: 
 

 

Algoritmo de resolución:       

⎩⎪
⎨
⎪⎧

�D = G� = ��h³ = ��′¸ = ³�hGD = �′¸
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Desarrollo del Algoritmo explicitado por un caso (RED NIVELACION): 
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ECUACIONES COMPLEMENTARIAS 
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Desarrollo del Algoritmo explicitado para la Red de Nivelación por AMC+C 
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Comparando las resoluciones del mismo problema AMCM/AMCC: 
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Aplicación: MEDIA PONDERADA 

 
Veremos que ocurre cuando tenemos que calcular el promedio ponderado, por ejemplo si 

tenemos tres mediciones de una distancia l1, l2 y l3 y los correspondientes pesos w1, w2 y w3. 

 
Las ecuaciones de condición que tenemos son las siguientes: 

 l� = l0 + v0 l� = l3 + v3 l� = lº + vº 
 
Si lo expresamos en forma matricial, nos queda: 

 

Qv0v3vº
R + Q−1−1−1R l� = Q−l0−l3−lº

R 

 
Aplicamos el algoritmo del AMC-M:  

 

 

N = B′WB = O−1 −1 −1P Qw0 0 00 w3 00 0 wº
R Q−1−1−1R = w0 + w3 + wº 

 

t = B′Wf = O−1 −1 −1P Qw0 0 00 w3 00 0 wº
R Q−l0−l3−lº

R = w0l0 + w3l3 + wºlº 

 

 

l� = N�0t = w0l0 + w3l3 + wºlºw0 + w3 + wº  

 
Si generalizamos nos queda: 

 

»� = ∑ ¼½»½∑ ¼½  

 




