PRACTICO 2. 5

LUNES 19 AGoOsToO.

8 Hallar la solucion de cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, con las condiciones
iniciales dadas:
(a) ¥+ 2y + 2y =cos(2z), y(0)=1, ¥'(0)=0

(b) ¥ 4+ 2y + 2y = sen (2z), y(0)=1, ¢'(0)=0.
c) y'+2y + 2y =cos(2z) + sen (2z), y(0)=1, %'(0)=0.
d) y' +y =325z, y(0)=1, y'(0)=0.
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f) v’ +y=01+2)? y0)=1, y'(0)=0.
g) y'+2y +y==z, y(0)=0, y(0)=0
h) y"+y=cos(z), y(0)=0, y'(0)=1

Solucién: Recordemos que la solucién general de una ecuaciéon no homogénea se obtiene
como la suma de la solucién general de la ecuacion homogénea, mas una soluciéon particular.
Notemos lo siguiente:
e La ecuacién diferencial homogénea asociada a los casos a, b y ¢ es la misma: y + 2y’ +

2y = 0. El polinomio caracteristico en este caso es

p(r) =r +2r 4+ 2.

)
|
) Y +4y +3y=3e"+z, y(0)=1, y'(0)=0.
)
)

N~

Para encontrar las raices, resolvemos la ecuaciéon cuadratica:
C=244/22-4(1)(2)  —24£V4-8 244 242
B 2(1) N 2 N 2 2
Entonces, las raices son complejas: 1 = —14+iy ro=—1—1.
La solucién general de la ecuacién homogénea es:

yn(x) = e %(Cy cos(x) + Cysin(x)),

donde Cy y Cs son constantes arbitrarias.
e La ecuacion diferencial homogénea asociada a los casos d, f y h es la misma: y”+y’ = 0.
El polinomio caracteristico en este caso es

=—-1=+1.

r

p(r) =r*+r=r(r+1).
Para encontrar las raices, resolvemos la ecuaciéon cuadratica:
r(r+1)=0.

Las raices son r1 =0y ro = —1.
La solucién general de la ecuaciéon homogénea es:

yn(x) = C1% + Coe™™ = Cy 4 Coe™ 7,

donde C; y Cs son constantes arbitrarias.
e La ecuacion diferencial homogénea asociada al caso e es: y”+4y’+3y = 0. El polinomio
caracteristico en este caso es

p(r) = r® +4r + 3.
Para encontrar las raices, resolvemos la ecuaciéon cuadratica:

A2 —4(1)(3)  —4+V/16-12 —4+V4  —4+£2
B 2(1) N 2 2 2

r
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Las raices son:
—4+2 —-4-2
2 2

Por lo tanto, las raices son reales y distintas: 1, = =1y ro = —3.
La solucién general de la ecuacion homogénea es:

yn(z) = Cre™™ + Che 37,

—3.

T = -1, ro=

donde Cy y Cs son constantes arbitrarias.
e La ecuacion diferencial homogénea asociada al caso e es: y” + 2y’ +y = 0. El polinomio
caracteristico en este caso es

p(r) =r*+2r 4+ 1.

Para encontrar las raices, resolvemos la ecuacion cuadratica:

—24,/22 -4(1)(1) —2+v4-4 -2+£/0 -2 )
T = = = = — = — 1.
2(1) 2 2 2
La raiz es doble: 1 =ry = —1.

Dado que la raiz es doble, la soluciéon general de la ecuacion homogénea es:
yp(x) = (C1 + Caz)e™ ",

donde Cy y Cs son constantes arbitrarias.

Resumen:
Dada la ecuacién caracteristica
p(z) =2®+cx+d=0,

donde k1 y ko son las raices, la solucion general de la ecuacion diferencial asociada se puede
escribir en una de las siguientes tres formas:

(a) y = Cref® + CyeP2® si ky y ko son reales y distintos.

(b) y = e**(Cq + Cax), si k1 = ko = a.

(c) y=e*®(Cycos(fx) + Cysin(Bz)), si k1 = a+ Biy ko = a — fi.

Soluciéon General de Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden
La solucion general de la ecuacion diferencial no homogénea de segundo orden

y' + ey +dy = f(x)
se puede expresar como la suma de:
Y =YH +yp,
donde yg es la solucion general de la ecuacion homogénea asociada
y' +ey +dy =0,

la cual se determina utilizando las féormulas correspondientes en funcion de las raices de la
ecuacion caracteristica. Yp es una soluciéon particular de la ecuacién dada.

La funcion Yp se puede hallar mediante el método de los coeficientes indeterminados en
los siguientes casos simples:
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1. Cuando f(z) = e** P, (x), donde P,(z) es un polinomio de grado n:
- Si a **no es raiz** de la ecuacion caracteristica, es decir, p(a) # 0, consideramos

YP - eaxQn('T)7

donde @, (z) es un polinomio de grado n con coeficientes indeterminados.
- Si a **es raiz** de la ecuacion caracteristica, es decir, p(a) = 0, consideramos

Yp =2"e"Qn(x),
donde 7 es el grado de multiplicidad de la raiz a.
2. Cuando f(x) = e [P, (x) cos(bz) + Qm () sin(bx)]:
- Si p(a + bi) # 0, consideramos
Yp = e [Ry(x) cos(bx) + Si(z) sin(bx)],

donde R¢(x) y S¢(x) son polinomios de grado ¢ = max{n,m}
- Si, por el contrario, p(a + bi) = 0, consideramos

Yp = 2"e®” [Ry(x) cos(bx) + Si(x) sin(bx)] ,

donde r es el grado de multiplicidad de la raiz a + bi (para una ecuacion de segundo orden,
r =1 si la raiz es doble).

Observacion: Dada la ecuacion diferencial
Y +ay' +by=r(r) (NH)

donde r(x) es una funciéon conocida que puede descomponerse como suma r(z) = 1 (z) +

ro(z).

Se consideran las ecuaciones diferenciales auxiliares:

y' +ay +by=ri(x) (NHI1)

y' +ay +by =ro(x) (NH2)

Sean y1,p(z) y y2,p(x) soluciones particulares de (NH1) y de (NH2), respectivamente.
Entonces:

yp(x) = y1,p(x) + y2,p(2)

es una solucion particular de la ecuacion diferencial dada (NH).

Regresando al ejercicio 8, tenemos:
a) ¥y’ + 2y + 2y = cos(2x)
En este caso, el término no homogéneo es f(x) = cos(2z). Por lo tanto, proponemos
como candidata a solucién particular una funcion de la forma:

yp(x) = Acos(2x) + Bsin(2x)
donde A y B son constantes que determinaremos.
Primero, calculamos las derivadas de yp(x):

yp(r) = —2Asin(2x) + 2B cos(2z)
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yp(r) = —4Acos(2x) — 4B sin(2z)

Sustituyendo yp(z), yp(x), y y¥5(x) en la ecuacion diferencial dada:

(—4Acos(2z) — 4Bsin(2x)) + 2(—2Asin(2x) 4+ 2B cos(2x)) + 2(A cos(2x) + Bsin(2z)) = cos(2z)
Simplificando:

(—=4A + 4B + 2A) cos(2x) + (—4B — 4A 4 2B) sin(2z) = cos(2z)
Agrupando términos:
(—=2A 4 4B) cos(2x) + (—4A — 2B) sin(2z) = cos(2x)

Igualando coeficientes de cos(2x) y sin(2z) con los términos en el lado derecho de la
ecuacién, obtenemos:

—2A+4B =1
—4A—-2B =0
Resolviendo este sistema de ecuaciones, encontramos:
A= -1 y B= 1
10 5

Por lo tanto, la solucién particular es:

1 1
yp(x) = 10 cos(2x) + 5 sin(2z)

Finalmente, la solucién general de la ecuaciéon diferencial es:

1 1
y(x) = Cre™ 7 cos(z) + Cae™" sin(z) — 10 cos(2x) + £ sin(2x)

donde C7 y C5 son constantes reales a determinar, usando las condiciones iniciales
y(0) =1,¢'(0)=0

b) " + 2y’ + 2y = sen (2z)
y" + 2y + 2y = sin(22)

Proponemos como solucion particular una funcion de la forma:

yp(z) = Acos(2z) + Bsin(2x)

Calculamos sus derivadas:
yp(z) = —2Asin(2x) + 2B cos(2z)

yp(z) = —4Acos(2x) — 4B sin(2z)

Sustituyendo en la ecuacion original:

(—4A + 4B + 2A) cos(2x) + (—4B — 4A + 2B) sin(2z) = sin(2z)
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Esto nos lleva a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

—2A+4B =0 (coeficiente de cos(2x))

—4B —4A =1 (coeficiente de sin(2z))

-1 -1
DedOndeA:?yB:E
Por lo tanto, la solucién particular es:

1 1
yp(x) = —x cos(2x) — 0 sin(2x)

La solucién general de la ecuacion diferencial es:

1 1
y(x) = Cre”® cos(z) + Cae™“ sin(z) — E cos(2x) — 10 sin(2x)
donde C7 y C5 son constantes reales a determinar, usando las condiciones iniciales
y(0) =1, ¥'(0) = 0.
Ejercicios propuestos en evaluaciones anteriores.

(Primer parcial segundo semestre 2023) Sea y(z) la solucion a la ecuacion difer-
encialConsideremos la ecuacién diferencial:

y'(@) — ¥/ (x) — 2y() = —22° + 3
con las condiciones iniciales y(0) =0 y 3'(0) = 2. Entonces:
(A) y(1) =€® — e

(B) y(1) = <4
(C) y(1) = 62_1 —162 +1
(D) y(1) = S5
(E) y(1) =€ —1

1. Ecuaciéon homogénea asociada:
Primero, resolvemos la ecuacion homogénea asociada:

y' () =y () = 2y(z) = 0
El polinomio caracteristico es:

r2—r—2=0

Resolvemos para 7:

1148 1+3
T = =
2 2
Las raices son r; = 2 y ro = —1, por lo tanto, la solucién general de la ecuacién
homogénea es:

yn(x) = C1e%" + Che™™
2. Solucién particular:
Ahora, buscamos una solucién particular de la ecuacién no homogénea. Proponemos
una solucién particular de la forma:
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yp(z) = Az® + Bz + C

Sustituyendo y,(z) en la ecuacion diferencial:

Yy () — )y (z) — 2yp(x) = —22% +3
Calculamos las derivadas:

y,(x) =24z + B

Yy, (x) = 24

Sustituyendo en la ecuacion diferencial:

2A — (242 + B) — 2(A2®> + Bz + C) = —22* + 3
Simplificando:

—2Ax* + (—2A - 2B)xz + (24— B - 2C) = —22* +3
Igualando coeficientes:

2A=-2 = A=1
—2A-2B=0 = B=-1

2A-B-2C=3 = 3-20=3 = (C=0
Por lo tanto, la solucién particular es:

yp(x) = 22—z

3. Solucién general:
La solucién general de la ecuacion diferencial es:

y(z) = yp(z) + yp(x) = Cie® + Coe ™™+ 22 — 1
4. Condiciones iniciales:
Usamos las condiciones iniciales para encontrar C; y Cl:

y(0)=Ci+Co=0 = Cr=-0
y'(x) = 2C1e* — Che ™ + 22 — 1

y'(0)=2C; —Cy —1=2
Sustituyendo Cy = —C' en la segunda condicién:

3Ci1-1=2 = (C;=1
Por lo tanto, Cy = —1.
5. Solucién final:



PRACTICO 2. 11

La solucidn final es:

y(r) =e* —e " 4+2% -z

1
Finalmente, al evaluar en z = 1 obtenemos y(1) = e — —. Por lo tanto, la opcién

e
correcta es la A.

(b) (Examen febrero 2023) Consideremos la siguiente ecuacion diferencial (E) depen-
diendo de una funcién r(x):
v+ 4y + Ay =r(x)
y las siguientes afirmaciones:
(I) Si e72* 4 22 es solucién de (E) entonces r(x) = 42? + 8x + 2.
(IT) Sir(z) = 22 entonces y(z) = e~2% + 3xe~2¥ + 22 es la tnica soluciéon de (E) que
verifica que y(0) = y/(0) = 1.
(III) Si r(x) = 0 entonces todas las soluciones son de la forma y(x) = ae™2* + be~**x
con a,b € R.
Entonces:
A. Todas las afirmaciones son verdaderas.
B. Solamente (III) es verdadera.
C. Solamente (I) es verdadera.
D. Solamente (I) y (III) son verdaderas.
Solucién: Veamos las afirmaciones en orden:
(I) Si y(z) = e 2% + 22 es solucién, debe verificar la ecuacién diferencial dada,
y" + 4y’ + 4y = r(x). Para encontrar r(z), sustituimos y(z) en la ecuacion y
operamos. Para eso, notemos que

Y (x) = =272 + 22, o'(x) =4e " 4 2.
Luego,
Y Ay Ay =4e P 42+ 4(—2e7 2 4 22) + 4(e7 2 + 2?) = 42 + 82 + 2.

Por lo tanto, la afirmacién es verdadera.

(IT) Sir(z) = 22, la ecuacién diferencial resulta
Y’ + 4y + 4y = 2°.
Verifiquemos primero si y(r) = e=2* + 3ze~2% 4+ 22 es solucion:
Y (z) =e (1 —6x) + 22, 7'(x)=2e2(—4+e* +61).

Sustituyendo en la ecuacion diferencial, vemos que la soluciéon propuesta no la
verifica. Por lo tanto, la afirmacién es falsa.

(ITI) Ahora veamos qué ocurre si r(z) = 0:
Debemos resolver la ecuacion homogénea

y' + 4y + 4y =0.

Planteamos soluciones proporcionales a e*®, por lo que investigamos una ecuacion
de la forma

AN + 4NN +4eM = N + 4N +4=0.



