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1. PRACTICO 3 SUCESIONES

1.1. Definicion (Limite de una sucesion). Decimos que la sucesion {a,} tiene limite L € R, y lo
denotamos lim,,_,« a, = L si Ve > 0, Ing € N tal que Vn > ng se tiene que a,, € (L —¢, L+ ¢€).

1.2. Definicién (Sucesion acotada). Decimos que la sucesion {a,} esta acotada si IK € RT tal
que |a,| < K, Vn € N.

1.3. Definicién (Sucesion mondtona). Decimos que una sucesion {a,} es monotona creciente si
Gp+1 = Gn, Y1 € N y que es monétona decreciente si a,4+1 < ay,, Vi € N. Cuando la desigualdad
es estricta, decimos que la sucesién es estrictamente mondtona.

(1) Estudiar monotonia, acotacion y convergencia de las siguientes sucesiones (a,,)nen, donde:

(a) ap, =1+ 1.
Monotonia.
Para determinar si la sucesion (a,,) es mondtona, estudiamos la diferencia a,1 — ap,:
1+ L 1+ !
a = ap = —
n+1 n+ 17 n n
1 1 1 1
—a =1+ — )14+ 2 = _ =
Ap+41 (7% ( +’I’Z+1> < +n) n+1 n
n—(n+1) -1
Up41 — Gp = =

nin+1)  nm+1)
Dado que n(%il) < 0 para todo n € N, se concluye que la sucesion (a,) es estricta-
mente decreciente.

Acotacién.
Para estudiar la acotaciéon de la sucesion, observemos que:

1
Gn=1+g>1 para todon € N

1 1
Ademas, dado que n > 1 para todo n € N, tenemos que — < 1. entonces 1 + — < 2
n n

Por lo tanto, la sucesion (a,) estd acotada superiormente por 2. Concluimos entonces
que la sucesion esté acotada en el intervalo (1,2]. En este caso, el K que nos pide
construir la deficién puede ser, por ejemplo, K = 2.

Convergencia. La sucesion (a,) converge si existe un L € R tal que lim,,_, a, = L.
Calculamos el limite de a,, cuando n tiende a infinito:

1
lim a, = lim <1 + >
n—o00 n—oo n
Dado que lim,,, % = 0, obtenemos:

lim a, =1
n—oo

Por lo tanto, la sucesion (a,) converge y su limite es L = 1.
Vamos a demostrar que la sucesion a, = 1+ % converge a 1, utilizando la definicion
formal de limite.
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En este caso, queremos demostrar que lim,, o, a,, = 1. Es decir, dado ¢ > 0, debemos
encontrar un ng € N tal que para todo n > ng, se cumpla que |a, — 1] < €.
Consideremos |a,, — 1|:

1

1 ’n

|an1|‘1+1
n

Queremos que % < €. Esto se cumple si n > % Por lo tanto, tomamos ng como un
nimero natural mayor que é, es decir:

1
€

donde [z] denota la funcién parte entera,

Entonces, para todo n > ng, se cumple:

1 1
g JE—

la, — 1] = =
n no

<e€

_yn
(b) a, =1+ &2
Monotonia
Para estudiar la monotonia de la sucesiéon a,, = 1 + %, analizamos la diferencia
Ap4+1 — Ap:

n+1 n nn+1)

(—D"“) _ <1+ (—1)”> ) A G L G VA O R )

n _n:1 =
Gnt1 = a (+n—|—1 n

Para determinar el signo de a,+1 — a,, consideramos dos casos:

1. Si n es par, entonces (—1)"*! = —1. Asf:
—1)n (2 1 —(2 1
N ol B YRS
n(n+1) n(n+1)

Por lo tanto, la sucesiéon es decreciente para n par.

2. Si n es impar, entonces (—1)"t! = 1. Asf:
(- 2n+1) 2n+1 =0
nn+1) n(n+1)

Por lo tanto, la sucesion es creciente para n impar.

Ap+1 — Ap =

En resumen, la sucesién a, no es mondtona, ya que alterna entre crecer y decrecer
dependiendo de si n es impar o par.

Acotacion.

Para estudiar la acotacion, notamos que para cualquier n:

1) 1

|an|:|1+(7)|§1+*§1+1:2:K
n n

Por lo tanto, la sucesiéon esta acotada.

Convergencia.
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Vamos a demostrar que la sucesion a,, = 1+ % converge a 1, utilizando la definicién
formal de limite.
En este caso, queremos demostrar que lim,, o, a,, = 1. Es decir, dado ¢ > 0, debemos
encontrar un ng € N tal que para todo n > ng, se cumpla que |a, — 1] < e.
Consideremos |a,, — 1|

lan = 1] = ‘1+ (j)n - 1’ _ ‘(1)”

n

Queremos que % < €. Esto se cumple si n > % Por lo tanto, tomamos ng como un
nimero natural mayor que %, es decir:

1
€

donde [z] denota la funcién parte entera.

Entonces, para todo n > ng, se cumple:
1 1
S -

— <€
n no

lan — 1| =

En consecuencia, lim,, ., a, = 1.
1
(c) an=n+ -
— n
(d) an = Vn2+1

(€) an =12

N3

n2

n
0.5000
1.0000
1.1250
1.0000
0.7812
0.5625
0.3828
0.2500
0.1582
10 | 0.0977
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Criterio de d’Alembert para sucesiones reales

Enunciado:
Sea (ay)nen una sucesion de ntimeros reales positivos. Consideremos la sucesion de razones:

a

L= lim 2

n—0o0 QA

Si L < 1, entonces la sucesion (a,,) converge a 0.

(2) Sean a,, y by, dos sucesiones reales convergentes tal que lim,,_, y oo @, = Ay lim,,_, 1 oo b, = B.
(a) Probar que la sucesion ¢, = a,, + b, es convergente y lim, o0 ¢, = A+ B
(b) Sea X € R, probar que la sucesion a,, = Aa,, converge y lim,_, 1o G, = AA
(¢) Probar que la sucesion d,, = a,b,, converge y lim, ., d, = AB
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(d) Sea e,, una sucesién acotada y suponga que A = 0, probar que lim,,_, o €,a, =0
Solucién (a), (b), (c): Ver notas del curso. Pagina 41.

(d)Supongamos que (e;,) es una sucesion acotada, es decir, existe un ntimero real positivo
K tal que |e,| < K para todo n > 1.

Dado que lim,,—, ;- a,, = 0, se tiene que, para todo € > 0, existe un ng € N tal que para
todo n > ng, se cumple que |a,| < .

Asi, para todo n > ng, tenemos:
€
==

Por lo tanto, dado cualquier € > 0, hemos encontrado un ng tal que, para todo n > nq,
se cumple que |eya,| < €. Esto demuestra que lim,, 1 o epa, = 0.

lenan| = len| - lan| < K - lan| < K - €.



