Tratamiento Estadistico de Observaciones en Topografia y Geodesia

La distribucion normal

Los errores en las observaciones se pueden clasificar como sistemdticos o aleatorios. Los
errores sistemdticos son errores que siguen leyes fisicas y pueden corregirse o eliminarse
matemdticamente siguiendo procedimientos de campo adecuados con instrumentos. Por
ejemplo, la expansién o contraccidén de una cinta de acero provocada por temperaturas que
difieren de la temperatura estindar de la cinta es un error sistemdtico que se puede corregir
matemdticamente. A menudo, en topografia, corregimos los errores sistemdticos utilizando
el principio de reversién. Por ejemplo, podemos compensar el hecho de que el eje vertical
de un teodolito no sea perpendicular al eje horizontal promediando los 4ngulos observados
en las posiciones de la cara I (directa) y la cara II (inversa). Eliminamos los efectos de la
curvatura terrestre y la refraccién y el error de colimacién en la nivelacién diferencial al
mantener nuestras distancias de visién trasera y delantera equilibradas entre los puntos de
referencia.

Por supuesto, los errores (también llamados errores garrafales) son un hecho de la vida
desde que somos humanos. De hecho, un hombre sabio me dijo una vez que las Gnicas
personas que nunca cometen un error son las personas que nunca hacen nada. Los errores
no son errores, pero deben eliminarse de nuestros datos. Estos pueden variar desde simples
errores de transcripcion hasta la identificacién errénea de estaciones y procedimientos de
campo inadecuados. Los errores se pueden evitar siguiendo cuidadosamente los
procedimientos de campo adecuados. Sin embargo , no existe una teoria sobre cémo
eliminar un error de transcripcién que no sea detectarlo en el momento en que ocurre o,
con suerte, mds adelante en un andlisis posterior al ajuste. De hecho, mds adelante en
articulos posteriores, analizaré métodos para descubrir errores y grandes errores aleatorios,
que se conocen como valores atipicos, en los datos.

Los errores aleatorios son todos los errores que quedan después de eliminar los errores
sistemdticos de las observaciones. Los errores aleatorios ocurren debido a nuestras propias
limitaciones humanas, limitaciones instrumentales y condiciones ambientales variables que
afectan nuestras observaciones. Por ejemplo, nuestra capacidad para apuntar con precisién
a un objetivo depende del instrumento, nuestra vista personal, la trayectoria de nuestra
linea de visién en la atmdsfera y nuestra destreza manual para enfocar el instrumento y
apuntar al objetivo. Como otro ejemplo, la observacién de un dngulo depende de la
capacidad del instrumento para leer sus circulos en esta era digital y la capacidad del
operador para sefialar el objetivo.
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De hecho, todos los fabricantes tienen especificaciones técnicas para sus instrumentos que
indican la repetibilidad del instrumento en una observacién. Como ejemplo, la norma
17123-3 de la Organizacién Internacional de Normalizacién (ISO), que reemplazé a la
norma DIN 18723, expresa la repetibilidad de una estacién total basada en procedimientos
especificos de la norma . Estos estdndares fueron ideados para ayudar a los compradores a
diferenciar entre las calidades de los instrumentos. No estaban destinados a indicar la
habilidad personal de alguien con un instrumento, ya que el error de punteria es un error
personal. Como ejemplo, todos los afios hice que los estudiantes de segundo afio replicaran
el estindar DIN para determinar su valor personal para una estacion total en particular.
Algunos estudiantes obtendrfan valores mejores que el valor publicado para el instrumento,
otros obtendrfan valores muy cercanos al valor publicado y algunos obtendrian valores
superiores al valor publicado. Estos variaciones eran dependiente en sus diferencias

personales .
/J"
Figure 1 Normal distribution curve.

No importa si estamos usando estaciones totales, niveles automadticos o digitales, o
receptores GNSS, los errores aleatorios de las observaciones que recopilamos seguirin la
curva de distribucién normal. La distribucidn normal se basa en una cantidad infinita de
datos. Por lo tanto , no es apropiado para encuestas realizadas para funcionarios electos, ya
que el publico votante es un nimero finito. Sin embargo , en la topografia, podriamos
pasar toda nuestra vida midiendo una distancia, seguido por la vida de nuestros
descendientes, y la vida de sus descendientes, y asf sucesivamente tratando de determinar
esta longitud tnica. Por supuesto, nadie estd sugiriendo que hagamos esto. Sin embargo,
cuando tomamos una muestra de datos para una observacion, la muestra proviene de un
ndmero infinito de observaciones posibles y sigue la distribucién normal y sus propiedades.
De hecho, los errores de observacién en astronomia fueron la razén de la creacién de la
distribucién normal y los minimos cuadrados.
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Como se muestra en la Figura 1, los datos normalmente distribuidos son simétricos con
respecto al centro de los datos. La ordenada ( coordenada y ) de la distribucién estd definida
por la ecuacién ( 1) donde o es el error estindar de la poblacién y x es el tamafio del error.

y= 12 e 2 1)
(e) T

De este modo x representa los residuos de cada observacién con el centro de la curva en
cero. Como se puede ver en la Figura 1, la mayoria de los errores se agrupan alrededor del
centro, pero pueden ocurrir y ocurrirdn algunos errores aleatorios grandes. Lo que debemos
hacer como topdgrafos es encontrar estos grandes errores aleatorios y eliminarlos del
conjunto de observaciones. Esto puede suceder en el campo, antes del ajuste o en un andlisis
posterior al ajuste. De hecho, una de las ventajas de usar el ajuste por minimos cuadrados es
el hecho de que es posible analizar estadisticamente los residuos y determinar cudndo un
residuo es demasiado grande.

Los errores en las observaciones se pueden clasificar como sistemdticos o aleatorios.

Los errvores sistemdticos siguen leyes fisicas y pueden corregirse o eliminarse
matemdticamente siguiendo los procedimientos de campo adecuados con instrumentos.
Por ejemplo, la expansién o contraccién de una cinta de acero provocada por temperaturas
que difieren de la temperatura estindar de la cinta es un error sistemdtico que se puede
corregir matematicamente.

A menudo, en la topografia, corregimos los errores sistemdticos utilizando el principio de
reversion. Por ejemplo, podemos compensar el hecho de que el eje vertical de un teodolito
no sea perpendicular al eje horizontal promediando los dngulos observados en las
posiciones de la cara I (directa) y la cara II (inversa). Eliminamos los efectos de la curvatura
de la Tierra y el error de refraccién y colimacién en la nivelacién diferencial al mantener
nuestras distancias de vision trasera y delantera equilibradas entre los puntos de referencia.

Por supuesto, los errores (también llamados errores garrafales) son un hecho de la vida
porque somos humanos. (Un hombre sabio me dijo una vez que las tinicas personas que
nunca cometen un error son las personas que nunca hacen nada). Los errores no son
errores, pero deben eliminarse de nuestros datos. Estos pueden variar desde simples errores
de transcripcién hasta la identificacién errénea de estaciones y procedimientos de campo
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inadecuados. Los errores se pueden evitar siguiendo cuidadosamente los procedimientos de

campo adecuados.

No existe una teorfa sobre cémo eliminar un error de transcripciéon que no sea detectarlo en
el momento en que ocurre o, con suerte, mds adelante en un andlisis posterior al ajuste.

Los errores aleatorios son todos los errores que quedan después de eliminar los errores
sistemdticos de las observaciones. Los errores aleatorios ocurren debido a nuestras propias
limitaciones humanas, limitaciones instrumentales y condiciones ambientales variables que
afectan nuestras observaciones. Por ejemplo, nuestra capacidad para apuntar con precisién
a un objetivo depende del instrumento, nuestra vista personal, la trayectoria de nuestra
linea de visién en la atmésfera y nuestra destreza manual para enfocar el instrumento y
apuntar al objetivo. Como otro ejemplo, la observacién de un dngulo depende de la
capacidad del instrumento para leer sus circulos en esta era digital y la capacidad del
operador para sefialar el objetivo.

De hecho, todos los fabricantes tienen especificaciones técnicas para sus instrumentos que
indican la repetibilidad del instrumento en una observacién. Por ejemplo, el estindar
17123-3 de la Organizacién Internacional para la Estandarizacién (ISO), que reemplazé al
estindar DIN 18723, expresa la repetibilidad de una estacién total basada en
procedimientos especificos en el estindar. Estos estindares fueron ideados para ayudar a los
compradores a diferenciar entre las calidades de los instrumentos. No estaban destinados a
indicar la habilidad personal de alguien con un instrumento porque el error de punteria es

un error personal.

Como ejemplo, todos los afios hice que los estudiantes de segundo afio replicaran el
estindar DIN para determinar su valor personal para una estacién total en particular.
Algunos estudiantes obtendrian valores mejores que el valor publicado para el instrumento,
otros obtendrfan valores muy cercanos al valor publicado y algunos obtendrian valores
superiores al valor publicado. Estas variaciones dependen de sus diferencias personales.

No importa si estamos usando estaciones totales, niveles automadticos o digitales, o
receptores GNSS, los errores aleatorios de las observaciones que recopilamos seguirdn la
curva de distribucién normal. La distribucién normal se basa en una cantidad infinita de
datos. Por lo tanto, no es apropiado para encuestas realizadas para funcionarios electos
porque el publico votante es un nimero finito.
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Sin embargo, al hacer topografia, podriamos pasar toda nuestra vida midiendo una
distancia, seguida por la vida de nuestros hijos y la vida de sus hijos, y asi sucesivamente para
siempre tratando de determinar esta longitud tnica. Nadie estd sugiriendo que hagamos
esto. Sin embargo, cuando tomamos una muestra de datos para una observacién, la
muestra es de un ndmero infinito de posibles observaciones y sigue la distribucién normal y
sus propiedades. De hecho, los errores de observacion en astronomia fueron la razén de la
creacion de la distribucién normal y los minimos cuadrados.

O\ 2T

Ecuacion 1
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Como se muestra en la Figura 1, los datos normalmente distribuidos son simétricos con
respecto al centro de los datos. La ordenada ( coordenada y ) de la distribucién estd definida
por la Ecuacién (1) donde o es el error estdndar de la poblacién y x es el tamario del error.
De este modo x representa los residuos de cada observacién con el centro de la curva en

CCro.

Como se puede ver en esta figura, la mayoria de los errores se agrupan alrededor del centro,
pero pueden ocurrir y ocurrirdn algunos errores aleatorios grandes. Lo que debemos hacer
como topdgrafos es encontrar estos grandes errores aleatorios y eliminarlos del conjunto de
observaciones. Esto puede suceder en el campo, antes del ajuste o en un andlisis posterior al
ajuste. De hecho, una de las ventajas de usar el ajuste por minimos cuadrados es el hecho de
que es posible analizar estadisticamente los residuos y determinar cudndo un residuo es
demasiado grande.

Aislamiento de errores y valores atipicos

El drea bajo la curva de distribucién normal que se muestra en la Figura 1 siempre es igual a
1. Esta curva es asintdtica (se acerca pero nunca toca) el eje x.

Lo que significa la primera afirmacién es que el 100 % de los datos se encuentran debajo de
la curva. Lo que significa la segunda afirmacién es que pueden ocurrir grandes errores
aleatorios, pero rara vez lo hacen. Ademds, debe haber tantas observaciones con residuos
negativos como con residuos positivos.

Otro hecho de la distribucién normal es que un poco mds del 68% de los residuos deben
estar dentro de una desviacion estindar de la media que estd en el centro de la curva. Es
decir, alrededor del 68 % de los residuos deben estar entre y™— S'y y™+.5 donde y7es la media
de los datos y S su desviacién estdndar.

S |

n—1

ecuacion 2
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La desviacién estindar se calcula como se muestra en la Ecuacién (2) , donde v representa
el residuo de una sola observacidn, que se define como v = y= observacion , y 3 v-’es la suma
de todos los cuadrados de los residuos observacionales. Si te preguntas por qué al cuadrado,
es porque la suma simple de todos los residuos siempre es cero, excepto por errores de
redondeo. Por lo tanto, el intervalo y# § deberfa contener alrededor del 68% de las
observaciones cuando hacemos observaciones repetidas.

Si estuviéramos dispuestos a llamar al 32 % de las observaciones como errores garrafales o
valores atipicos (recuerde que los valores atipicos son grandes errores aleatorios), podrfamos
descartar o volver a observar todas las observaciones que caen fuera de este intervalo del 68
%. Sin embargo, si hiciéramos esto, pronto estarfamos fuera del negocio. La mayoria de los
estindares topogrificos se basan en un intervalo del 95%. En la deteccion de errores, a
menudo se utiliza el 99% o mds. La razén es que estamos dispuestos a aceptar que un error
que estd fuera de este intervalo es mds probable que sea un error garrafal (error) que un gran
error aleatorio (valor atipico).

y+E-S

Para determinar el intervalo de confianza del 95% necesitamos un multiplicador. Es decir, el
intervalo del 95 % para un conjunto de datos se da como se muestra en la Ecuacién (3),
donde el multiplicador es £'. La Tabla 1 muestra varios multiplicadores para
probabilidades seleccionadas. En la prictica, es comtn usar un intervalo de dos veces la
desviacién estdindar para determinar aquellas observaciones que se consideran errores
garrafales. Este valor de 2, que deberfa ser 1.9599, proviene de la distribucién normal donde
el 95% de los residuos estdn centrados en cero en la distribucién normal.

Probability  Multiplier Name
90% 1.6455 90% confidence
| interval

95% | 1.9608 | 2-sigma error
99 7% 2 968S 3-sigma error

tabla 1
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Esto trae a colacién otro hecho interesante en estadistica: estd bien decir que el
multiplicador del 95 % es 2 en lugar de 1,9599 0 1,96 porque en estadistica esto hard poca
diferencia en el andlisis real. De hecho, me gusta decir que las estadisticas son un poco
confusas.

Como ejemplo, la Tabla 2 muestra 15 observaciones de distancia (Obs.) para el mismo
curso. La media de estos datos se muestra en la Ecuaciéon (4) . Usando esta media, los
residuos calculados para las observaciones estin en las columnas que siguen a cada
observacion. La suma de los residuos al cuadrado es 0,077735. Al sustituir este valor en la
ecuacion para calcular S, se obtiene una desviacién estindar para una sola observacién de
aproximadamente £0,074. El intervalo del 95 % para el conjunto de observaciones es
212,237 £ 1,96 (0,074), lo que da como resultado un rango del 95 % entre 212,091 y
212,383.

Obs. v Obs. v Obs. v Obs. v Obs. v
21222 0017 21225 -0013 21223 0007 21215 0087 21223 0007
21211 0127 21229 -0053 21245 0213 21222 0017 21224 -0003
21219 0047 21225 -0013 21227 0033 21220 0037 21225 -0013

Tabla 2

Mirando los datos en la Tabla 2, vemos que la distancia 212.45 estd fuera de este intervalo.
También estarfa fuera del rango del 95% si se hubiera utilizado un multiplicador de 2. Por
lo tanto, esta observacién se puede descartar del conjunto como un gran error aleatorio o
como un error. Al hacer esto, hemos utilizado una de las propiedades de la distribucién
normal para aislar una observacién para eliminarla de un conjunto de datos.

y =20 = B85 - 912237

ecuacion 4

Es interesante notar que incluso en este conjunto de observaciones, hay 7 residuos
negativos y 8 residuos positivos. Dado que el conjunto de datos tiene 15 elementos, estos
datos se adhieren a uno de los principios bédsicos de los datos distribuidos normalmente en
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el sentido de que las observaciones se distribuyen uniformemente sobre la media, o incluso
como pueden ser 15 observaciones.

Sin embargo, algunos de ustedes pueden darse cuenta en el ejemplo anterior de que solo
hay 15 observaciones y que la distribucién normal se basa en una poblacién de datos con
un nimero infinito de observaciones. Adn asi, 15 observaciones para una sola distancia es
mis de lo que cualquier topdgrafo recopilard normalmente. Si bien los principios derivados
de la distribucién normal son ciertos, nunca recopilamos un conjunto infinito de datos y
rara vez mds de 30.
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La distribucion t

Es importante recordar que cuando realizamos levantamientos, generalmente
recolectamos muestras muy pequeiias para nuestras observaciones. Asi, las medias
muestrales y las desviaciones estandar tienen niveles de incertidumbre mas altos
que los derivados de la distribucién normal, que proviene de toda una poblaciéon de
observaciones. A menos que recolectemos mas de 30 muestras de un solo valor,
realmente deberiamos usar los valores criticos y los multiplicadores de la
distribucion t y no la distribucion normal.

En mi articulo anterior, discuto la distribucién normal y cémo se pueden usar sus

propiedades para aislar errores en las observaciones. Recuerde que la distribucién normal se
basa en un nimero infinito de observaciones.

Sin embargo, en la prictica nunca recopilamos una poblacién de datos, sino una pequena
muestra de la poblacién. Si esta muestra tiene una gran cantidad de observaciones, es
probable que la media y la desviacién estindar calculadas a partir de esta muestra coincidan
estrechamente con los valores de la poblacién. Si la muestra es pequenia, es posible que la
media y la desviacién estindar de la muestra no coincidan con los valores de la poblacién.

A POPULATION OF 20 VELUES

220 209 238 14.6 294
216 14.8 218 28.3 26.0
286 19.9 207 250 249
18.8 312 16.4 194 257

tabla 1

Por ejemplo, suponga que la poblacién tiene 20 valores como se muestra en la Tabla 1 .
Ahora, suponga ademds que observamos solo cuatro valores de esta poblacién como se
muestra en la Tabla 2 .

Observe cémo la media, y7y la varianza, S, varfan de una muestra a otra y, ademds, cémo
ninguna muestra tiene la media poblacional de 22.79 o su varianza de 21.29. Tenga en
cuenta que la varianza es simplemente el cuadrado de la desviacién estindar.
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A principios del siglo XX, los estadisticos reconocieron esta discrepancia entre una
poblacién y las muestras de observaciones de la poblacién y comenzaron a desarrollar
distribuciones de muestreo. De hecho, la razén por la que la distribucién £ a veces se
denomina distribucién ¢ de Student se debe a su origen.

(El propietario de la cerveza Guinness contraté a estadisticos para analizar los resultados de
las pruebas de sabor a fin de determinar la receta preferida para su cerveza. A partir de este
andlisis, uno de sus empleados desarrollé la distribucién t. El estadistico gueria publicar sus
resultados al mundo, pero El propietario de Guinness no querfa que otros fabricantes de
cerveza supieran que estaba usando estadisticos, por lo que hizo que la persona publicara
los resultados bajo el seudénimo de Student. El nombre del estadistico era William Sealy
Gosset. Publicé la distribucién en 1908. Esto explica por qué la distribucién a veces se
denomina distribucién ¢ de Student).

SAMPLE SETS FROM TABLE 1

B WON -

Tabla 2

Las distribuciones de muestreo permiten que alguien cree un rango en el que la media o la
varianza de la poblacién residird en un porcentaje especifico del tiempo. También le
permiten probar errores y valores atipicos en conjuntos de datos de muestra. Estos rangos se
basan en el tamano de las muestras, las medias de las muestras y las varianzas.

Debido a que en las encuestas normalmente recolectamos una pequefia muestra de
observaciones, realmente deberfamos usar los valores criticos ( es decir, multiplicadores) de
las distribuciones de muestreo para crear rangos para los errores permitidos y no los de la
distribucién normal.

Los valores criticos son los multiplicadores que usamos para determinar, por ejemplo,
intervalos de confianza del 95 % en un conjunto de datos. Un ejemplo especifico de esto
son los estindares ALTA/ACSM para los errores de posicionamiento relativo permisibles
que son una elipse de error del 95 %. La excepcidn a esta afirmacién son los levantamientos
GNSS en los que las muestras superan las 30 observaciones en todos los levantamientos
menos cinematicos.
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Los estadisticos han declarado que los valores criticos de la distribucién normal son
aceptables para desarrollar intervalos de confianza cuando el nimero de observaciones
redundantes es superior a 30.

Figura 1

Las distribuciones de muestreo se derivan de datos normalmente distribuidos. Se basan en
el tamano de la muestra y el nivel de confianza deseado. Por ejemplo, la distribucién ¢
permite que alguien determine un rango para la media de la poblacién o una muestra de
datos. Su valor critico , que es el valor de # en el eje x de la distribucién ¢, se tabula en varios
niveles de confianza y grados de libertad.

Es importante sefialar que los valores criticos se tabulan desde el infinito hasta a puntos
porcentuales y que no se centran en la media. Por lo tanto, si queremos crear un intervalo
de confianza del 95 %, esto significa que estamos comprobando con 0,05 (1 - 0,95) puntos
porcentuales o lo que se conoce como un nivel de significancia de 0,05.

Como se muestra en la Figura 1, usamos 0,05 puntos porcentuales porque los valores
tabulares se determinan comenzando en infinito positivo y retrocediendo hasta el
porcentaje de datos seleccionado. Dado que la distribucién # es simétrica, lo que también es
cierto para la distribucién normal, los valores de la cola inferior en un nivel especifico de
confianza tienen el signo opuesto a los valores de la cola superior.
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Figura 2

Como se muestra en la Figura 2 , podemos crear un intervalo de confianza especifico
dividiendo el nivel de significacién por 2. Por ejemplo, para crear un intervalo de confianza
del 95 %, necesitarfamos determinar el valor critico para 0,025 con los grados de libertad

apropiados .

Esto significaria que el 2,5 % de la distribucién estd en el extremo negativo del grifico y otro
2,5 % en el extremo positivo, dejando el 95 % de los datos entre estos dos valores. Debido a
la simetria, este rango ocurre desde — # hasta + .

Las otras distribuciones de muestreo de importancia en la topografia son las distribuciones

% *(chi-cuadrado), F (Fisher), T (tau).

En el articulo anterior (julio de 2015), introduje el concepto de distribuciones muestrales y

la necesidad de utilizar estas distribuciones para analizar pequefias muestras de datos. En
topografia, la observacién de muestras pequenas es tipica donde los dngulos a menudo se
observan solo dos o cuatro veces, y las observaciones de distancia repetidas simplemente
significan presionar el botén de medicién mds de una vez. Las distribuciones de muestreo se
basan en la media y la varianza de una muestra, asi como en el nimero de observaciones

redundantes conocidas como sus grados de libertad.

Los grados de libertad son todas las observaciones realizadas mds alld de lo necesario para
determinar un valor. Entonces, por ejemplo, si hicimos cuatro observaciones de un dngulo,
cualquiera de estos valores podria usarse para indicar el tamano del 4ngulo. Las tres
observaciones adicionales restantes se consideran observaciones redundantes y representan
los grados de libertad de la observacién.
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Obviamente, estas observaciones adicionales se usan para eliminar errores sistemdticos,
verificar la primera observacién y crear una media y una desviacion estindar para el dngulo.
Se dice que esta muestra tiene tres grados de libertad que representan estas observaciones
adicionales.

A medida que aumenta el ndmero de observaciones redundantes, los valores criticos de la
distribucién de muestreo se aproximan a los valores para el mismo nivel de confianza de la
distribucién normal.

Por ejemplo, a 30 grados de libertad, el valor critico de la distribucién # es 2,04, que no estd
lejos de su valor de distribucién normal de 1,96. Tenga en cuenta que la distribucién # se
convierte en la distribucién normal con un nimero infinito de observaciones.

En el pasado, la Gnica forma de determinar los valores criticos para una distribucién era
tener acceso a una tabla estadistica. Sin embargo, hoy en dia las hojas de cdlculo brindan
esta capacidad con funciones integradas.

Por ejemplo, en Excel la funcién para determinar un valor critico para la distribucién ¢ es
tinv (a, v ) donde a representa el nivel de confianza y v representa los grados de libertad.
Entonces, en el escenario mencionado anteriormente, serfa tinv (0.05,3) donde a es 0.05
(nivel de probabilidad del 95%) y 3 es el nimero de grados de libertad en la muestra de
cuatro observaciones como se discutié anteriormente. [Tenga en cuenta que Microsoft
Excel requiere la entrada de 0,05 para el valor # critico ( £ oms.). Este no es el caso con otras
distribuciones. ]

En este caso el valor critico, nuestro multiplicador para un intervalo de confianza del 95%,
es 3,182... Este valor es muy diferente al valor de 1,96 derivado de la distribucién normal.
Este valor es mayor simplemente porque el tamafo de nuestra muestra es pequeiio y, por lo
tanto, hay mds incertidumbre en la media y la desviacién estindar que la que se determiné a
partir de la muestra de observaciones.

Recuerde que en un articulo anterior sobre la distribucién normal (junio de 2015) afirmo

que los multiplicadores de esta distribucién son vilidos solo si observamos més de 30
observaciones repetidas. Dado que esto rara vez sucede en la topografia, necesitamos la
distribucidn # para analizar nuestros datos en busca de valores atipicos y errores garrafales.
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A POPULATION OF 20 VALUES

22.0 14.8 20.7 19.4

216 19.9 18.4 294

28.6 32 14.6 26.0

18.8 23.8 28.3 24.9

20.9 21.8 25.0 25.7
tabla 1

Aqui miro cémo se puede usar la distribucion ¢ para realizar este andlisis. Para mostrar
esto, se repiten aqui las Tablas 1y 2 del articulo anterior.

Como ejemplo, usando la linea 1 en la Tabla 2 , podemos afirmar que el 95 % del tiempo la
media de la poblacién estard entre lo que se muestra en la Ecuacién 1, donde j es la media
de la muestra, S'la desviacidn estdndar de la muestra, 7 la nimero de observaciones
realizadas, y ¢ el valor critico de la distribucién # para « puntos porcentuales con base en una
muestra con v grados de libertad.

Tenga en cuenta en esta ecuacién que S /V 7 representa la desviacion estindar en la media,
que se utiliza para determinar un rango para la media de la poblacidn. Si desedramos
determinar un rango especifico para una sola observacién, lo reemplazariamos con la
desviacién estdindar para una sola observacién, S .

SAMPLE SETS FROM TABLE 1

SAMPLE MEAN VARIANCE
y 82
1 20.90 21.80 25.00 31.20 26.00 22.84
2 18.80 20.70 21.80 26.00 21.83 928
3 460 28.3 25.00 19.40 21.83 36.70
4 19.40 31.20 21.60 28.30 25.13 30.73
Tabla 2

En este ejemplo, la media es 26,00, la desviacion estindar es V22,84, 7 es 4, aes 0,05, que es
1-0,95,y ves 3, que es el numero de observaciones redundantes. Por lo tanto, el intervalo
de confianza del 95 % para la media de la poblacién basada en los valores de estas muestras

es como se muestra en la Ecuacién 2 .
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El valor # para una muestra con 3 grados de libertad es 3,183, que es considerablemente
mayor que el multiplicador de 1,96 (o 2) que se usaria de la distribucién normal. Este
multiplicador mds grande representa la incertidumbre que tenemos en la media y la
desviacion estindar de la muestra debido al nimero limitado de observaciones utilizadas
para determinar estos valores.

Asi, podemos afirmar con un 95% de certeza que la media de la poblacién estd entre 18,39 y
33,60, lo que también significa que el 5% de las veces la media de la poblacién estard fuera
de este rango.

yit(ﬂ/a?r V)

Ecuacion 1

Un uso mds comun para esta distribucién es determinar el rango en el que debe estar el 95%
de las observaciones. Esto se usa tipicamente para identificar y eliminar valores atipicos o
errores garrafales de las observaciones. Por lo tanto, cuando hacemos esto estamos
afirmando que estamos dispuestos a descartar el 5 % de nuestras observaciones como
posibles errores garrafales, razén por la cual a veces se usa el 99,7 %.

Por ejemplo, suponga que una distancia se observé cuatro veces y tenfa una media de
293,56 pies con una desviacién estindar de £0,023 pies. En este caso, el 95 % de las
observaciones deberfan estar entre 293,56 * t 0,025,3 (0,023 ,. Dado que el multiplicador t
es nuevamente 3,183, esto significa que el 95% de las observaciones deben estar entre

293,487 y 293,633.

Normr
26.@@11“@,@25,3%

ecuacion 2

Si alguna observacion estd fuera de este rango, podria considerarse un error o un valor
atipico y descartarse de la muestra. Nuevamente, esto significa que estamos dispuestos a
descartar el 5% de nuestras observaciones para eliminar posibles errores.
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A menudo, el controlador topogrifico mostrard la media, su desviacién estindar y los
residuos cuando se realizan multiples observaciones sobre una cantidad. En este caso, el
producto del valor ¢y la desviacién estindar de la observacién proporciona el
rango/intervalo de confianza para los residuos. Utilizando el ejemplo anterior, el 95 % de los
residuos debe estar entre 3,183 (0,023) o 0,073 pies.

Es importante recordar que cuando realizamos levantamientos, generalmente recolectamos
muestras muy pequefias para nuestras observaciones. Asi, las medias muestrales y las
desviaciones estindar tienen niveles de incertidumbre mds altos que los derivados de la
distribucién normal, que proviene de toda una poblacién de observaciones. A menos que
recolectemos mds de 30 muestras de un solo valor, realmente deberiamos usar los valores
criticos y los multiplicadores de la distribucién ¢ y no la distribucién normal.

En la siguiente entrega, exploro el uso de la distribucién Chi-cuadrado (% 2), que se utiliza
para desarrollar la prueba de “bondad de ajuste” en los ajustes de minimos cuadrados. En
particular, observo el uso de la distribucién, lo que significa "no pasar la prueba” y qué
mirar cuando la prueba falla.
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La distribucion de chi-cuadrado

En mi articulo mds reciente (agosto de 2015) , discuto la distribucién ¢ de Student y cémo
se pueden usar sus propiedades para aislar errores en las observaciones. Otra distribucién de
muestreo que se usa comdinmente en los ajustes de minimos cuadrados es la distribucién 2
@iaindo). Aparece en la forma de lo que normalmente se llama la prueba de "bondad de
ajuste”. Para comprender el valor de esta prueba, debemos comprender los conceptos
basicos sobre la ponderacién de las observaciones en un ajuste por minimos cuadrados (
Figura1).

El menos Cuadricula Ajustamiento

¥y a

5

Kav

Figura 1

Una de las muchas ventajas que tiene un ajuste de minimos cuadrados sobre la regla de la
brajula o cualquier otro método de ajuste es que podemos aplicar pesos a nuestras
observaciones, que controlan el tamafio de las correcciones a las observaciones. Los
fabricantes de instrumentos electrénicos como los EDM y los teodolitos digitales
establecen las precisiones de sus instrumentos en términos de estindares de precisién. Por
ejemplo, puede tener una estacién total con un estindar ISO 17123-3 para dngulos de 3"y
una precisién de distancia de 3 mm + 3 ppm. Sin embargo, esto es solo una parte de lo que
determina la precision final de sus dngulos y distancias.

Otras cosas que controlan la precision de sus observaciones son las habilidades del usuario
para sefalar el objetivo y colocar el instrumento y el objetivo sobre un punto, el estado de
calibracién de los niveles y las plomadas dpticas o lser, el nimero de repeticiones de las
observaciones, Etcétera. (En el préximo articulo, discutiré cémo se combinan todos estos
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elementos para permitirle estimar la precision de cada observacién). También sabemos que
las distancias de visién m4s largas dardn como resultado observaciones mds precisas si todo

lo demds es igual.

2
Uﬂ
2
03

Ecuacion 1

Los ajustes de minimos cuadrados permiten al usuario ponderar individualmente las
observaciones de acuerdo con la incertidumbre estimada de cada observacidn. Por lo tanto,
un dngulo con una incertidumbre estimada mds alta recibird mis error de cierre angular que
uno con una incertidumbre estimada m4s baja. Este no es el caso con el ajuste de la regla de
la brajula, ya que normalmente distribuimos el error de cierre en dngulos por igual a todas
las observaciones de dngulo sin importar cémo se observé el dngulo.

ecuacion 2

Los pesos de las observaciones se determinan como en la Ecuacién (1), donde w es el peso
de la observacion, o ,la desviacién estindar estimada de la observacién y o sun factor de
escala, al que normalmente se le asigna un valor de 1. Por lo tanto, los pesos de las
observaciones generalmente se determinan como en la Ecuacion (2) donde a o »se le
asigné un valor de uno y se conoce como la desviacion estindar a priori de la unidad de

p€.¥0.
Determinacion de la desviacion estandar a posteriori de la unidad de peso

Después de un ajuste por minimos cuadrados, se determinan los residuos para cada
observacién. Estos residuos representan los errores en las observaciones que deben crearse
para satisfacer las restricciones geométricas del levantamiento. Se combinan con los pesos
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asignados a las observaciones antes del ajuste para determinar la desviacion estindar a
posteriori del peso unitario , S ..

2Wi Vi

redundancies

So=

Ecuacion 3

En la Ecuacién (3), S wes la varianza de referencia del ajuste , w .el peso de cada
observacion, v ;el residual de cada observacién, S w7 v72 la suma del producto de los pesos
de cada observacién por su residual al cuadrado, y redundancias el ntimero de
observaciones redundantes en el sistema.

Tenga en cuenta que el nimero de observaciones redundantes también se denomina a veces
los grados de libertad del ajuste. Por ejemplo, si una observacién de distancia tiene un peso,
w , de 1000 y un residuo, v, de 0,02 pies, entonces su contribucién a la varianza de
referencia estd relacionada con 1000(0,02) 20 0,4.

La clave aqui no es cémo se calculan estos valores, sino el hecho de que al final del ajuste, la
varianza de referencia calculada deberfa coincidir estadisticamente con el valor asignado a
priori de 1, estadisticamente hablando ¢ 20 _.S . Si este no es el caso, hay dos causas

posibles.

Primero, podria haber una o mds observaciones en el ajuste que contengan errores. En este
caso, sus residuos serin mayores de lo esperado. Técnicamente hablando, esto significa que
la desviacién estdndar estimada, ¢ ,, es demasiado pequefia para la observacién.

Por ejemplo, supongamos que una observacién de distancia tiene un error de 1 pie pero se
le asigna una desviacién estdndar, 5, de £0,02 pies. La desviacién estindar es demasiado
pequeria para la calidad de la observacién y, por lo tanto, resulta en una contribucién a la
varianza de referencia que es demasiado grande. Bajo estas condiciones, la contribucién de
esta Uinica observacion a la varianza de referencia mostrada en la Ecuacién (3) es 1/0. 02212,
que es igual a 2500. Si a esta observacién se le diera una desviacién estindar, o 1, de 1,
entonces su contribucién a la varianza de referencia serfa solo 1/1212, quees 1.
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La segunda razén por la que o ,no es estadisticamente igual a .S ,es que los pesos para una
observacién o un conjunto completo de observaciones son incorrectos donde las
precisiones de las observaciones estin por encima o por debajo de lo estimado.

Prueba de bondad de ajuste

El método estadistico para comprobar si ¢ »-S »se conoce como prueba de bondad de
ajuste que utiliza la distribucién y > La distribucién y *le permite comparar una varianza de
muestra con una varianza de poblacién.

En este caso, la varianza de la muestra es la varianza de referencia S »determinada a partir
del ajuste por minimos cuadrados. La varianza de la poblacién ¢ es el escalar utilizado para
determinar los pesos de las observaciones, al que normalmente se le asigna un valor de 1.
Nuevamente, si la prueba falla, significa que puede haber ocurrido una de dos cosas o, en
algunos casos, ambas. La primera posibilidad es la presencia de errores garrafales en las
observaciones, lo que provocé grandes residuos, y la segunda es que las observaciones se
ponderaron incorrectamente.

La prueba de bondad de ajuste se puede considerar como una bandera de advertencia
cuando el ajuste no pasa la prueba. Significa que algo no estd bien en el ajuste, pero no te
dice qué es especificamente. Es en este punto que el topdgrafo primero debe observar los
residuos para ver si alguno es mayor que z.,..S , donde ¢ es el valor critico de la distribucién
¢ con un nivel de significancia a y v el nimero de observaciones redundantes en el ajuste.

Mi articulo anterior analiza la distribucién # y su uso para identificar errores graves en un
conjunto de datos. Si no hay errores identificables, entonces el topdgrafo debe realizar una
comparacion superficial de las desviaciones estdindar asignadas para las observaciones contra
sus residuos.

Por ejemplo, suponga que las desviaciones estindar de los 4ngulos en el ajuste estdn entre 2
y 3", pero el valor absoluto de los residuales angulares estd entre 4" y 6". En este caso, las
observaciones estin sobreponderadas; es decir, las desviaciones estindar de las
observaciones utilizadas para calcular los pesos en la Ecuacién (2) fueron demasiado bajas,
lo que resulté en un peso demasiado alto. Cuando estos pesos mds altos se multiplicaron
por sus respectivos residuos observacionales, se obtiene una varianza de referencia de la
Ecuacién (3) que es demasiado grande.
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Alternativamente, también es posible subestimar las observaciones. Este es el escenario
opuesto. Es decir, las desviaciones estindar de las observaciones son demasiado altas en
comparacién con sus residuos. La varianza de referencia resultante serd menor que uno'y
puede ser demasiado baja. En este caso, las desviaciones estindar de las observaciones deben
reducirse para lograr un ajuste por minimos cuadrados correctamente ponderado.

El escenario anterior ocurre tipicamente cuando se utilizan las desviaciones estdndar de los
procedimientos de observacién. Dado que las desviaciones estindar de la muestra calculada
para dngulos y distancias provienen de observaciones que no son verdaderamente
independientes, estos valores calculados a menudo son engafiosos y suelen ser mds bajos de
lo que se garantiza con el instrumento y los procedimientos de campo.

Si todo esto parece abrumador, considere el hecho de que las elipses de error del 95 %
determinadas para un levantamiento ALTA/ACSM deben determinarse a partir de un

ajuste por minimos cuadrados correctamente ponderado”, y por lo tanto su comprensién
es esencial si se va a realizar un levantamiento ALTA/ACSM. encuesta ACSM.

En el siguiente articulo, analizo la teorfa detrds de las ecuaciones que permite estimar
correctamente la desviacion estindar de una observacién y, por lo tanto, simplificar el
proceso de ponderacién correcta de un ajuste por minimos cuadrados. Reconozca que, si el
ajuste se pondera correctamente, los errores en los datos volverdn a las observaciones que
crearon estos errores en primer lugar. El resultado son mejores coordenadas y observaciones
ajustadas de su levantamiento.

Problemas derivados del uso de desviaciones estandar calculadas.

De acuerdo con los requisitos minimos estindar detallados de 2011 para levantamientos de
titulos de propiedad de tierras de ALTA/ACSM, “'Precisién posicional relativa' significa la
longitud del semieje mayor, expresada en pies o metros, de la elipse de error que representa
la incertidumbre debida a errores aleatorios en mediciones en la ubicacién del monumento,
o testigo, marcando cualquier esquina de la propiedad topogréfica en relacién con el
monumento, o testigo, marcando cualquier otra esquina de la propiedad topogrifica al
nivel de confianza del 95 por ciento (dos desviaciones estdndar). La precisién posicional
relativa se estima mediante los resultados de un ajuste de minimos cuadrados correctamente

ponderado de la encuesta”. (ALTA/ACSM, 2011)
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En futuros articulos describo las elipses de error y su significado como indicador de calidad
de las observaciones topogréficas. En este articulo me enfoco en la declaracién, “ajuste de la
encuesta por minimos cuadrados correctamente ponderados”. En el articulo anterior
(noviembre de 2015), discuto el uso de la distribucién y 2 para determinar si el ajuste estd
ponderado correctamente o contiene un error garrafal.

El problema real al que se enfrenta cualquier topdgrafo es decidir cémo asignar errores
estindar de o 1 a sus observaciones de modo que los pesos wi de las observaciones sean
apropiados para los errores presentes en las observaciones. Recuerde del articulo anterior
que los pesos para las observaciones independientes se calculan como en la Ecuacién (1)
donde o 21 es la varianza de la observacién y o 1 el error estindar de la observacion.

En la mayorfa de las muestras de software comercial, las desviaciones estdndar, S, se utilizan
a menudo como sustitutos del error estindar en la Ecuacién (1) porque son estimaciones
del error estdndar. Pero las desviaciones estindar se determinan a partir de una muestra de
datos y no de la poblacién. Como se mostré en un articulo anterior (noviembre de 2015),
las desviaciones estdindar de la muestra o sus varianzas pueden variar significativamente del
error estindar y las varianzas de la poblacién. Este articulo demuestra el problema que
puede ocurrir al usar desviaciones estindar calculadas.

| W
. 7~
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¢Prohlema?

Muchos topdgrafos repetirdn las observaciones en el campo y su software utilizard las
desviaciones estindar determinadas a partir de las observaciones para calcular los pesos
utilizando la Ecuacién (1). Sin embargo, los topégrafos rara vez toman mds de cuatro
observaciones repetidas con un dngulo y, a menudo, incluso menos al observar una
distancia. Debido a que estos son valores calculados a partir de muestras, es posible que no
proporcionen estimaciones confiables de los valores de su poblacién.

2
XI—O./Z.\' Kar2y
La distribucion X2,

Afortunadamente, la distribucién de y 2 nos permite calcular el rango en el que residird la
varianza de la poblacién en un nivel de confianza seleccionado y brindar una idea de la
confiabilidad de las desviaciones estindar de la muestra (Figura 1).

Por ejemplo, suponga que un dngulo observado tiene una varianza de muestra de 7,3
(+2,772), que se calcula a partir de cuatro observaciones de dngulo repetidas. El rango en el
que se puede determinar la varianza de la poblacién usando valores criticos de la
distribucién y 2 estd en la Ecuacién (2) donde v es el niimero de observaciones redundantes
(que es tres en este ejemplo), S2 es la varianza de la muestra (que es 7.3 en este ejemplo), y
2 a/2yy 21- a/2 son los valores criticos determinados a partir de la distribucién de y 2.

Como podemos ver en la Figura 1, la distribucién x 2 no es simétrica como las
distribuciones normal y t. Por lo tanto, necesitamos determinar los valores criticos para
ambas colas de la distribucién para obtener un rango para la varianza de la poblacién con
una probabilidad particular (1 -« ).
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Podemos obtener los valores criticos de la distribucién de y 2 usando tablas estadisticas o
usando las funciones chisq.inv () o chiinv () en hojas de cdlculo. Por ejemplo, si
quisiéramos el intervalo de confianza de (1— a )% , podriamos usar chisq.inv (a /2,v) para el
valor critico del lado izquierdo y chisq.inv.rt ( & /2,v) para el valor critico del lado derecho
en Excel.

En este ejemplo, al 68,3 % o una desviacién estindar, a /2 es aproximadamente 0,158,
20,158,3 determinado usando chisq.inv ( 0,158,3) es 0,833 y % 20,158,3 determinado
usando chisq.inv.rt (0,158, 3) es 5.191. Por lo tanto, el rango de la varianza de la poblacién,
o 2i con un intervalo de confianza del 68,3 % estd entre 4,2 (consulte la Ecuacién 3) y 26,3
(consulte la Ecuacién 4). Esto significa que el peso adecuado para la observacién estd entre

0,0014 y 0,56 si se utilizan unidades de segundos o entre 61 486 928 y 2 390 368 806 si se
utilizan unidades de radianes.

Debo senalar aqui que normalmente, en un ajuste de minimos cuadrados de un
levantamiento horizontal o tridimensional, las unidades de radianes se utilizan para todos
los valores angulares para evitar la inconsistencia de unidades con las observaciones de
distancia que estdn en inglés observaciones de distancia que estin en unidades inglesas o SI

de medida

No solo es un amplio rango para la varianza de la poblacién y, por lo tanto, el peso que
posiblemente podria usarse en el ajuste, sino que la varianza de la muestra no proviene de
un conjunto de observaciones verdaderamente independiente. Para obtener este valor, el
topdgrafo necesitaria restablecer el instrumento y los objetivos entre cada observacién de
dngulo o punterfa.

Dicho de otra manera: lo que falta en la varianza de la muestra es el error de centrado del
instrumento, el error de centrado del objetivo y el error de nivelacién del instrumento. Si
bien el error de nivelacién generalmente solo es significativo en los casos en que la linea de
visién es pronunciada, los errores de centrado del instrumento y del objetivo tienden a ser
los que mds contribuyen a la incertidumbre angular con los instrumentos actuales.

Por ejemplo, cuando estaba ensefiando , hice que los estudiantes de segundo afio realizaran
ocho repeticiones de cada dngulo en un cuadrildtero reforzado. A veces, los estudiantes no
podian completar todo el conjunto de dngulos en una estacién especifica en un solo
periodo de clase. Por lo tanto, regresarfan la préxima semana y restablecerfan el
instrumento y los objetivos sobre las estaciones y completarfan su conjunto de
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observaciones para los dngulos. Esto significaba que tenfan que restablecer sus objetivos e
instrumentos sobre las estaciones. Luego calcularfan las medias angulares y las desviaciones
estdindar para cada conjunto de observaciones. Cuando tuvieron que romper su conjunto
de observaciones entre periodos de clase, encontraron que estas desviaciones estindar eran
mucho peores que las calculadas a partir de una sola configuracién. A menudo les
preocupaba esta falta de precisién y crefan que habian hecho algo mal.

Sin embargo, quisiera sefialar que este valor mds alto para la desviacién estindar se debié a
que tenfan errores de configuracién incluidos en sus valores y que estos valores eran mds
representativos de las incertidumbres reales en sus observaciones. Los topdgrafos de limites
a menudo ven estos mismos errores en la nueva medicién de una propiedad cuando
comparan sus valores de observacion con los valores registrados.

Como se indicé anteriormente, todavia es comtin hoy en dfa utilizar las desviaciones
estaindar de la muestra como estimaciones de los errores estindar de la poblacién cuando se
ponderan las observaciones en un ajuste. De hecho, la mayoria de los paquetes de software
brindan a los usuarios una entrada de valor predeterminado para cubrir la posibilidad de
que la desviacién estdndar sea cero. Esto sucede cuando todas las observaciones repetidas
son iguales y da como resultado un cdlculo no vilido cuando se ingresa en la Ecuacién (1).

Por lo tanto, es posible que se esté preguntando: ¢ Cémo se obtienen valores razonables
para los errores estindar a fin de "ponderar correctamente” el ajuste? Bueno, la respuesta
estd en estimar los errores de configuracién y de nivelacién e incluirlos en la determinacién
de los errores estdndar de las observaciones. Comienzo este anilisis en el siguiente articulo
de esta serie. Hasta entonces feliz _ agrimensura _
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Estimacion de incertidumbres

En el articulo anterior (enero de 2016) , senalé la falta de confiabilidad de las desviaciones
estdindar de la muestra como estimaciones de los errores estindar de la poblacién cuando el
ndmero de observaciones repetidas es muy pequefio, que suele ser el problema en las
encuestas.

En este articulo, analizo cémo podemos estimar los errores estindar para las observaciones
en funcién de las estimaciones de errores de configuracidn, errores de nivelacién y
precisiones especificas del instrumento utilizando principios de propagacién de errores.
Tenga en cuenta que este método de estimacién de incertidumbres en las observaciones no
es nuevo, ya que R. Ben Buckner, Edward Mikhail y Gordon Gracie publicaron estos
conceptos a principios de la década de 1980.

Estimacion de errores de centrado

Cuando se realiza un levantamiento, el topdgrafo intenta matemdticamente determinar las
coordenadas de un punto matemdtico. En la vida real, este punto puede definir el centro de
un muro de piedra o una marca de punzén en una barra de refuerzo.

Suponga que se coloca una tachuela en un centro para representar fisicamente el punto en
el suelo. Nuestra habilidad para centrarnos sobre la tachuela varfa segin nuestras
habilidades individuales, el cuidado que se tenga en el proceso de configuracion del
instrumento, el ajuste de una plomada éptica y una burbuja circular, y el ancho de la
depresion en la tachuela. Por ejemplo, una depresién en una tachuela tiene
aproximadamente 0,01 pies de didmetro, mientras que un orificio perforado de un
dieciseisavo de pulgada en una barra de refuerzo tiene aproximadamente 0,005 pies de
didmetro. Con una plomada éptica que estd en ajuste, podemos observar lo que parece ser
el centro de un monumento fisico.

Sin embargo, nuestra capacidad para centrarnos con precisién en el punto se ve limitada
por el tamano del punto y nuestras propias limitaciones fisicas. Por ejemplo, nuestros
errores de centrado serdn mayores en un tubo de hierro de 1 pulgada que en una depresién
en un monumento o en un clavo de concreto. Por supuesto, también estamos limitados por
el estado de calibracién de los niveles, las plomadas épticas y las burbujas circulares de los
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instrumentos, asi como por nuestra paciencia para lograr realmente lo que parece estar

centrado.

punto bien definido, deberfamos poder lograr un error de centrado de + 0,005 pies en una
tachuela o + 0,003 pies en el orificio pequefio.

Ahora suponga que la varilla estd sostenida por un miembro de la tripulacién que tiene frio
o estd distraido, dejando la burbuja circular S minutos fuera de nivel en una altura de mira
de 6 pies. Esto produciria un objetivo que estd a 0,009 pies adicional del centro del punto.

Figura 1: Fuentes de errores de centrado con un punto bien deﬁ'm'do.

Hay dos fuentes principales de errores cuando se establece en un punto bien definido, que
se muestra en la Figura 1. La primera es la ubicacién de la plomada 6ptica, el punto de la
plomada o el punto de la varilla con respecto al centro de la depresién en el Monumento.
Dado que un punto bien definido tiene una depresién que normalmente tiene un ancho de
2 mm, podemos suponer que una varilla colocada en esta depresion estard dentro de la
mitad de su ancho o dentro de +1 mm o £0,003 pies.
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Sin embargo, si se utiliza una plomada 6ptica, la capacidad del usuario para centrar un
instrumento sobre la depresién del monumento depende de sus propias limitaciones fisicas
y del estado de calibracién de la plomada dptica. Estos errores pueden ser, por lo tanto,
mucho mayores que los obtenidos para una barra colocada en la depresién. Por ahora
asumiremos que son iguales, pero esto habla de la necesidad de revisar las plomadas Spticas
de sus instrumentos con frecuencia y calibrarlos cuando estén desajustados.

La otra gran fuente de error es la altura del instrumento o reflector sobre el monumento.
Por ejemplo, una varilla reflectora tiene una burbuja circular de 40', mientras que los viales
de nivel de los instrumentos estdn tipicamente en el rango de 20” a 30”. Suponga que la
burbuja estd desfasada en 0,2 divisiones u 8' para la varilla y 6” para el instrumento.

El error de centrado del instrumento se determina utilizando la conocida férmula que se
muestra en la Ecuacién (1), donde S es el error de centrado del reflector/instrumento sobre
el punto, R es la altura del reflector/instrumento sobre el punto. el punto, y 6 es la cantidad
de error de nivelacién en radianes. Suponiendo una altura de 5,6 pies del objetivo y el
instrumento sobre el punto, podemos calcular el error de centrado en el objetivo en
aproximadamente £0,013 pies para el reflector y 0,0016 pies para el instrumento.

Para determinar el error de centrado general en el instrumento o el objetivo sobre el punto,
necesitamos aplicar una propagacién de error simple donde el error general es la rafz
cuadrada de la suma de los errores individuales al cuadrado, o como se ve en la Ecuacién

2).

Por lo tanto, utilizando los nimeros anteriores, vemos que el error de centrado del
instrumento es de aproximadamente £0,003 pies para el instrumento y £0,013 pies para el
objetivo, suponiendo que tenemos un punto bien definido y que los niveles, ya sean reales
o electrénicos. —estdn en calibracién. Nuevamente, esto habla de la importancia de
mantener sus instrumentos calibrados.

Analisis de errores en observaciones de distancia

No todas las observaciones de distancia tienen la misma incertidumbre. Por ejemplo, los
fabricantes de EDM nos dicen que la precisién de las observaciones repetidas de sus
instrumentos es un error constante a (por ejemplo, 3 mm) y un error escalar b (por ejemplo,
3 ppm). La porcidn escalar de la precisién nos dice que la incertidumbre de una distancia
observada depende de su longitud. La porcién constante del error nos dice que el error es
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mds significativo para distancias cortas, lo que resulta en precisiones de distancia mds bajas

para estas observaciones.

Equation 1 S=R0O

Equation 2 g:,/012+022+...

2
Equation3  gyp = \[‘71‘2 tof+at+ (%AB)

Equation4  oup = Jo.0032 +0.0132 40012 + (2 232.45)2 = 40.017 ft
Sin embargo, como se indicd

anteriormente, los errores de centrado también contribuyen a la incertidumbre general de
una observacién. Independientemente del tamafo del error que estime, estos errores
contribuyen al error general en la distancia usando la Ecuacién (2) o como se muestra en la
Ecuacién (3) donde o AB es el error estindar estimado en la longitud observada entre A'y
B; oiy o rson las incertidumbres estimadas en la configuracién del instrumento y el
reflector, respectivamente; y b es el error escalar en partes por millén; por ejemplo, b es el 3

en 3 ppm.

Por lo tanto, si practicamos la diligencia debida al instalar la estacién total y el reflector
sobre un punto bien definido para una distancia de 232,45 pies de largo con un EDM que
tenga las especificaciones del fabricante de 3 mm (0,01 pies) + 3 ppm, el error estimado en
el la distancia observada es como en la Ecuacién (4).

Tenga en cuenta que el error en cada distancia serd diferente y depende de la longitud de la
distancia y el estado de calibracién y el cuidado en el uso del equipo. Si no se tuvo cuidado
al sostener el reflector sobre el punto y estimamos que el error de centrado es de 0,01 pies
tanto para el instrumento como para el reflector, entonces el error en la distancia serfa de
10,019 pies. Tenga en cuenta también que si la plomada dptica de el instrumento estd
apagado por 5 minutos en una configuracién de 5,6 pies, entonces el error de
configuracién sobre un punto bien definido serd de £0,008 pies.

Estas diferencias son pequefas para cada escenario, pero recuerde que el objetivo es estimar
correctamente el error estindar de la observacién para que su error de observacion se
devuelva durante el ajuste y no se extienda a otras observaciones. Por lo tanto, el peso de la
distancia con un error estindar estimado de £0.013 es aproximadamente 3500, mientras
que el peso de la distancia con un error estindar estimado de £0.019 seria
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aproximadamente 2700. Ahora imagine o calcule la cantidad de error en una distancia
cuando sobre un tubo de hierro de 1 pulgada o el centro de un muro de piedra de 6 pies de
ancho.

Estimacion de errores estandar en observaciones angulares

En los articulos anteriores ( enero y febrero de 2016) discuto la falta de confiabilidad de las
desviaciones estindar cuando se calculan a partir de una pequefia muestra de observaciones,
asf como también cémo estimar los errores al centrar un instrumento sobre un punto bien
definido y cémo estimar la error estindar para distancias medidas electrénicamente.

Aqui miro el problema mds complicado de estimar errores estindar en observaciones

angulares.

La incertidumbre en un dngulo observado es una funcién de varios errores menores, pero
primero debemos comprender el método que utilizan los fabricantes para clasificar sus
teodolitos digitales y estaciones totales.

Cuando se crearon los primeros teodolitos digitales, se dieron cuenta de que el usuario ya
no podia distinguir entre las cualidades de los instrumentos mirando los circulos a través de
sus visores de lectura. (Lo siento, jévenes, esto es mucho antes de su tiempo). Por lo tanto,
los fabricantes alemanes crearon el estindar DIN18723 para teodolitos digitales.

Luego, todos los fabricantes comenzaron a proporcionar un estindar DIN18723 para cada
instrumento que vendian, lo que indicaba la capacidad del instrumento para apuntar y leer
en una sola direccién. Desde entonces, la Organizacién Internacional de Normalizacién ha
publicado la norma ISO 17123-3, que cumple esta misma funcidn.

Es importante comprender que estos estindares se crearon para proporcionar un medio de
diferenciar entre las cualidades de los instrumentos y no son una medida real de la
capacidad de una persona para girar un dngulo con el instrumento. Sin embargo, muestra
que diferentes instrumentos proporcionardn dngulos de diferentes precisiones.

Ademis de esto, los topdgrafos experimentados se dan cuenta de que las distancias de vision
mis largas dan como resultado mejores observaciones de dngulo. Ademds, la topografia en
propiedades donde hay grandes dngulos de altitud da como resultado errores de cierre
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angular mds grandes, por lo general. Por lo tanto, no todos los 4ngulos observados tienen la
misma precision. Asi que echemos un vistazo a cada error individualmente.

Primeros angulos

Estos consisten en observaciones bidireccionales de los circulos horizontales. Ademds,
diferentes empresas topogrificas observan dngulos utilizando un ndmero diferente de
conjuntos. Los mds comunes entre estos son uno (1DR) y dos (2DR) conjuntos de
dngulos, que dan como resultado un promedio para la observacién del 4ngulo.

Tenga en cuenta que si estd girando un dngulo solo 1D, entonces no estd compensando los
errores sistemdticos presentes en su instrumento. Esto puede ser aceptable en
levantamientos cartogrificos y de construccién, pero no es una prictica aceptable en
levantamientos de limites o en muchos otros tipos de levantamientos.

Angulos horizontales

— 2 2 2 2
0= [04, + 04, T 04, T 0g,

Ecuacion 1

Las principales fuentes de errores en un dngulo horizontal consisten en la calidad del

instrumento, que es:

= los errores de punteria y lectura , oa pr,
= numero de veces que se observa el dngulo, n,
= elerror de centrado del instrumento y el objetivo sobre sus estaciones, oo 1, oa t,

= yelerror de nivelacién del instrumento, oo 1.
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Cada una de estas fuentes de error contribuye al error general en un dngulo observado.
Debido a que estas fuentes de error son independientes entre s, la Ecuacién 1 muestra el
error general en una observacién de dngulo utilizando la propagacién del error .

_2-1S0
Oq,, = 7

ecuacion 2

Como se dijo anteriormente, los estindares se basan en la observacién de una sola direccién
en ambas caras. A medida que repetimos nuestras medidas, este error de compensacién
también se repite para cada punto. La contribucién de este error a la incertidumbre general
en el dngulo se muestra en la Ecuacién 2 , donde n es el nimero de veces que se repite un
dngulo e ISO el estindar ISO para el instrumento.

Ahora, si algunos de ustedes estdn diciendo: "Espera, ¢no acabas de decir que el estindar
ISO no era una medida real de la capacidad de un individuo para girar y orientarse con el
instrumento?"” la respuesta serfa si, pero ademds de determinar el estindar ISO personal de
cada individuo con un instrumento en particular, esta es la mejor estimacién que tenemos
para el instrumento.

Cabe senalar que hice que nuestros estudiantes de segundo afio determinaran su ISO
personal y noté con el tiempo que algunos serdn ligeramente mejores que el estindar del
instrumento, algunos coincidirdn con el estindar y otros serdn ligeramente peores que el
estindar. publicado para su instrumento. De hecho, el estindar ISO coincide con sus
habilidades de observacién y, por lo tanto, es un valor vilido para sus habilidades
personales, estadisticamente hablando. Por lo tanto, las normas DIN o0 ISO son una buena

estimacidn de esta contribucidn al error.
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2(3)

Ooyr = 5 NG = +4.2

Ecuacion 3

Entonces, si un dngulo se mide 1DR (n = 2) con una estacion total de 37, la contribucién
resultante al error angular general es como se muestra en la Ecuacién 3 .

Este mismo dngulo observado 2DR (n = 4) tiene un error por punteria y lectura de +3”,
observado 3DR (n=6) tiene un error de £2.4”, y observado 4DR (n=8) tiene un error de
+2.1”. Es interesante notar que el aumento en la precisién angular comienza a estabilizarse
después de ocho repeticiones o 4DR.

El error de descentrado del objetivo es una funcién de la longitud de las miras. Eles
calculado como en la Ecuacién 4 donde :

= DBS esla longitud de la referencia,
= DFS lalongitud de la previsidn,
» o telerror estimado en el centrado de los objetivos, y

» placonversion de radianes a segundos, que es 206264.8”.

_ VD5 + Dfs

“ DpgDps

o a:p

ecuacion 4

Para un dngulo con ambas distancias de visibilidad de 100 pies, la cantidad de error que
contribuye al 4ngulo con un objetivo descentrado de solo 0,005 pies es +14,6”. Si ambas
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distancias de visibilidad son de 200 pies, es de +7,3”; para distancias de visibilidad de 400
pies es de £3,6”.

A partir de esto, podemos ver que las distancias de visién cortas dan como resultado errores
generales mds grandes en los 4ngulos, aunque el error de descentrado sea el mismo. Es decir:
en términos de las coordenadas del punto, las distancias de visién mds cortas tienen poco
efecto sobre las coordenadas de las estaciones pero efectos mds grandes sobre los errores
estaindar de los dngulos, lo que significa que los dngulos observados con distancias de visién
cortas estdn sujetos a mds errores y deben ser ponderado como tal.

De manera similar, el error de descentrado del instrumento puede ser significativo cuando
las distancias de visibilidad son cortas. La ecuacién para determinar su contribucién a la
incertidumbre angular general se muestra en la Ecuacién 5 , donde:

» D3 eslalongitud de la distancia que conecta las estaciones de vista trasera y
delantera, que se puede calcular usando la ley de los cosenos, o',

= elerror estimado en el descentrado del instrumento , y

» otros términos como se definid previamente.

5 = D Jip
“ DpsDps+/2

Ecuacion 5

Este error es interesante porque también depende del tamano del 4ngulo, que afecta a D3.
De nuevo, suponiendo un error de descentrado del instrumento de 0,005 pies con un
dngulo observado de 90°, la incertidumbre en el dngulo debido al descentrado del
instrumento es de £10,3" para una longitud de mira de 100 pies, +5,2" para una longitud de
mira de 200 pies, y +2.6” para una mira de 400 pies de largo. Una vez mds, las distancias de
visién cortas dan como resultado mayores incertidumbres en los 4ngulos observados, y
estos dngulos deben ponderarse en consecuencia.
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Si el instrumento estd ligeramente desnivelado, esto significa que no se estd observando un
dngulo horizontal real. La contribucién de este error al error angular general depende de la
cantidad de desnivelacién , que es una funcién de la sensibilidad del vial de nivel, y la

divisién fraccionaria en la que el instrumento estd fuera de nivel. También es una funcién

del dngulo cenital al objetivo.

El error en el 4ngulo debido al desnivel del instrumento se muestra en la Ecuacién 6

donde:

_ fab/ (cot zgs)? + (cot zpg)?

O'al \/ﬁ

Ecuacion 6

fd es la divisién fraccionaria que el instrumento est4 fuera de nivel,

» wlasensibilidad del nivel de ampolla/nivel electrénico,
= zBS el dngulo cenital de la referencia,

= zFS el dngulo cenital de la mira, y

= nel ndmero de veces que se observa el dngulo.

Silos dngulos cenitales son de 90°, la contribucién de la desnivelacidn al error angular es de
0”. A medida que el 4ngulo cenital aumenta o disminuye, la oo 1 aumenta. La Tabla 1
muestra el error angular para dngulos cenitales que van de 90° a 45° con un instrumento
que estd 7,5” fuera de nivel (1/4 de una divisién de burbuja de 30”) para varios nimeros de

repeticiones, n.

Como puede verse en la Tabla 1, la contribucién de este error a los dngulos horizontales es
pequefia para los dngulos cenitales dentro de los 15° de la horizontal. Sin embargo, a
medida que sus lineas de visién aumentan o disminuyen en elevacién, la nivelacién
incorrecta se vuelve més significativa y la nivelacién precisa se vuelve mds importante.
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Table 1 Angular error for various repetitions of the
angle and zenith angles with a misleveling of +7.5".

4
90
85
80
75
70
65
60
55
50
45

Esto explica por qué las poligonales que suben y bajan pendientes empinadas a menudo
tienen errores de cierre angulares mds grandes que los que se encuentran en regiones

n=2 n=4 n==6 n=38
+0.0» +0.0» +0.0» +0.0» |
+0.7» +0.5» +0.4» +0.3»
+1.3» +0.9» +0.8» +0.7»
+2.0» +1.4» +1.2» +1.0»
+2.7» +1.9» +1.6» +1.4»
+3.5» +2.5» +2.0» +1.7»
+4.3» +3.1» +2.5» +2.2»
+5.3» +3.7» +3.0» +2.6»
+6.3» +4.4» +3.6» +3.1»
+7.5» +5.3» +4.3» +3.8»
tabla 1

relativamente planas. Para aquellos de ustedes que piensan: "Esperen, mi instrumento tiene

compensacién de doble eje”, les pregunto cudndo fue la tltima vez que verificaron su
calibracién y con qué frecuencia calibran el instrumento.
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Pesos correctos

En articulos anteriores (enero, febreroy abril de 2016 ) discuto la falta de confiabilidad de
las desviaciones estandar cuando se calculan a partir de una pequeiia muestra de

observaciones y su uso en el desarrollo del modelo estocdstico (peso) para un ajuste de minimos
cuadrados. A esto le sigue como: (1) estimar ervores al centrar un instrumento sobre un punto
bien definido, (2) calcular un error estandar estimado para distancias medidas
electronicamente y (3) usar la teoria de propagacion de errores para estimar ervores en

observaciones angulares. .

En este articulo, muestro un ejemplo de como determinar el error estimado general en una
observacion angular y analizo el uso de este ervor estandar estimado para aislar los errores

graves en los datos.

Estimacion de la incertidumbre general en un angulo ohservado

Suponga que se observa un dngulo de 120° con una estacién total que tiene una
especificacién ISO de 3”. Se observa 1DR con una distancia de vista trasera de 150 pies y
una distancia de vista delantera de 300 pies. El 4ngulo cenital a la vista delantera era de 93°y
la vista trasera de 88°. El dngulo se observé 1DR (n = 2). La burbuja de nivel de 30” se
mantuvo dentro de % de una divisidn.

¢Cudl es la incertidumbre estimada en el 4ngulo si se supone que los errores de
configuracién estin dentro de £0.005 pies? ¢Cudl es el peso estimado de la observacién?
(Consulte la Parte 3 de esta serie de articulos para conocer las definiciones de las variables).
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Equation 1 _ 20y 23" _ 44 2"

a = =
Gpr Vn vz

‘ _ Dy o _ _ 39686 0.005 s "

Equation 2 %a; = 5o vzP = 130(300) 3 206264.8 = +6.4

D} +D2 V1502+3002
Equation 3 Oa, = J; op = %0.005(206264.8) T
Equation 4 e e fdnm . %" cot(93)?+cot(88)* = +0.3"
! Vo vz
Equation 5
quation g = \/4.22 + 6,42 +7.72 +0.32 = il{)gn
Equation 6 W= —— = 0.00843
10.92
- (L)z = 358,094,165

Equation 7 ~ \09/ =

Solucidn

Error por apuntar y leer: como en la Ecuacién (1).

Error debido al descentrado del instrumento : como en la Ecuacidn (2).
Error debido al descentramiento del blanco : como en la Ecuacién (3).
Error por desnivel del instrumento : como en la Ecuacién (4).

Tenga en cuenta que el error de nivelacidon del instrumento es insignificante para la mayoria
de las encuestas y, por lo tanto, normalmente se ignora. Solo debe tenerse en cuenta cuando
los dngulos verticales se vuelven grandes.

El error estindar estimado para el 4ngulo es: como en la Ecuacién (5).
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El peso de esta observacion de dngulo en particular estd en la Ecuacién (6) en unidades de
segundos o como en la Ecuacién (7) en unidades de radianes.

Si desea lograr un "ajuste por minimos cuadrados correctamente ponderado”, puede ver en
los articulos anteriores y anteriores que estimar un peso apropiado para sus observaciones
no es una tarea ficil. ¢Es esto importante? Definitivamente, y esto va mds alld de los

estandares ALTA/NSPS.

Como llego esto a mi atencion

Empecé por este camino a principios de la década de 1980. Como estudiante de posgrado,
escribi gran parte del software utilizado por otros estudiantes de posgrado en sus
investigaciones. En mi software habia una opcién para usar la deteccién estadistica de
errores para encontrar errores en los datos (un articulo futuro).

Un amigo que era agrimensor autorizado en Wisconsin se habia encontrado con un
problema en su proyecto de investigacién. Como era la norma en ese entonces, él me trajo
este problema. {Se noté que el error de cierre lineal de una poligonal que delimitaba dos
secciones y media de terrenos publicos era de 10 pies! El teodolito utilizado en ese
momento tenfa una cuenta minima de 1 minuto, por lo que estimé que podia leer los
dngulos con una precisién de 0,3 'de minuto.

Le habia dado a cada dngulo, independientemente de la longitud de las lineas de visién o de
su tamafio, una incertidumbre estimada de £18” en el software, pero la deteccién de errores
posteriores al ajuste del software no pudo aislar la observaciéon con el error a pesar de que
tenfa numerosas comprobaciones observacionales/observaciones redundantes.

En una estacion en particular, habfa observado mdultiples dngulos durante varios dias
diferentes en diversas combinaciones. Implementé el esquema de ponderacién estimando
los errores estindar para cada observacion, y la deteccidn estadistica de errores identific6 un
dngulo en el lado opuesto del curso de cierre.

Aunque mi memoria se estd alargando (jmds de 30 afios!), creo que diferfa solo en 6™ (0,1")
de los otros dngulos en esa estacién que se habfan observado en diversas combinaciones.
Tenia distancias de visién extremadamente cortas en comparacién con los otros dngulos en
la poligonal. Obviamente, su error era de mds de 18” pero eso es lo que le habia dado el
modelo de ponderacién para una precision.
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Mis importante es que muchos de los otros dngulos con largas distancias de visién también
tenfan un error estimado de £18”. Yo no podia creerlo mds de lo que él y usted
probablemente puedan creer, pero ese 4ngulo, que tenfa un error menor que la cuenta
minima del instrumento, habfa abierto la poligonal 10 pies en su punto de cierre. La prueba
tue que cuando se eliminé el 4ngulo, la poligonal se cerrd extremadamente bien, lo que es
un testimonio de sus habilidades de medicidn.

Unos anos mds tarde, esto sucedié por segunda vez en una red que cubria una parcela de
terreno de 50 ac donde el error angular fue causado por los estudiantes cuando el objetivo
ocupaba un punto diferente en el monumento de la esquina de la seccién que el ocupado
por el instrumento. Las distancias de visién en estos dngulos eran solo de unos 100 pies de
largo. Una vez mds, el error angular estuvo muy por debajo de las capacidades de lectura del
instrumento.

El software identificé la observacién, pero cuando los estudiantes repitieron las
observaciones, repitieron los mismos trabajos y, por lo tanto, ocurrié el mismo problema.
No fue hasta que discutieron sus procedimientos de campo que se dieron cuenta de que
habfan ocupado dos puntos diferentes en la tapa. Ahora, jpor qué tenfa dos puntos lo dejo
para que lo explique el agrimensor que fijé el monumento de la esquina de la seccién!

Estos incidentes me demostraron la necesidad de obtener los pesos correctos de las
observaciones y el poder de la deteccidn estadistica de errores garrafales.

Desde entonces , he usado repetidamente esta técnica en todos mis ajustes, lo cual fue
bastante ficil desde que implementé este pufiado de ecuaciones de los articulos anteriores
de esta serie en mi software. A menos que haya un error en los datos, nunca dejo de pasar la
"prueba de bondad de ajuste/x2". Tampoco uso nunca las desviaciones estindar de la
muestra para determinar los pesos.

Ademis, dado que he estimado los errores estindar para cada observacién, a menudo uso el
valor critico de la distribucidn ty el error estindar estimado para la observacién para aislar
los errores graves en los datos. Hablo de esta técnica en un articulo anterior, pero la repetiré
aqui.
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Inténtalo tii mismo

Para ver cémo se hace esto, suponga que el error estindar estimado en un dngulo utilizando
las ecuaciones descritas anteriormente es de £2,7”. Ademds, suponga que, después del
ajuste por minimos cuadrados con 15 grados de libertad (observaciones redundantes),
tengo un residuo para este ingulo de —10,8”. El valor t critico para este ajuste a un nivel de
significancia de 0,003 es t0,0015,15 = 3,54. Multiplicando 3.54y 2.7”, encuentro que un
rango aceptable para el residual de esta observacién es £9.6”. Dado que el residuo de
—10,8” estd fuera de este rango, tengo un 99,7 % de probabilidad de que esta observacién
sea un error garrafal.

Cuando estoy trabajando en problemas de ejemplo para mi libro sobre célculos de ajuste, a
menudo inserto errores intencionados en los datos. La razén por la que hago esto es para
permitir que los instructores ensefien no solo las matemidticas de los minimos cuadrados
sino, lo que es mds importante, las técnicas adecuadas que se utilizan para construir un
modelo estocistico (peso) vélido y analizar los datos después de realizar el ajuste.

Por cierto, el manual del instructor que acompana al libro informa al instructor de la
magnitud del error garrafal y de la observacién. Tenga en cuenta que este manual solo estd
disponible para los instructores. Al hacer esto, no puedo recordar un solo caso en el que el
valor critico de la distribucién t multiplicado por el error estindar estimado de la
observacién no identificara el error garrafal que se insertd. Esto es cierto incluso en algunos
casos en los que fallaron las técnicas de errores estadisticos posteriores al ajuste.

Pero, aqui estd la parte desafortunada. Aunque estas técnicas han sido escritas por R. Ben
Buckner, Ed Mikhail, Gordon Gracie y yo mismo, no conozco ningtn paquete de software
comercial que implemente este método de estimacién de errores estindar antes de un ajuste
por minimos cuadrados. La mayoria del software le permite introducir errores de
configuracién, pero luego muestran de forma predeterminada las desviaciones estindar con
valores predeterminados para manejar la situacién cuando la desviacion estindar de una
observacidn es cero.

Como implementar este método

Solo hay dos opciones si desea implementar este método de estimacién de errores estindar
para sus observaciones. Una es escribir su propio software. Hice que mis alumnos hicieran
esto creando una hoja de célculo de Excel en su tercer semestre. Para aquellos que deseen
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hacer esto, mi libro titulado Cilculos de ajuste proporciona el desarrollo de las ecuaciones
en el Capitulo 7.

El otro enfoque es comenzar a solicitar que los fabricantes produzcan un software que
implemente este método para estimar los errores estindar de sus observaciones.

¢No crees que esto sucederd alguna vez? Estaba dando un taller de minimos cuadrados en
Corvallis, Oregdn, hace varios afios, y varios de los programadores de TDS estaban en mi
clase. En un momento les pregunté a los programadores por qué su software contenfa una
opcién que no tenia antecedentes tedricos. La respuesta fue porque los agrimensores lo

habfan pedido.

Entonces, no tengas miedo de preguntar. Una solicitud puede caer en oidos sordos, pero
cientos de solicitudes no lo hardn. Después de todo, ellos estdn en el negocio para venderle,
y usted necesita crear un "ajuste de minimos cuadrados correctamente ponderado” para
satisfacer las encuestas de titulos de propiedad de ALTA/NSPS, asi como también para
identificar errores garrafales en sus datos.

Usted tiene la necesidad y ellos pueden implementar fécilmente estas ecuaciones en su
software donde todo lo que necesita proporcionar es la cantidad de veces que giré el
dngulo, estimar los errores de configuracién e ingresar

las especificaciones del fabricante para los instrumentos utilizados en la encuesta.

Con suerte, ahora se da cuenta de que la desviacién estindar de la muestra calculada a partir
de dos repeticiones de un dngulo no es estadisticamente lo suficientemente confiable para
ponderar su ajuste. El tnico método para obtener un “ajuste por minimos cuadrados
correctamente ponderado” es calcularlo con base en la teorfa de la propagacién del error en
las mediciones.
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La distribucion £

Tenga en cuenta que el lenguaje matematico utilizado en esta version del articulo puede tener un formato
incorrecto, por causas ajenas al autor. Consulte los detalles de las Ecuaciones (1) y (2), y verifique con
nuestra edicion impresa o digital completa si no esta seguro.

En articulos anteriores sobre estadisticas de muestreo, cubri la ¢ y Distribuciones de y 2'y sus
usos en topografia. La tltima estadistica de muestreo que discuto es la distribucién £,
desarrollada por RA Fisher y GW Snedecor. La distribucién F'se utiliza para comparar dos
varianzas de muestra, que normalmente se presentan como su relacién.

En encuestas, usamos esta distribucién para comparar la varianza de referencia de un ajuste
de minimos cuadrados con restricciones minimas con las mismas estadisticas de un ajuste
de minimos cuadrados con restricciones. También utilizamos esta estadistica para calcular
las elipses de error con un nivel de confianza del 95 %, como se especifica en los requisitos
minimos de detalle estindar para los estindares de estudio de titulos de propiedad de

ALTA/NSPS de 2016 (ALTA/NSPS, 2016).

Ajustes restringidos

Es bien sabido en topografia que para comprobar los cierres geométricos de una encuesta,
algunas observaciones deben mantenerse fijas. Por ejemplo, en un levantamiento de
nivelacién diferencial, al menos una estacién debe tener un "conocido”, que llamamos
punto de referencia de control. En los cilculos de la poligonal necesitamos “conocer” las
coordenadas de una estacién para fijar la poligonal posicionalmente en el espacio y la
direccién de un curso para fijar la poligonal rotacionalmente en el espacio. El motivo de las
comillas en las dos oraciones anteriores es que también podemos asumir estos valores para
que no tengan que conocerse en ningun sistema de coordenadas reconocido.

Sin embargo, sin estas observaciones fijas, cualquier ajuste es imposible. Cuando fijamos el
ndmero minimo de observaciones para verificar los cierres geométricos, esto se conoce
como un ajuste con restricciones minimas. En este ajuste, las observaciones deben coincidir
solo entre si para satisfacer los cierres geométricos.
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Una poligonal simple de cuatro lados

Ejemplo: Supongamos que tenemos una poligonal simple de cuatro lados como se muestra
en la Figura 1 . Si asignamos coordenadas (5000, S000) a la estacién A y fijamos el acimut
del rumbo AB a 90°, las coordenadas de las estaciones B, C'y D se pueden calcular sin
requerir los dngulos en 4 y D o lalongitud del rumbo D.4. _ Estas tres medidas adicionales,
que se denominan observaciones redundantes o grados de libertad, se utilizan para
determinar el cierre erréneo de la poligonal.

Por ejemplo, el 4ngulo en A se usa para calcular el error de cierre angular de la poligonal,
mientras que el dngulo en la estacién D y lalongitud de DA se usan para determinar el error
de cierre lineal de la poligonal. Por lo tanto, estos tres cierres erréneos desconocidos se
determinan con las tres observaciones adicionales. Con estas observaciones adicionales,
podemos ajustar la poligonal por cualquier medio adecuado.

Sin embargo, si se realiza un ajuste por minimos cuadrados, se determina una varianza de
referencia para el ajuste (como se discutié en un articulo anterior). Dado que este ajuste
tiene solo un nimero minimo de observaciones redundantes, que son necesarias para
calcular el cierre erréneo de la poligonal, se dice que estd minimamente restringido.
Algunos académicos se refieren a esto como un ajuste gratuito.

Ahora suponga que también conocemos las coordenadas de la estacién Cen el
levantamiento. Esto introduce mds control en la forma de un segundo conjunto de
coordenadas para la estacién C. Este es un ajuste sobre-restringido, que aqui puede llamarse
simplemente un ajuste restringido. Se llama asi porque la adicién de coordenadas para la
estacion C proporciona més observaciones redundantes que las requeridas para calcular las
coordenadas de la poligonal.
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Si se realiza un ajuste de minimos cuadrados con las estaciones 4 y Cfijas en la posicién y el
rumbo AB fijo en la direccién, nuestras observaciones ahora tienen que ajustarse
geométricamente y coincidir con las coordenadas de las dos estaciones. Esto agrega dos
restricciones adicionales a los cdlculos, que son las coordenadas de la estacién C.

Bien, este es un ejemplo simplista. Pero, ¢cudntas veces se le ha pedido que ajuste su
encuesta al control creado por otra encuesta? ¢ Cudntas veces te has encontrado con
problemas cuando esto ocurre? Experimenta estos problemas porque su encuesta ahora estd
demasiado restringida, lo cual no es malo. Simplemente significa que tiene mds controles en
los datos de su encuesta.

Ejemplo con errores . Suponga que estd realizando el levantamiento utilizando coordenadas
del plano estatal, que comienza en una estacién de control con un acimut, pasa por otra
estacion con coordenadas del plano estatal como en la Figura 1y finaliza en la primera
estacion. Si solo se utiliza una estacién de control y un azimut, la poligonal se cerrari de
acuerdo con la precisién de las observaciones.

Salvo errores en los datos y un modelo de ponderacién apropiado para la calidad de las
observaciones, un ajuste de minimos cuadrados de esta encuesta con restricciones minimas
dard como resultado una varianza de referencia que deberfa pasar la prueba de bondad de
ajuste.

Sin embargo, si las distancias no se reducen adecuadamente a la superficie cartogréfica, sus
observaciones no coincidirdn con las coordenadas de las estaciones de control. Por lo tanto,
las coordenadas y las observaciones ajustadas para todas las demds estaciones serdn
incorrectas.

Sin embargo, si ambas coordenadas de la estacién de control se incluyen en el ajuste, la
varianza de referencia serd considerablemente mayor que el ajuste con restricciones
minimas porque las distancias no se reducen a la superficie de mapeo y, por lo tanto, sus
residuos correspondientes serdin mayores ya que contienen la diferencia entre la distancia
horizontal observada y su distancia de cuadricula equivalente. Es probable que la varianza
de referencia en este ajuste no pase la prueba de bondad de ajuste .

Se puede hacer una comparacién de los dos ajustes con la distribucién F, que verifica si la
relacién de las dos varianzas de referencia es estadisticamente igual a uno, es decir, si las dos
varianzas de referencia son iguales entre si en un sentido estadistico.
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Ecuacion 1, Ecuacion 2

La prueba Fes como en la Ecuacién (1) donde:

» 521 esla mayor de las dos variaciones de referencia de los ajustes
»  §22es el mds pequefio,

» [ax] es 1 — Pdonde P es la probabilidad de punto porcentual de la prueba, que suele
ser 0,95 en encuestas,

» vl esel ndmero de observaciones redundantes en el ajuste con §' 21 para su varianza
de referencia, y

= v2esel ndmero de observaciones redundantes en el ajuste con §' 22 por su varianza
de referencia.

Cuando la ecuacién (1) es verdadera, se dice que el ajuste no pasa la prueba y, por lo tanto,
la relacién de las dos varianzas de referencia no es igual a 1; es decir, $27 # S22 . Cabe
senalar aqui que S7 en la Ecuacién (1) siempre debe ser la mayor de las dos varianzas de
referencia.

¢Por qué no son iguales? Por lo general, esto se debe a que el ajuste restringido (es decir, el
ajuste con ambas coordenadas de la estacién de control mantenidas fijas) tiene residuos que
son muy diferentes del ajuste minimamente restringido. La razén es que las distancias
nunca se redujeron a la superficie cartogrifica y, por lo tanto, son mds largas o mds cortas de
lo que deberifan ser. Asi, la prueba F es un indicador de la presencia de un error sistemdtico
en las observaciones.

También es posible que no pase si la constante EDM/reflector se ingresé incorrectamente
en una estacion total. Por ejemplo, nuestros estudiantes de segundo afo verifican esta
constante cada otofio con su equipo asignado. Un afio, los estudiantes notaron una

47
Ing.Fabian Barbato TEORIA DE LAS OBSERVACIONES



Tratamiento Estadistico de Observaciones en Topografia y Geodesia

desviacién de 30 mm y procedieron a ingresarla en la estacién total como 30. Sin embargo,
una revisién del manual del instrumento indicé que el fabricante asumié que la desviacién
siempre es negativa y tenia instrucciones para ingresarla como 30. .

El resultado fue un instrumento con un error de 60 mm, que otros estudiantes usaron
durante todo el afio escolar. Este error no se descubri hasta que se calibraron los
instrumentos al afio siguiente. Si este instrumento hubiera estado involucrado en el estudio,
la prueba F podria haber descubierto la presencia de este error sistemdtico también porque
los residuos en el ajuste restringido habrian sido alrededor de 0,2 pies mds grandes que el
ajuste minimamente restringido.

Table 1: F Distribution Critical Values

and Error Ellipse ¢ Multipliers

v F c v F c
1 195 200 12 39 28
2 190 62 14 37 27
3 96 44 16 35 27
4 69 37 18 36 27
5 58 34 2 35 26
5 51 32 2 34 26
7 41 31 % 34 26
8 45 30 % 34 26
E 43 29 8 33 26
10 41 29 30 33 26 .
Puntos suspensivos de error

Otro uso de los valores criticos de la distribucién F es crear elipses de error del 95%. La
elipse de error estindar de un ajuste de minimos cuadrados tiene una probabilidad de solo
35% a 39%. Esto estd muy por debajo del 95 % exigido por los estindares ALTA/NSPS
(ALTA/NSPS, 2016).

Los valores criticos de la distribucién F'se utilizan para determinar el multiplicador
necesario para crear una elipse de error del 95 %. El multiplicador para aumentar la
probabilidad de la elipse del error estindar depende del nimero de observaciones
redundantes en el ajuste y estd dado por la Ecuacién (2) donde v es el nzmero de
observaciones redundantes en el ajuste, 0.05 son los puntos porcentuales determinados de 1
- 0,95,y ces el multiplicador utilizado para crear ejes de elipse con un error del 95 %.

Los valores criticos de la distribucién F'se pueden consultar en la tabla de distribucién de
0,05 F o calcularse en la hoja de cdlculo de Excel mediante la funcién Finv ( 0,05,2,v) donde
v es el nimero de observaciones redundantes en el ajuste.
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La Tabla 1 enumera los multiplicadores para los ajustes que tienen varios nimeros de
observaciones redundantes, v . Tenga en cuenta que para una poligonal cerrada simple con
tres observaciones redundantes, el multiplicador es 4,4. Observe también cémo se estabiliza
el multiplicador con 16 o0 més observaciones redundantes.

LSQA

Los ajustes por minimos cuadrados tienen sus raices en la distribucién normal, que se
muestra en la Figura 1 . La ecuacion para la curva de distribucién normal es la Ecuacién

(1) donde:

- vrepresenta el residuo de las observaciones y se grafica en el ¢je x,

« ylaprobabilidad de que ocurra el residuo

« o.lavarianza de las observaciones, y

- ¢el nimero exponencial, que es el ndmero trascendental 2.718281828....

Para maximizar la probabilidad de esta funcién, la suma de los residuos cuadrados
ponderados (-wv ?) debe minimizarse.

2
1 _wv 2 2
¥=—m= W \/("j_"i) + (g —e) =1l +v,
Equation 1 Equation 2

Este proceso se puede realizar escribiendo ecuaciones para cada observacién en términos de
sus pardmetros desconocidos. Para un levantamiento horizontal, esto significarfa un sistema
de ecuaciones que representan los dngulos, acimutes y distancias, que se escriben en
términos de sus coordenadas de estacion desconocidas ( 7, ¢ ).
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Figura 1: curva de distribucion normal

Sin embargo, cada una de estas ecuaciones es no lineal. Para resolver un sistema de
ecuaciones no lineales, primero deben linealizarse utilizando una expansién de la serie de
Taylor de primer orden. Por ejemplo, la ecuacién de distancia no lineal familiar con su
residual es la Ecuacién (2) donde ( 7, ¢ ) son las coordenadas norte y este de las estaciones
de punto final 7y j parala observacién de distancia / ;,con un error residual de v,

La ecuacidn linealizada para la ecuacién de distancia es la Ecuacién (3) donde:
(dn, de ) son correcciones a valores aproximados para los pardmetros desconocidos ( 7, ¢ ),

los subindices cero indican valores determinados usando los valores de coordenadas
aproximados,

K es la diferencia entre la longitud observada y calculada de la distancia donde la longitud
calculada I se determina a partir de los valores de coordenadas aproximados, y

v es el error residual.

En la solucién de estas ecuaciones, el residuo v se elimina y la solucién se itera aplicando las
correcciones dn y de alos pardmetros desconocidos aproximados 7 y ¢ hasta que las
correcciones a las coordenadas corregidas se vuelven insignificantemente pequenas (en
esencia, hasta que los valores de las coordenadas para las estaciones se resuelven con una
precision inferior a la del levantamiento, que suele ser inferior a 0,005 pies o 0,0005 mm).
Las ecuaciones linealizadas se escriben de manera similar para las observaciones de acimut y
dngulo.
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ni=n; v e;—e; , ni=n; ) e—e; = _ _
(——U )n dn; + (—T )n de; + (—ill )n dn; + —1” . de; =K + v, X =W TWK

Equation 3 Equation 4

Realizacion del ajuste

Para minimizar la suma de los residuos cuadrados ponderados, es decir, para realizar un
ajuste por minimos cuadrados, todas las ecuaciones de observacién se escriben en forma de
matriz. Sin embargo, como todos sabemos por nuestra clase de Algebra Ienlaescuela
secundaria, podrian resolverse a mano si no fuera tan lento y dificil. Por lo tanto, fue la
disponibilidad de computadoras y su capacidad para programarse para resolver grandes
sistemas de ecuaciones lo que hizo que el proceso de minimos cuadrados estuviera
disponible para nosotros.

(La derivacién y aplicacién del método de los minimos cuadrados ocurrié a fines del siglo
XVl y se atribuye a Karl Gauss cuando era estudiante de posgrado. Por lo tanto, el
método ha estado disponible durante mucho tiempo, pero no fue hasta el advenimiento de
la microcomputadora que estuvo disponible para la mayoria de los topégrafos.)

Al formar las matrices como se muestra en la Ecuacién (4) y luego resolver este sistema de
ecuaciones, la solucién resultante produce la suma minimizada de los cuadrados de los
residuos. Esta afirmacién se muestra en mi libro Cdlculos de ajuste: andlisis de datos
espaciales .

En la Ecuacién (4):

la J es una matriz de coeficientes determinada a partir de las ecuaciones linealizadas; es decir,
para una distancia, son los valores entre paréntesis en la Ecuacién (3) evaluados en algunos
valores de coordenadas aproximados para las estaciones /'y /;

W una matriz de pesos para cada observacién;

K un vector de las diferencias entre los valores observados y calculados para cada medicién;

y

X una matriz de correcciones a aplicar a las coordenadas aproximadas de las estaciones.
Debido a que en un ajuste horizontal las ecuaciones no son lineales, este proceso de
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solucién debe repetirse hasta que las correcciones a las coordenadas aproximadas se vuelvan
insignificantemente pequenas. Esto también es cierto para un ajuste geodésico. Sin
embargo, las ecuaciones para una red de nivelacién diferencial y un ajuste de vector de linea
de base GNSS son lineales y, por lo tanto, se pueden resolver sin iterar.

Entonces, {qué es el método de los minimos cuadrados?

Es simplemente un método donde las ecuaciones se escriben para cada observacién en
términos de los pardmetros desconocidos. Estas ecuaciones se ponderan de acuerdo con las
precisiones de las observaciones para devolver los errores a sus fuentes.

Luego, las ecuaciones ponderadas se resuelven utilizando la Ecuacién (4), que minimiza la
suma de los residuos cuadrados ponderados y produce la solucién més probable para
cualquier conjunto de datos. Es un método para resolver un sistema de ecuaciones
sobredeterminado que produce los valores mis probables para los parimetros
desconocidos. Durante este proceso se cumplen todas las restricciones geométricas.

En esencia, el método de los minimos cuadrados no es mis que lo que muchos de nosotros
hicimos en una clase de dlgebra cuando el instructor nos pidié que resolviéramos un sistema
de ecuaciones para los pardmetros desconocidos x e y. En aquel entonces, resolvimos estas
ecuaciones por el proceso de eliminacién.

El método de los minimos cuadrados arrojara la solucion mas probable para cualquier conjunto

de datos dado.

Sin embargo, para cada estacién, tenemos dos x ¢ y desconocidas . Para una encuesta con 10
estaciones, podriamos tener 20 incdgnitas. Por lo tanto, el proceso serfa dificil de realizar a
mano como lo hicimos en la clase de dlgebra, pero el hecho de que usemos matrices y
computadoras no lo hace mis extrafio que usar algin otro método como el ajuste de la regla

de la brajula.

Es simplemente un proceso de resolucién de un sistema de ecuaciones para pardmetros
desconocidos. Este proceso da como resultado un minimo para la suma de los residuos
cuadrados ponderados cuando seguimos la Ecuacién (4) y la solucién mds probable para el
conjunto de datos dado.
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El método de minimos cuadrados no garantiza que la solucién sea siempre buena. Al igual
que otros métodos de ajuste, el principio bdsico de basura adentro, basura afuera todavia se
aplica. Sin embargo, si se tiene cuidado al recopilar nuestras observaciones y se eliminan
todos los errores sistemdticos de las observaciones, siempre se obtendrd la solucién més
probable para cualquier conjunto de datos dado.

Ademis, proporciona estadisticas posteriores al ajuste, como desviaciones estdndar en las
coordenadas y observaciones ajustadas, asi como elipses de error para las estaciones que
permiten al usuario analizar los resultados y determinar si los resultados estin dentro de las
tolerancias del proyecto.

|dentificar errores con graficos

Los errores y las meteduras de pata son una parte inevitable del ser humano. De hecho, un
sabio me dijo una vez que las tinicas personas que no cometen errores son las que no hacen
nada.

Debido a que un ajuste de minimos cuadrados de un levantamiento plano no es lineal, no
llegard a una solucién si hay un gran error, como una estacién mal identificada, en los datos.
Entonces, antes de ajustar nuestros datos, primero debemos eliminar cualquier error
importante. Estos pueden venir en formas tales como identificaciones erréneas de
estaciones o errores de grabacién y transcripcion.

Como ejemplo, en una de mis primeras clases en Penn State, tenfa un grupo de estudiantes
que giraban un dngulo ocho veces usando el método de repeticién con un teodolito
repetido. (Lo siento jévenes, los teodolitos repetitivos eran anteriores a su tiempo en la
Tierra). Mientras hacfan esto, también estaban escuchando una estacién de radio local con

el nombre de ROCK 107 .

Cuando llegé el momento de promediar la acumulacién de los ocho dngulos, procedieron a
escribir en su libro de campo que el dngulo era de 107 °. Por supuesto, el dngulo no estaba
ni cerca de 107 °, pero, obviamente, el anotador escuché el distintivo de llamada de radio
de 107 al mismo tiempo que estaba registrando el dngulo promedio.

Este error de transcripcién se deslizé hasta el ajuste de minimos cuadrados donde se
identificd y corrigié al revisar las notas de campo. Afortunadamente, el uso de recopiladores
de datos hoy en dia puede ayudar a evitar este tipo de errores, pero ain pueden ocurrir
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muchos otros. Entonces, ;qué métodos podemos usar para identificar errores en nuestros
datos y eliminarlos?

B

Figura 1: una poligonal con un error de dngulo

Métodos grificos

Cuando ocurre un error en un levantamiento poligonal, una de las primeras técnicas que se
pueden utilizar para identificar el error es grafica. Para hacer esto, trace la poligonal en un
programa CAD utilizando las observaciones sin procesar. La linea de cierre erréneo se
puede usar para ayudar a identificar un solo error grande en una poligonal.

Por ejemplo, suponga que se comete un error angular en la estacién E en la poligonal que se
muestra en la Figura 1 . Como se muestra en la figura, la linea punteada representa los
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cursos transversales restantes, que han sido girados por el error angular, lo que da como
resultado una linea de cierre AA'.

Lo que ahora representa la linea de cierre erréneo es la cuerda del circulo que se generé por
la rotacién con el error angular en E. Por lo tanto, la bisectriz perpendicular de AA'
apuntard a la estacién con el error angular.

Para verificar que el dngulo en E tiene un error, suponga coordenadas para la estaciéon E 'y
suponga también un acimut para el curso EF.

Al usar este método, es importante usar las observaciones sin procesar y no los dngulos
ajustados, porque ajustar los dngulos extenderfa el error a cada uno de los dngulos de la

poligonal.

Proceda a calcular la poligonal como se harfa normalmente usando las observaciones sin
procesar nuevamente. Al hacer esto, el dngulo en E nunca se usa en los célculos del cierre
incorrecto de la poligonal. Si el cierre erréneo de la poligonal estd bien al iniciar los cdlculos
en la estacién E, el dngulo en E definitivamente tiene un error y debe descartarse o volver a
observarse.

Debe sefalarse que debido a que hay otros errores aleatorios en las observaciones, la
bisectriz perpendicular no apuntard con precision a E, pero parecerd hacerlo en el software
de grificos hasta que se acerque a ella.

Los efectos de un error de distancia se muestran en la Figura 2 . El error de distancia
trasladard la parte restante de la poligonal en la misma direccién que el recorrido que
contiene el error. En este caso, ocurrié un error de distancia en la linea DE, que se muestra
como una linea roja discontinua cerca de la estacién E. Este error tradujo la parte restante
de la poligonal de tal manera que la linea de cierre AA’ coincide con la direccién de DE y su
longitud coincide con el error de cerca.
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B

Figura 2: una poligonal con un ervor de distancia

Por lo tanto, para identificar el rumbo con un error de distancia, busque el rumbo que mds
se aproxime al azimut delantero o trasero de la linea de error de cierre. Una vez més, debido
a errores aleatorios en otras observaciones, la direccién y la longitud de la linea de error de
cierre no coincidirdn exactamente con el error en el curso, pero estarin muy cerca.

Desafortunadamente , en este caso, el recorrido con el error de distancia debe volver a
observarse para verificar que se trata de un error. A diferencia de los dngulos, no existe un
procedimiento matemdtico para verificar el error en la oficina con una poligonal cerrada
simple.
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Esto habla de la necesidad de medir la distancia de cada rumbo tanto en la vista delantera
como en la vista trasera a medida que realiza el levantamiento poligonal y realizar un
seguimiento de estas observaciones por separado para que se pueda identificar un error
garrafal. Los controladores topograficos actuales brindan opciones para este procedimiento
y verifican las referencias en cada configuracién de instrumento para que dichos errores
puedan identificarse y eliminarse en el momento en que ocurren en el campo.

Para aquellos de ustedes que creen que los errores de distancia rara vez ocurren, les
relaciono la siguiente evidencia de lo contrario. En el campus antes de que se construyera
nuestro edificio Academic Commons, se vefa un pin de esquina de propiedad a una

distancia de aproximadamente 400 pies de un monumento de segundo orden de NGS,
Hayfield SW.

Entre la esquina de la propiedad y el monumento NGS habia dos hileras de manzanos
silvestres. Las ramas mds bajas de estos drboles impedian la visibilidad de una varilla normal
con un prisma en el pasador, por lo que los estudiantes generalmente invertfan el prisma en
la esquina de la propiedad y observaban la distancia. En esta posicidn, la disposicién del
suelo era tal que la linea de vision entre las dos estaciones estaba justo por encima de la

hierba.

Todos debemos saber que dentro de un pie o dos, el suelo tiene un microclima que refracta
la linea de vision.

Ano tras afo, los estudiantes procedieron de esta manera y terminaron con distancias que
normalmente estaban desviadas por alrededor de un pie. Los enviaria de regreso donde
repetirian el proceso, obtendrfan una duracién diferente debido a los cambios en las
condiciones atmosféricas y nuevamente tendrfan una duracién incorrecta para el curso.

No fue hasta que les recordé el problema del microclima que reconocieron lo que habian
hecho mal. Tenga en cuenta que habfan oido hablar del microclima en cursos anteriores,
pero la informacién nunca pareci6 asimilarse hasta que la experimentaron.

Esto puede parecer un escenario tnico, pero he visto a estudiantes hacer lo mismo cerca de
vehiculos y edificios estacionados. En este caso, la linea de vision estd cerca del lado del
objeto y nuevamente pasa por un microclima que refracta la linea de visién.
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De hecho, mi experiencia durante los tltimos 30 afios ensefiando topografia es que los
errores de distancia ocurren con mds frecuencia que los errores de dngulo debido ala falta
de verificaciones de campo. Debido a que de todos modos necesita hacer una referencia de
su instrumento, verifique siempre su distancia en la referencia, regfstrela y utilicela mas
tarde como una segunda observacién en un ajuste de minimos cuadrados.

Este articulo analiza los métodos grificos que se pueden usar para aislar los errores graves en
las observaciones.

Procedimientos Estadisticos Elementales ERROR DATA SNOOPING MODIFICADO

En este articulo, asumo que se ha realizado un ajuste por minimos cuadrados.
Desafortunadamente, muchos novatos creen que su trabajo estd hecho porque ahora tienen
una solucién para las coordenadas de la estacién desconocida. Sin embargo, nada més lejos
de la realidad. Es en este punto que comienza el verdadero trabajo de analizar los resultados
del ajuste y verificar los datos en busca de errores garrafales. En este articulo y en el
préximo, presento métodos estadisticos que se pueden usar para ayudar a identificar errores
en los datos.

Uno de los métodos estadisticos mds sencillos que se utilizan para identificar posibles
errores en las observaciones es comprobar el rango aceptable de los residuos mediante la
distribucién t. Sin embargo, este método requiere errores estindar vélidos a priori (antes del
ajuste) para las observaciones.

Analizo cémo obtener estas estimaciones en una serie anterior de articulos titulada “Ajuste
por minimos cuadrados correctamente ponderados” (consulte xyHt de enero, febrero y
abril de 2016). Si se usa este método, entonces el valor critico de la distribucién t se puede
usar para determinar un rango aceptable para los residuos después del ajuste.

Si bien este método puede llevar mucho tiempo, se puede simplificar usando el error
estdindar estimado mds grande o el error estindar estimado promedio para un conjunto
particular de observaciones. Esto es cierto porque por experiencia he notado que a menudo
los errores estindar estimados para dngulos y distancias en un levantamiento se encuentran
en un rango pequefio. También se puede usar en el campo cuando se trata de determinar si
se debe aceptar una localizacién GNSS.
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Como ejemplo de un ajuste de minimos cuadrados horizontales, suponga que el mayor
error estdindar estimado en una observacién de dngulo es de +4,0”, donde todos los errores
estdindar estimados para los dngulos se encuentran en un rango de £2,9" a +4,0”. Ademis,
suponga que el ajuste por minimos cuadrados tiene nueve observaciones redundantes o
grados de libertad. El residual para una observacién de dngulo particular es 9.8".
Normalmente, la deteccidn de errores estadisticos se realiza con un nivel de confianza del

95 % al 99,9 %.

Usando la distribucién t, se puede calcular un rango para los residuos con esta observaciéon
como se muestra en la Ecuacién (1).

Equation 1

V| = ty/2,ar0

En la Ecuacién (1),

» vesel residuo después del ajuste,

= 1/ 2,dfelvalor tcritico de la distribucién t basada en los puntos porcentuales de la
cola superior,

» dfrepresenta los grados de libertad u observaciones redundantes en el ajuste, que es
9 en este ejemplo, y

= el mayor error estdndar estimado para la observacion del dngulo.

Primero realizaré esta prueba a un nivel de confianza del 95% con un valor igual a £4.0" y t
0.025,9 de 2.26, con un valor critico de dos colas para t a un nivel de significancia de 0.05 o

(1D 0.95).

Dado que el residuo de la observacién es 9,8”, podemos ver en la Ecuacién (1) que |9,8"| >
2,26(£4,0") = £9,0". Por lo tanto, vemos que el residuo de 9,8" es mayor que el estimado
con un nivel de confianza del 95 % dado el mayor error estindar estimado de +4,0". Es
posible que hayamos descubierto un error de observacién, pero se necesita més discusion.
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Ahora es el momento de utilizar el error estindar estimado real para la observacién, que es
de £2,9". Nuevamente usando la Ecuacién (1) encontramos un rango aceptable para el

residual pero esta vez en un nivel de significancia de 0.01, lo que representa un nivel de
confianza del 99%.

Equation 2
8+60
+4.7 mm = (i0.1 _8€0_ 5000 mm)
206,264.8
Equation 3
_ 2 2 2 0.5 2
+8.9 mm = _[2(0.52) + 2(4.72) + 32 + (F 10,000,000)

Usando la Ecuacién (1) y un valor t critico de t 0.005,9 =3.25, encontramos que el rango
del 99% para el residual es £9.4"=3.25(£2.9"). Con un nivel de confianza del 99%, el residuo
de la observacién de 9,8” estd fuera del rango aceptable. La observacién debe eliminarse del
ajuste como un error y volver a observarse.

Sin embargo, cabe sefialar que si hubiéramos hecho esta prueba al 99,9%, el valor t critico
serfa t0,0005,9, que es 4,78, y el rango permisible para el residual es £13,9", que equivale a
4,78(£ 2.9"). A un nivel del 99,9 %, una observacién con un residuo de 9,8" no se detectaria
como un error garrafal.

Por lo tanto, depende del practicante decidir cudnto error es demasiado para el tipo de
encuesta que se estd realizando. Las estadisticas solo pueden identificar qué observaciones
deben investigarse como posibles errores. El topdgrafo debe decidir si acepta el hecho de
que él o ella y sus colegas son humanos y pueden cometer errores garrafales o no.

Para ayudar en esta decisidn, recuerde que un nivel de confianza del 99 % significa que 1 de
cada 100 observaciones, que no contienen un error garrafal, se identificar erréneamente
como si tuviera un error garrafal. Dado que la probabilidad de que se presente un error
garrafal es tipicamente mds alta que esto, la observacién es més probable que sea un error
garrafal, pero nunca podemos decir esto con seguridad. De hecho, dado que nunca
conocemos la distribucién de los errores garrafales, nunca estamos seguros de que haya
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ocurrido un error garrafal. Simplemente se reduce a lo que estd dispuesto a vivir y lo que
volverd a observar o eliminar4 del ajuste.

Sin embargo, a partir de este ejemplo es ficil ver que realmente depende de la precision del
error estdindar estimado en la observacién y del nivel de confianza que se elija para realizar la
prueba. Si bien se dispone de mejores métodos estadisticos para identificar errores en las
observaciones, la verificacién de los residuos es ripida y ficil de realizar.

Por ejemplo, podria usar una hoja de cdlculo para determinar el valor t critico apropiado y
el rango aceptable para los residuos en el nivel de confianza elegido. Para el ejemplo anterior
con un nivel de confianza del 95 %, que también se denomina nivel de significacién de 0,05,
simplemente escriba en Microsoft Excel “= tinv ( 0,05,9)” sin las comillas. Luego, Excel
determinard el valor critico de t como 2,26, o puede escribir "= tinv ( 0,05,9)*4,0" para
obtener el intervalo de confianza del 95 % de £9,0".

Esta ecuacién se puede modificar ripidamente para el intervalo de confianza del 99 % con
un error estdndar estimado de £2,9” cambiando la ecuacién a “= tinv ( 0,01,9)*2,9" para
obtener el rango de £9,4”. Cabe senalar aqui que Excel simplemente requiere que se escriba
0,05 0 0,01 para los intervalos de confianza. Siempre asume que el valor critico
determinado es para un intervalo de dos colas.

Como otro ejemplo, supongamos que estamos tratando de decidir si un vector de linea de
base GNSS de un levantamiento estdtico contiene un error. El fabricante afirma que para
un levantamiento estdtico, el error estimado es de 3 mm + 0,5 ppm. Sin embargo, si ha
estado leyendo mis articulos anteriores, también se dard cuenta de que debemos considerar
los errores de configuracién.

Suponga que se ha utilizado un tripode de altura fija y que la burbuja de nivel del tripode
estd correctamente ajustada. En este caso, si asumimos que tenemos la burbuja dentro de
+1 divisién del nivel a una altura de 2.000 m, el error de centrado debido a la falta de
nivelacién es como se ve en la Ecuacién (2) (Observe que 206,264.8 es un factor de
conversién para segundos de arco a radianes.)

Ademis, se estima que la capacidad de centrar la punta en la depresién del monumento es
de £0,5 mm. Dado que una linea base requiere dos configuraciones, estos errores de
centrado ocurren en cada extremo de la linea base. Suponga que una linea base de 10 000 m
de largo tiene un residuo de 23 mm. El error estimado para esta linea de base dados los
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errores estimados publicados por el fabricante y los errores de centrado es como se ve en la

Ecuacién (3).

Para realizar la prueba estadistica debemos considerar cudntos grados de libertad hay en la
observacién. Los estadisticos afirman que si hay mds de 30 grados de libertad, podemos usar
los multiplicadores de distribucién normal en lugar de la distribucién t. Dado que la sesién
tuvo una duracién de 20 minutos con observaciones recopiladas cada 5 segundos, hubo al
menos 240 = (2060/5) cilculos de la linea de base.

Por lo tanto, un rango aproximado del 95% para el residual es 1,96(+8,9) = £17,4 mm. El
residual de 23 mm es demasiado grande al 95%. Sin embargo, el valor t critico al 99 % es
2,576, por lo que el rango del 99 % para el residuo es de £22,8 mm.

Por lo tanto, con un nivel de confianza del 99 %, podemos ver que la linea de base de 10 km
podria considerarse un error garrafal, pero estd muy en el limite. Nuevamente, esto se
reduce a la cantidad de error con el que estd dispuesto a vivir.

Conclusiones

Si bien este método de deteccidén de errores funciona muy bien, hay otro método que
pueden emplear los paquetes de software de minimos cuadrados que facilita ain mds la
deteccion de errores. Es decir, la mayoria del software utiliza una estadistica posterior al
ajuste conocida como criterio tau. El criterio tau es una modificacién de un método
conocido como indagacién de datos, que fue introducido por Willem Baarda a mediados
de la década de 1960.

Indagacion de datos y el criterio tau

Sin embargo, cualquiera que haya usado un paquete avanzado de ajuste por minimos
cuadrados sabe que dicho software a menudo usa una estadistica posterior al ajuste
conocida como el criterio tau. El criterio tau es una modificacién de un método conocido

como indagacién de datos, que fue introducido por Willem Baarda a mediados de los anos
60.

En este articulo, analizo estas dos técnicas de deteccidon de errores posteriores al ajuste. Si
bien las matemidticas de este articulo pueden no ser del agrado de todos, los procedimientos
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de ajuste posterior, que deben seguirse cuando se descubren posibles errores de observacién
mediante la indagacién de datos o el criterio tau, son importantes para que todos los
usuarios los entiendan.

Espionaje de datos

En el articulo anterior (noviembre de 2016), apliqué el valor critico de la distribucién t al
error estimado de la observacién para identificar residuos que eran mds grandes que los
estimados y, por lo tanto, para identificar errores graves. Esta técnica puede denominarse
un método tosco pero efectivo.

Un procedimiento més refinado no depende tanto del error estimado para la observacién
sino que calcula la incertidumbre en el residuo de la observacién. Como se sefialé
anteriormente, Willem Baarda presentd este método en una serie de documentos a
mediados y finales de la década de 1960 utilizando datos geodésicos.

El método, llamado indagacién de datos, presenté mds que un simple método para
identificar errores en los datos geodésicos. Su base tedrica se basa en la propagacién de
errores y en un principio conocido como ley general de propagacion de varianzas. Esta ley
establece que cuando se trabaja con un conjunto de funciones, los errores en las
observaciones se propagardn a través de esas funciones como se muestra en la Ecuacién (1).

63
Ing.Fabian Barbato TEORIA DE LAS OBSERVACIONES



Tratamiento Estadistico de Observaciones en Topografia y Geodesia

Equation 1

ny =A QxxAT

Equation 2
Qxx = (ATWA)_l
Equation 3
Qu = AQxxAT — A(ATWA)_lAT
Quy = w-t— Qu = w-t— AQxxAT
Equation 5 B v;
Vi = \/-T:
Equation 6
) 7] > So(t)

En la Ecuacién (1):

* Q, es la matriz de cofactores de la funcién resultante
a partir de la cual se puede calcular la matriz de varianza-covarianza de la funcién,

* /la matriz de coeficientes de las observaciones,

* J "su trasposicién ( Ghilani, 2016) y
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* Q .la matriz de varianza-covarianza de las

incdgnitas, que proporciona el ajuste de minimos cuadrados como parte de la solucién para
las incégnitas. El cdlculo de Q ..se muestra en la Ecuacién (2). Aqui, /7 son los pesos de las
observaciones antes del ajuste ( Ghilani, 2016ay 2016b).

Para propagar los errores en las incégnitas de Q ..a las observaciones ajustadas, debemos
aplicar la Ecuacién (1) para llegar a la matriz de cofactores para las observaciones ajustadas,
Q 1, como se muestra en la Ecuacidn (3).

Finalmente, la matriz de cofactores en los residuos, Q .., se calcula como se muestra en la
Ecuacién (4).

Si todo esto es confuso, se puede afirmar simplemente que los errores en las observaciones
se han propagado desde las observaciones originales a los pardmetros desconocidos, luego a
las observaciones ajustadas y finalmente a sus residuales v . Las estadisticas y las matemadticas
reales se pueden dejar a los matemiticos, estadisticos y programadores.

Lo que es importante en estos cuatro conjuntos de ecuaciones es que los errores en las
observaciones originales se han propagado a los residuos, de modo que ahora podemos
determinar las desviaciones estindar a posteriori (después del ajuste) de los residuos. Si estd
preguntando, "¢Por qué calcular las desviaciones estindar para los residuos?” es porque
ahora podemos estimar qué tan grande es un residuo inaceptable para cualquier
observacién dada en cualquier nivel de confianza/probabilidad.

En su derivacién, Baarda asumié que solo habfa un error en cualquier conjunto de datos. Si
este fuera el caso, entonces el tamafio del residuo en esa observacién estaria directamente
relacionado con la desviacién estdindar del residuo. Luego, el residual estandarizado se
calcula como se muestra en la Ecuacién (5), donde:

*v-,esel residuo estandarizado de una observacién,
* v.el residuo de la observacién, y
* g i.el elemento diagonal de la matriz Q ..

que corresponde al residual, v ;. Una vez mds, las matemdticas aqui no son importantes. Sin
embargo, ahora sabe lo que representa la columna residual estandarizada en el resultado de
su paquete comercial de minimos cuadrados.
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Baarda usé un tnico valor critico de la distribucion t para decidir si una observacién con
un residuo estandarizado v — ;es de hecho un error garrafal. Matemdticamente hablando,
una observacion se identifica como un posible error si su valor absoluto es mayor que So( £
), como se muestra en la Ecuacién (6).

Enla Ecuacién (6), S ses la desviacién estindar de peso unitario para el ajuste; es decir, la
raiz cuadrada de S ,:( Ghilani , 2015), y t es de la distribucién # de Student, que
originalmente sugirié Baarda como 4.

El uso adecuado del método es eliminar solo una observacion del conjunto de

datos y luego volver a ejecutar el ajuste.

Sin embargo, la aplicacion de este proceso en fotogrametria sugirié que un valor t critico de
3,29 funciond bien para identificar errores en los datos. Este valor se ha utilizado desde que

se aplica este método en la mayoria de los casos. Este proceso es similar al método que sugerf
anteriormente, aunque en este caso siempre se asume que el valor de la distribucién t critica
es un valor especifico asignado por el usuario.

Una advertencia sobre este proceso es que Baarda asumié que el conjunto de datos solo
tenfa un error garrafal. Dado que este no es necesariamente el caso, el uso adecuado del
método es eliminar solo una observacién del conjunto de datos (es decir, la que tiene el
residuo estandarizado mds grande) y luego volver a ejecutar el ajuste. Este proceso de
eliminar una observacién a la vez continda hasta que el usuario no encuentra ninguna
observacién que satisfaga la Ecuacién (6). En este punto, se supone que los datos estin
libres de errores.

Ahora el usuario debe volver a insertar cada observacién que se detecté como un error en el
ajuste para ver si se detecta nuevamente como un error. Reconocer que otros errores
podrian haber causado un gran residuo en una observacién en particular, lo que resulté en
su eliminacién incorrecta de los datos.

De todos modos, en este punto se cumple la premisa bdsica de que el conjunto de datos
contiene un error porque el tnico error detectable que queda en el conjunto de datos es el
que se reinserta. Si la observacién vuelve a satisfacer la Ecuacién (6), la observacién se
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identifica estadisticamente como un error o un valor atipico y debe descartarse o volver a
observarse.

Si bien este proceso puede parecer laborioso, en realidad no lo es porque los ajustes tipicos
se pueden realizar en menos de un segundo. Ademis, el proceso se puede automatizar en el
software. El uso de un valor t critico de 3,29 produce datos libres de errores con un nivel de
probabilidad del 99,9 %. A menudo utilizo la afirmacién de que los datos estdn limpios de
errores garrafales.

El criterio tau

A mediados de la década de 1970, Alan Pope, un estadistico del National Geodetic Survey,
identificé una falla en el método de espionaje de datos, que se puede ver en la Ecuacién (6).

Recuerde que la desviacidon estindar del peso unitario SO se calcula como se muestra en la
Ecuacién (7). (Los términos en la Ecuacién (7) se han definido previamente). Lo que Pope
se dio cuenta es que SO estaba contaminado por la observacién con el error detectado y, por
lo tanto, tenfa un gran vi residual. Por lo tanto, SO no fue una buena estimacién de ¢ 0 para
el ajuste.

Sugirié que un mejor valor critico para usar cuando se rechazan las observaciones como
errores garrafales era el de la distribucién tau (7). El valor critico para el criterio tau se basa
en la distribucién ty se puede calcular como se muestra en la Ecuacién (8), donde r es el
ndmero de observaciones redundantes en el ajuste y t es el valor critico de la distribucién t
conr — 1 grados de libertad y a nivel de confianza.

Es dificil de creer ahora, apenas 40 afios después, que luego desarrolld tablas para variar el
namero de observaciones redundantes y niveles a debido a la complejidad de calcular la
Ecuacién (8). En el mundo actual, una hoja de cdlculo puede calcular esta ecuacién tan

bien como la mayoria de los paquetes de software.

También se debe senalar que « tiene que ser transformado por el nimero de observaciones
non-spur por lo que él se refirié como una transformacién para el control del error Tipo L.

La unica diferencia entre su método sugerido y el propuesto originalmente por Baarda es
que el valor critico T se usa para determinar si una observacién es identificable como un
error en lugar de un valor critico estadistico. El procedimiento restante, de eliminar solo
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una observacion que se detecta
como un error a la vez y luego reinsertar estas observaciones después de que se determina
que el conjunto de datos estd limpio, no cambid.

A menudo, el software que tiene incorporado el criterio tau resaltard o marcard las
observaciones que se detectan estadisticamente como errores garrafales. Algunos programas
pasardn automdticamente por el proceso de eliminacién de estas observaciones.
Independientemente del método, estos procedimientos hacen un excelente trabajo al
eliminar los errores de los conjuntos de datos cuando las observaciones se ponderan
correctamente ( Ghilani, 2013a).

Esta es una clave para todos estos métodos estadisticos de deteccién de errores. Es decir, los
pesos de las observaciones deben ser correctos. La ponderacién correcta de las
observaciones convencionales se discutid en el articulo citado anteriormente.

Sibien gran parte de lo que se presenta aqui parece ser complicado, aquellos de ustedes que
usan un paquete comercial de minimos cuadrados para ajustar sus datos ahora tienen una
idea de cémo identificar y eliminar errores garrafales de un conjunto de datos. Cuando se
realiza correctamente, cualquiera de estos métodos funciona muy bien. Programé estos
procedimientos en la década de 1980 y los he usado una y otra vez para identificar posibles
errores en las observaciones.

A menudo, estos errores descubren procedimientos de campo o métodos

computacionales incorrectos que, con suerte, pueden evitarse en el futuro si el

creador se da cuenta de lo que salio mal.

Al descubrir errores garrafales, es importante identificar qué sucedié para crear el error
garrafal en primer lugar. A menudo, estos errores descubren procedimientos de campo o
métodos computacionales incorrectos que, con suerte, pueden evitarse en el futuro si el
creador se da cuenta de lo que salié mal.

Al igual que la distancia que los estudiantes midieron incorrectamente repetidamente, una
vez identificado, era importante para mi corregir el error para que, con suerte, los
estudiantes recordaran no volver a hacerlo nunca mds en su vida profesional.
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Para aquellos de ustedes que deseen ver el desarrollo matemdtico de estas y otras ecuaciones

que he presentado en esta serie de articulos, los remito a mi libro, Cdlculos de ajuste. (
Ghilani , 2010).

Rectangulo de error estandar y elipse de error

FIGURE 1

K Error ellipse
B 3
72,
25,

-

b

Figura 1: El rectdngulo de ervor estandar y la elipse de error. o Encuestas de titulos de tierras
ALTA/NSPS.

¢Qué es una elipse de error? Una de las ventajas de un ajuste por minimos cuadrados sobre
otros métodos es que un subproducto del ajuste no son solo los valores mds probables para
las coordenadas desconocidas, sino también las desviaciones estdndar de estos valores.

Supongamos por un momento que estamos calculando las coordenadas de la estacién B
que se muestra en la Figura 1 utilizando un acimut AZ ,scon una incertidumbre de S ..y
una distancia 4B con una incertidumbre de SD ft. Incluso si consideramos que las
coordenadas de la estacién A son perfecto, las coordenadas de B tendrdn incertidumbres
de S.y S ,debido alos errores en el acimut y la distancia.

Esta incertidumbre en las coordenadas de la posicién de B da como resultado un rectingulo
de error estindar que rodea a B. Este rectingulo representa el drea en la que las coordenadas
verdaderas de la estacién B serdn aproximadamente el 68 % del tiempo. Tendr4 unas
dimensiones de 25, por 25 ,.
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Sin embargo, el rectingulo de error estindar no representa el error real en las coordenadas.
Aqui es donde entra en juego una elipse de error. Como se muestra en la Figura 1, la elipse
de error estindar estd delimitada por el rectingulo de error estindar. Son los resultados de la
distribucién bivariada ( variables x e y ) que se muestra en la Figura 2(a).

Sila Figura 2(a) estd contorneada, la Figura 2(b ) son los resultados. La Figura 2(b)
representa elipses de error en varios niveles de probabilidad.

FIGURE 2

> <

(b)

Figura 2: (a) Un diagrama de alambre de una distribucion bivariada y (b) las lineas
isogonicas de un grdfico de contorno de (a).

Como se puede ver en la Figura 1, la distribucién bivariada no llena completamente el
rectingulo de error estindar, pero muestra los limites de los valores de las coordenadas
verdaderas en un nivel de probabilidad especifico para la estacién B dada la incertidumbre
tanto en el acimut como en la longitud de la /inea . AB . Cuanto mayor sea la elipse de
error, mds probable es que contenga las coordenadas verdaderas de la estacién B.

En esencia, sabemos que las coordenadas contienen error. Por lo tanto, lo que establecen
los estdndares topogréficos ALTA/NSPS de 2016 es que debe estar dentro de los 0,07 pies
de las coordenadas verdaderas de una estacion el 95 % del tiempo. Esto significa que el 95%
de las veces, un topégrafo competente puede acercarse a 0,07 pies en un nuevo

levantamiento posterior.

Honestamente, los estindares también permiten 50 ppm adicionales para la distancia entre
las dos estaciones que se estin probando. Sin embargo, esto agregaria solo 0,004 pies
adicionales para una distancia de 500 pies entre estaciones o 0,016 pies para una distancia
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de 1000 pies. En esencia, no aumenta significativamente el error permisible para las
distancias tipicas que se encuentran en la mayorfa de las précticas topograficas.

FIGURE 3

Figura 3: Componentes de la elz])se de error estiandar.

Calculo de elipses de error

la Figura 3 se muestran los componentes de la elipse de error . El dngulo t es la cantidad de
rotacién que se requiere para que la correlacién entre el par de coordenadas ( , ¢ ) sea igual
a cero. Se mide desde el eje N positivo .

El eje mayor de la elipse es el eje Uy el menor es el eje V. La longitud del semieje mayor de la
elipse viene dada por Sx que corresponde a la componente de mayor error en la estacién, y
la Jongitud del semieje menor de la elipse viene dada por sv ,..es el menor error en la

estacion.

Una de las ventajas de un ajuste por minimos cuadrados es que tiene una base estadistica.
Asi, al final del ajuste, se pueden calcular las incertidumbres en las coordenadas, que son las
desviaciones estindar en las coordenadas norte y este.

Sin embargo, como se indicé anteriormente, estas incertidumbres no suelen estar en la
direccién del mayor error en la estacién. También estdn correlacionados. La correlacion
significa que a medida que cambia una coordenada en una estacion, la otra también debe
cambiar.

Esto se puede ver en la Figura 1, donde si cambiamos el valor del norte para la estacién B, el
valor del este también debe cambiar para mantener el acimut de 45 . Este vinculo entre los
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valores de las coordenadas se puede expresar matemdticamente mediante el coeficiente de
correlacién de Pearson, que se define como en la Ecuacién (1), donde ¢ .es la desviacién
estindar en el norte, ¢ .la desviacién estindar en el este y ¢ ..la covarianza. entre las dos
incognitas.

EQUATION 1 p=—te

[ 0.022169 -0.021460 —0.001845 —0.025936 |
—-0.021460 0.048736 0.003587 0.050419

EQUATION2 S =
- —-0.001845 0.003587 0.010786 0.008517
_—0.025936 0.050419 0.008517 0.073296d

- ~0.021460
\/0.022169(0.048736)

EQUATION 3

~—0.65

Fundamentos para calcular elipses de error, figura 2

Por ejemplo, supongamos que tenemos la matriz de covarianza, S'..que se muestra en la
Ecuacion (2) de un ajuste de un levantamiento horizontal que involucra solo dos
estaciones con coordenadas desconocidas. (Aparte, la matriz de covarianza es la inversa de la
matriz normal que usamos para resolver simultdneamente las coordenadas desconocidas).

El levantamiento tuvo solo dos estaciones con coordenadas ( 7, ¢ ) desconocidas. Resaltado
en negrita estd la varianza en el norte de 0.022169, la covarianza en las dos incégnitas de
—0.021460 y la varianza en el este de 0.048736. Las raices cuadradas de las varianzas de cada
uno de estos elementos diagonales, que son 0,149 y £0,221, producirian las desviaciones
estdindar hacia el norte y el este de las coordenadas de la estacién. Vemos que estos
elementos estin correlacionados ya que la inmediata fuera de la diagonal no es igual a cero
con un valor de —0.021460. Este numero indica que a medida que cambia el norte de la
estacidn, también debe cambiar el este.
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Por la Ecuacién (1) el coeficiente de correlacion para las incégnitas es como la Ecuacién
(3) . El coeficiente de correlacién siempre estd entre —1 y +1. Si es negativo, una incégnita
disminuird a medida que la otra aumente. Si son positivas, ambas incégnitas aumentardn o
disminuirdn simultdneamente. Cuanto mds cerca de cero estd el coeficiente, menos
correlacién existe entre las dos incdgnitas.

Como puede verse en la Ecuacién (3), las dos incdgnitas estdn negativamente
correlacionadas, lo que significa que a medida que aumenta el norte, el este debe disminuir,
o viceversa. El coeficiente de correlacién para la elipse de error que se muestra en la Figura 1
serfa positivo ya que el este debe aumentar a medida que aumenta el norte para mantener el
acimut de la linea.

Por lo tanto, en concepto, el método para calcular los ejes semimayor y semimenor de la
elipse de error estindar es rotar la submatriz diagonal de 2 por 2 para cada estacién en una
cantidad que elimine la correlacién entre los dos componentes. En esencia, rotaremos el
sistema del eje NE a UV donde no hay correlacién entre los componentes Uy V. Para
aquellos lectores que son matemadticos, el proceso implica una ortogonalizacién en cada
submatriz de 2 por 2 de la matriz de covarianza.

Elipses de error y probabilidad creciente

En el articulo anterior ( abril de 2017'), analizo la correlacién de los valores de las
coordenadas de una estacién y cémo se usa una elipse de error para determinar la direccién
del error més grande en una estacién. En este articulo, reviso los componentes de una elipse
de error, el proceso que se usa para calcular los componentes de una elipse de error y cémo
aumentar la probabilidad de la elipse de error estdndar al 95 % requerido.

Figura 1: Componentes de la elipse de error estandar.
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Para repasar, los componentes de una elipse de error ( Figura 1 ) son:

* el dngulo ¢, que es la cantidad de rotacién requerida para eliminar la correlacion entre los
dos valores de coordenadas para cada estacién en un levantamiento horizontal/plano,

* §.que es la longitud del semieje mayor de la elipse y representa el mayor error en la

estacion, y
* §.que es el error mis pequefio en la estacion.

Con respecto a los estindares ALTA/NSPS, solo nos preocupa el tamano de §'.en un nivel

de probabilidad del 95% para cada estacién.

Como se discutié en la Parte 1 de este articulo, para obtener el error méximo en una
estacion, se debe eliminar la correlacién entre el par de valores de coordenadas. Esto se
puede hacer usando una rotacién bidimensional y propagacién de errores. Si bien los
célculos reales no son importantes, los valores resultantes utilizados para calcular la elipse de
error son importantes para esta discusién. En este proceso, recuerde la matriz de covarianza
que se muestra en la Parte 1y que se muestra nuevamente en la Ecuacién 1 .
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0.022169 -0.021460 —0.001845 -0.025936
—0.021460 0.048736  0.003587  0.050419

=71 _0.001845 0003587 0.010786 0.008517
-0.025936  0.050419  0.008517  0.073296

(1

2 0.022169-0.048736

zzé[m[fﬁ}c]zl[m[ L en e j+l8{)°]=119.1215“‘ @

A L=

S.=5,sin’t+28, costsint+S, cos’t=0.060691

(3)
S.,=8,,cos’t—2S  costsint+S,, sin’t=0.010214
e= JzFa.?..degrus of freedom (4)
50 2
0.07* +| ————3616.46 | =+0.19 ft (5)
1,000,000

Para determinar la direccién del error méximo en esta estacion, que es el eje S',, los
elementos de la matriz de covarianza para esta estacién deben girarse en la cantidad que se
muestra en la Ecuacion 2, donde:

* S .es la covarianza en la estacién, que es el elemento fuera de la diagonal 0.021460,
* Ver eslavarianza en el este, que es 0.048736,
* S ..es lavarianza en el norte, que es 0.022169, y

* C, que en este caso es igual a 180°, se sumo a los resultados de la funcién arcotangente,
que fue —58.243°, para obtener un dngulo de rotacién positivo. Tenga en cuenta que
—58.243° es la cantidad de rotacién en sentido antihorario que va desde el eje N al eje V-

Una vez que se determina el 4ngulo de rotacidn, las varianzas del semieje mayor, S ..y del
semieje menor , S ,,se pueden calcular como en la Ecuacién 3.

En este ejemplo §'..es 0.060691, cuya raiz cuadrada es la longitud del semieje mayor de la
elipse, S, siendo £0.246, y S ..es 0.010214, cuya raiz cuadrada es la longitud del semieje
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menor de la elipse, ., siendo £0,101. Nuevamente, los cdlculos no son importantes ya que
este es un componente estindar de la mayoria de los paquetes de minimos cuadrados.

Elipses de error de mayor probabilidad

Los célculos anteriores producen lo que se conoce como elipse de error estindar. La
probabilidad de que las verdaderas coordenadas de B estén en la elipse de error es
relativamente baja. Es decir, solo hay una probabilidad del 35 % al 39 % de que las
coordenadas verdaderas de la estacién B estén en el drea delimitada por la elipse de error
estdndar.

X | =X
(b)

Figura 2: (a) Un diagrama de alambre de una distribucion bivariada y (b) las lineas
isogonicas de un grdfico de contorno de (a).

Por lo general, los estdndares como los estindares ALTA/NSPS requieren un mayor nivel
de confianza en la regién que contiene las coordenadas reales. Esto simplemente significa
que necesitamos seleccionar una probabilidad mds alta de la distribucién bivariada como se
muestra en la Figura 2 .

Esto se puede lograr con un multiplicador obtenido a partir del valor de distribucién F(
xyHt , julio de 2016 ), y se da como en la Ecuacién 4 , donde el multiplicador depende del
namero de grados de libertad, o redundancias, que hay en el ajuste. Cuanto mayor sea el
ndmero de mediciones redundantes, lo que significa que cuanto mayor sea el nimero de
comprobaciones de las mediciones, menor serd el multiplicador.

Por ejemplo, suponga que el ajuste tiene cuatro observaciones redundantes. Para
determinar el tamafio de la elipse de error del 95%, necesitaremos el valor critico de la
distribucién Fpara F,_.5.. que es 6.94. Esto significa que el multiplicador ¢ serd v 2( 6.94)=
3.73. Por lo tanto, utilizando S'.”, que se calculé como 0,246, el error maximo del 95 % en
la estacion es £0,918 (3,73 x 0,246).
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Ahora suponga que las coordenadas ne del plano estatal en unidades de pies para las dos
estaciones en este ejemplo son (391,043.29, 2,415,776.90) y (387,603.26, 2,416,892.70). La
distancia entre estas estaciones, que son esquinas de propiedad, es de 3616,46 pies. Esto
significa que segtin los estindares ALTA/NSPS, el error médximo permitido entre estas dos
estaciones es como en la Ecuacion S .

Obviamente, esta estacién no pasé los estdndares de calidad ALTA/NSPS, que solo
permite que el error mdximo en cualquier estacién sea de £0,07 pies + 50 ppm entre dos
esquinas, o £0,19 pies en este caso.

A menudo, los valores criticos de F'se pueden determinar para cualquier nimero de grados
de libertad a partir de un ajuste en las hojas de cdlculo. En Microsoft Excel, el comando es
“=FINV( 0.05,2,dof)” donde dof es el nimero de grados de libertad en el ajuste, que es el
numero de observaciones redundantes.

Table 1 Critical F value and ¢ multiplier for various degrees of freedom.

Degrees of Freedom (dof)  Fo.052,dof ¢
3 9.55 4371
4 6.94 3.727
5 5.79 3.402
7 4.74 3.078
10 4.10 2.865
15 3.68 2714
20 3.49 2.643
25 3.39 2.602
50 3.18 2.523
tabla 1

La Tabla 1 enumera algunos valores criticos de F junto con su multiplicador ¢ para varios
grados de libertad. Dado que una poligonal cerrada simple solo tiene tres grados de libertad,
esto significa que las poligonales de prictica estdndar siempre tendrdn multiplicadores de
4,371. Este multiplicador hard que cumplir con los estdndares de precision ALTA/NSPS
sea extremadamente dificil de alcanzar.

Dado que el nimero de grados de libertad es fundamental para obtener un multiplicador
de ¢ bajo , le sugiero que adquiera el hdbito de obtener siempre la distancia de referencia
cuando esté realizando una poligonal. Este proceso lleva muy poco tiempo extra, ya que
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normalmente forma parte de la configuracién del software de su controlador. Estas
observaciones de distancia adicional deben ingresarse en el ajuste de minimos cuadrados tal
como se observan y no promediar con sus contrapartes directas.

Ademis, siempre puede cerrar el horizonte angular en cada estacién poligonal para
aumentar el numero de observaciones de dngulo redundantes. Esto puede parecer un
trabajo y un tiempo extra considerables, pero incluso para el usuario principiante no es el
caso cuando se compara con el tiempo que se tarda en llegar a la estacién, configurar los
objetivos de referencia y de vista anterior, observar un dngulo y rasgar. bajar la
configuracion.

Una vez fui desatiado por un estudiante de segundo afio que dijo que el jefe que tenfa
durante el verano nunca permitiria esto. Después de que él me molestara repetidamente,
detuve la clase, obtuve el mismo tipo de estacién total que habfa usado durante el verano,
agarré dos crondmetros y cronometré al estudiante mientras observaba el primer y luego el
segundo dngulo.

Para mi placer, fue extremadamente competente y ripido con el procedimiento. En total, le
tomé solo dos minutos configurar el instrumento y observar los ingulos 1DR. Ahora,
compare esto con el tiempo que se necesita para instalarlo, desarmarlo y viajar entre
estaciones, y desafiaré a cualquiera que piense que les costard su negocio.

Parafraseando una afirmacién que escuché, es extrano cémo un topdgrafo toma atajos
cuando observa las mediciones para ahorrar tiempo, pero no ve ningtin problema en tener
que regresar al campo para descubrir un error cometido la primera vez.

Estas pricticas permiten que los equipos de campo detecten sus errores antes de que se
conviertan en un problema en la oficina. También proporciona al personal de la oficina
controles sobre el trabajo de su equipo de campo. Pregtintese cudntas veces un equipo ha
tenido que regresar al campo para corregir un error cometido anteriormente y compérelo
con los segundos que lleva medir una distancia y un dngulo adicionales una vez que todo
estd configurado. Espero que este articulo le brinde informacién sobre el significado y la
relevancia de una elipse de error y cémo compararla con los estindares ALTA/NSPS.
Dicho de nuevo, la elipse de error proporciona una regién alrededor de su estacién donde
residen las verdaderas coordenadas de la estacién en un nivel particular de probabilidad.
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La elipse de error estindar tiene una probabilidad de contener las coordenadas verdaderas
de la estacién solo del 35% al 39% del tiempo. Sin embargo, utilizando la distribucién F, se
puede determinar un multiplicador para calcular el tamano de la elipse de error para
cualquier porcentaje, incluido el 95 %, que se requiere en los estindares ALTA/NSPS.
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MEDIAN vs MEAN

The mean value of numerical data is without a doubt the most commonly used statistical
measure. Anyone who has a basic statistical background knows how to calculate the
(arithmetic) mean — just sum up the individual values and divide the result by the number
of values.

If, e.g., we talk about the average age of a group of people, we always refer to the mean of
the individual age values. So there is also a general sense of understanding of this measure.
The mean age can be interpreted as a single “representative” value describing the location
of the age values of the people in this group. Therefore, in statistical language the mean is
called a “location parameter”.

Sometimes the median is used as an alternative to the mean. Just like the mean value, the
median also represents the location of a set of numerical data by means of a single number.
Roughly speaking, the median is the value that splits the individual data into two
halves: the (approximately) 50% largest and 50% lowest data in the collective.

Example

As an example, let us consider the following five measurements of systolic blood pressure

(mmHg):

142, 124, 121, 151, 132.
The mean value is

(142+ 124+ 121+ 151+ 132)/5=134
To calculate the median, we have to arrange the individual numbers according to their
size, starting with the smallest:

121,124, 132, 142, 151.
The median is defined as the value which is located in the middle, i.e. 132.

First we note that in this example mean and median do not differ very much, and that both
can be seen as a reasonable representative value of the five individual measurements.
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Secondly, we see why the word “approximately” was used for the description of the
median in the above section: We cannot divide 5 numbers in two groups of exactly 50% of
the data.

For an even number of values, however, we can: After sorting by size, the median is
calculated as the mean of the two values that stand in the middle.

For

121, 124, 132, 142
the median is

(124 +132)/2 =128

and exactly 50% of values are lower, respectively higher, than this number. In contrast to
the situation of an uneven number of data values, the median is not necessarily a data
value itself.

Mean vs. median: PROs and CONs

Now if both statistical measures, the mean and the median, are used to describe the
location of a set of data, what about advantages and disadvantages?

As mentioned above, the mean is the more commonly used measure of the two. Moreover,
it is the basis of many advanced statistical methods.

For example, the mean is needed to calculate the standard deviation, which is the most
prominent measure to assess the variability in a set of data. And it is also needed for
many statistical testing procedures, e.g. for the t-test.

But then, what are the advantages of the median?
To illustrate this, we return to the five systolic blood pressure values used before:

142,124, 121, 151, 132.
We assume that 151 is a correct value, but that a device failure leads to the false
measurement of 171. Let’s see what happens to mean and median?

The mean of the resulting five values now is 138 instead of 134, as calculated from the
original data, thus showing a considerable effect of the incorrect measurement.

81
Ing.Fabian Barbato TEORIA DE LAS OBSERVACIONES



Tratamiento Estadistico de Observaciones en Topografia y Geodesia

To derive the median, we sort the data again by size:

121,124, 132, 142, 171.
As before, the value 132 is in the centre of the data row, so the median actually
is unaltered by the false measurement.

That is why the median is called “robust against outliers®, whereas the mean actually is
“sensitive to outliers®.

“Skewed” distributions

Another advantage of the median, associated with this kind of robustness, can be seen
in “skewed” distributions.

An example for such a distribution in the context of an observational study is the time
since the onset of a particular disease. In many cases, the date of diagnosis is close to the
time of reporting, i.e. at or just a few days prior to the baseline visit. However, the study
group often also includes patients who have been suffering from the disease for many years.

If we calculate the mean of the individual time spans since disease onset, such large values
have an enormous impact, making the mean larger than the actual distribution of data
would suggest.

The good news is that the outliers don’t have such an effect on the median. Therefore, here
the median gives a more realistic picture of the data.

So which one should we use?

The best strategy is to calculate both measures.

If they are not too different, use the mean for discussion of the data, because almost
everybody is familiar with it.

If both measures are considerably different, this indicates that the data are skewed (i.c.
they are far from being normally distributed) and the median generally gives a more
appropriate idea of the data distribution.
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Mean versus Median comparison chart

Mean

Definition The mean is the arithmetic average
of a set of numbers, or distribution.
It is the most commonly used
measure of central tendency of a set
of numbers.

Applicability The mean is used for normal
distributions.

Relevance to The mean is not a robust tool since

the data set it is largely influenced by outliers.

How to A mean is computed by adding up
calculate all the values and dividing that
score by the number of values.
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Median

The median is described as the numeric value
separating the higher half of a sample, a
population, or a probability distribution, from
the lower half.

The median is generally used for skewed
distributions.

The median is better suited for skewed
distributions to derive at central tendency
since it is much more robust and sensible.

The Median is the number found at the exact
middle of the set of values. A median can be
computed by listing all numbers in ascending
order and then locating the number in the
centre of that distribution.
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